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Wichtige Konstanten 


Lichtgeschwindigkeit im Vakuum 11 

c - 2,997 925 ■ IO 10 cm/s * 3 • IO 10 cm/s 

Elementarladung 

e = 4,8 ■ 10 _10 statcoulomb = 1,6 ■ 10 -19 C 

Plancksche Konstante 

h = 6,6 ■ 10 -27 erg s = 6,6 • 1(T 34 J s 

„Reduzierte" Plancksche Konstante 

ft = h/2ir = 1 -10- 27 ergs= 1 • 1(T 34 Js 

Ruhmasse des Elektrons 

m e = 9- 1(T 28 g 

Gravitationskonstante 

G = 6,7 ■ 10~ 8 cm 3 kg -1 s -2 

Schwerebeschleunigung in Seehöhe 

g = 9,81 cms -2 

Bohrscher Radius 

a 0 = 5 ■ 10“ 9 cm 

Avogadrosche Zahl 

N a = 6,0 ■ 10 23 mol -1 

Boltzmannsche Konstante 

k = 1,4 • 10 -16 erg K' 1 = 1,4 ■ lO ^JK“ 1 

Normaltemperatur 

T 0 = 273 K 

Normaldruck 

p 0 = 1 atm = 1,01 ■ 10 6 dyn cm -2 = 1,01 bar 

Molvolumen bei Normalbedingungen 

V 0 = 22,4 ■ 10 3 cm 3 /mol -1 

Thermische Energie kT bei Normalbedingungen 

kT 0 = 3,8 ■ IO' 14 erg = ^-eV = 3,8 ■ IO“ 21 J 

Luftdichte bei Normalbedingungen 

p 0 = 1,3 • 10~ 3 gcm -3 

Schallgeschwindigkeit in Luft bei Normal¬ 
bedingungen 

v 0 = 3,32 • 10 4 cm s“ 1 

Schallwiderstand der Luft bei Normalbedingungen 

Z 0 = 42,8 dyn ■ c~ 2 /cm s -1 

Normalintensität des Schalls 

l 0 = 1 juWcm- 2 

Intensitätszunahme um den Faktor 10 

= 1 bei = lOdbel 

Einheit Fermi 

1 F « 10 _13 cm 

Einheit Angström 

1A = 10“ s cm = 0,1 nm 

Einheit Hertz 

1 Hz = 1 Schwingung pro Sekunde = 1 s _1 

Wellenlänge eines Photons von 1 eV 

= 12 345 Ä = 1234,5 nm 

Einheit Watt 

1 W = 10 7 ergs _1 = 1 Js -1 

Einheit Coulomb 

1 C = 3 ■ 10 9 statcoulomb = c ■ 10 -1 statcoulomb 11 

Einheit Volt 

1 V = 3 ■ 10~ 2 statvolt = 10 8 ■ c“ 1 statvolt 11 

Einheit Ohm 

1 n = 9 _1 • 10 _11 statohm = 10 9 • c _2 statohm 11 

Flächenwiderstand des Vakuums für 
elektromagnetische Wellen 

= 4ir c _1 statohm = 377 fi 

Einheit Farad 

1 F = 9 ■ 10 11 statfarad = c 2 - 10 _9 statfarad 11 

Einheit Henry 

1 H = 9“ 1 ■ 10 -11 stathenry = 10 9 ■ c~ 2 stathenry 11 

^ Bei der Umrechnung von praktischen Einheiten in elektrostatische Einheiten wurde für die Lichtgeschwindigkeit der Näherungswert 

3,00 ■t0 lo cm/s verwendet. Überall dort, wo die Zahl 3 erscheint, kann man mit Hilfe des genaueren Wertes von c eine genauere Um¬ 

rechnung erzielen. Analog ist überall dort, wo eine 9 erscheint, der genauere Wert 2 r 99B 2 









Vorsätze zur 
Bezeichnung eines 
dezimalen Teiles 
oder eines 
Vielfachen von 
Einheiten 


cos x + cos y = [2 cos \ (x - y)J cos T { x + y} 
cos x - cos y = [-2 sin \ (x - y)] sin ' {x - y) 
sin x + sin y = [2 cos \ (x — y)] sin !x + y) 
sin x - sin y = [2 sin \ (x - y)j cos ~ (x + y) 
cos (x ± y) = cos x cos y + sin x sin y 
sin (x ± y} = sin x cosy ± sin y cos x 
cos 2x = cos 2 x — sin 2 x 
sin 2x = 2 sin x cos x 

_ i 


■ cos 2x) 


cos 2 x = -T (1 + cos 2x} 

sin 2 x = 1(1 

sin x = x — l x 3 + 
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Vorwort zum Berkeley Physik Kurs 


Dieser Kurs ist ein zweijähriger Physiklehrgang 
für Studenten mit naturwissenschaftlich-techni¬ 
schen Hauptfächern. Es war das Ziel der Autoren, 
die Physik so weit wie möglich aus der Sicht des 
Physikers darzustellen, der auf dem jeweiligen Ge¬ 
biet forschend arbeitet. Wir haben versucht, einen 
Kurs zu gestalten, der die Grundsätze der Physik 
klar und deutlich herausstellt. Insbesondere soll¬ 
ten die Studenten frühzeitig mit den Ideen der spe¬ 
ziellen Relativitätstheorie, der Quantenmechanik 
und statistischen Physik vertraut gemacht werden, 
dies aber so, daß alle Studenten mit den in der 
Sekundarstufe II erworbenen Physikkenntnissen 
angesprochen werden. Eine Vorlesung über Höhere 
Mathematik sollte gleichzeitig mit diesem Kurs 
gehört werden. 

In den letzten Jahren wurden in den USA ver¬ 
schiedene neue Physiklehrgänge für Colleges ge¬ 
plant und entwickelt. Angesichts der Neuentwick¬ 
lung in Naturwissenschaft und Technik und der 
steigenden Bedeutung der Wissenschaft im Primar¬ 
und Sekundarbereich der Schulen erkannten viele 
Physiker die Notwendigkeit neuer Physikkurse. 

Der Berkeley Physik Kurs wurde durch ein Ge¬ 
spräch zwischen Philip Morrison, der jetzt am 
Massachusetts Institute of Technology tätig ist, 
und C. Kittel Ende 1961 begründet. Wir wurden 
dann durch John Mays und seine Kollegen von der 
National Science Foundation und durch Walter 
C. Michels, dem damaligen Vorsitzenden der Com¬ 
mission on College Physics, unterstützt und ermu¬ 
tigt. Ein provisorisches Komitee unter dem Vorsitz 
von C. Kittel führte den Kurs durch das Anfangs¬ 
stadium. 

Ursprünglich gehörten dem Komitee Luis Alvarez, 
William B. Fretter, Charles Kittel, Walter D. Knight, 
Philip Morrison, Edward M. Pu reell, Malvin A. Ruder- 
man und Jerrold R. Zacharias an. Auf der ersten 
Sitzung im Mai 1962 in Berkeley entstand in gro¬ 
ben Zügen der Plan für einen völlig neuen Lehrgang 
in Physik. Wegen dringender anderweitiger Ver¬ 
pflichtungen einiger Komiteemitglieder war es nö¬ 
tig, das Komitee im Januar 1964 neu zu bilden; es 
besteht jetzt aus den Unterzeichnern dieses Vor¬ 
worts. Auf Beiträge von Autoren, die dem Komi¬ 
tee nicht angehören, nehmen die Vorworte zu den 
einzelnen Bänden Bezug. 


V 


Die von uns entwickelte Rohkonzeption und un¬ 
sere Begeisterung dafür hatten einen maßgeblichen 
Einfluß auf das Endprodukt. Diese Konzeption 
umfaßte die Themen und Lernziele, von denen wir 
glaubten, sie sollten und könnten allen Studenten 
naturwissenschaftlicher und technischer Studien¬ 
richtungen in den ersten Semestern vermittelt wer¬ 
den. Es war aber niemals unsere Absicht, einen 
Kurs zu entwickeln, der nur besonders begabte 
oder weit fortgeschrittene Studenten anspricht. 

Wir beabsichtigen, die Grundlagen der Physik aus 
einer unvorbelasteten Gesamtsicht darzustellen; 
Teile des Kurses werden daher vielleicht dem Do¬ 
zenten gleichermaßen neu erscheinen wie dem 
Studenten. 

Die fünf Bände des Berkeley Physik Kurses sind 

1. Mechanik ( Kittel, Knight, Ruderman) 

2. Elektrizität und Magnetismus ( Purcell) 

3. Schwingungen und Wellen ( Crawford) 

4. Quantenphysik (Wichmann) 

5. Statistische Physik (Reif) 

Bei der Erarbeitung des Manuskriptes war 
jedem Autor freigestellt, den für sein Thema geeig¬ 
neten Stil und die ihm passend erscheinenden 
Methoden zu wählen. 

In Vorbereitung zu dem vorliegenden Kurs stellte 
Alan M. Portis ein neues physikalisches Einführungs¬ 
praktikum zusammen, das nun unter der Bezeich¬ 
nung Berkeley Physics Laboratory (Berkeley Physik 
Praktikum) läuft. Da der Physik Kurs sich im we¬ 
sentlichen mit den Grundprinzipien der Physik be¬ 
faßt, werden manche Lehrer der Ansicht sein, er 
befasse sich nicht ausreichend mit experimenteller 
Physik; das Laborpraktikum ermöglicht jedoch 
die Durchführung eines reichhaltigen Programms 
an Experimenten, das das theoretisch-experimen¬ 
telle Gleichgewicht des gesamten Lehrgangs garan¬ 
tieren soll. 

Die Finanzierung des Kurses wurde von der 
National Science Foundation ermöglicht, beträcht¬ 
liche indirekte Unterstützung kam aber auch von 
der University of California. Die Geldmittel wur¬ 
den von Educational Services Incorporated (ESI), 
einer gemeinnützigen Organisation zur Curriculum¬ 
entwicklung, verwaltet. Im besonderen sind wir 
Gilbert Oakley, James Aid rieh und William Jones 
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Vorwort zum Berkeley Physik Kurs 


von ESI für ihre tatkräftige und verständnisvolle Un¬ 
terstützung verpflichtet. ESI hat eigens in Berkeley 
ein Büro eingerichtet, das unter der kompetenten 
Führung von Mrs. Minty R.Ma/oney steht und bei 
der Entwicklung des Lehrgangs und des Labor¬ 
praktikums eine große Hilfe ist. 

Zwischen der University of California und unse¬ 
rem Programm bestand keine offizielle Verbindung, 
doch ist uns von dieser Seite verschiedentlich wert¬ 
volle Hilfe gewährt worden. Dafür danken wir den 
Direktoren des Physik Departments, August C. 
Helmholz und Burton J. Moyer; den wissenschaft¬ 
lichen und nichtwissenschaftlichen Mitarbeitern 


des Departments; Donald Coney und vielen ande¬ 
ren von unserer Universität. Abraham Olshen half 
uns sehr bei der Bewältigung organisatorischer 
Probleme in der Anlaufzeit. 

Hinweise auf Fehler und Verbesserungsvor¬ 
schläge nehmen wir immer gern entgegen. 


Eugene D. Commins 
Frank S. Crawford, Jr. 
Walter D. Knight 
Philip Morrison 
Alan M. Portis 


Edward M. Purcell 
Frederick Reif 
Malvin A. Ruderman 
Eyvind H. Wichmann 
Charles Kittel, Vorsitzender 


Januar 1965 


Hinweis 

Die Bände 1,2 und 5 wurden in ihrer endgülti¬ 
gen Gestalt zwischen Januar 1965 und Juni 1967 
veröffentlicht. Während der Vorbereitung der 
Bände 3 und 4 zur Veröffentlichung wurden einige 
organisatorische Änderungen vorgenommen. 

Das Education Development Center trat die Nach¬ 
folge der Educational Services Incorporated als 
administrative Organisation an. Auch erfolgten 
im Ausschuß selbst einige Änderungen und die 
Zuständigkeitsbereiche wurden neu verteilt. Der 
Ausschuß ist jenen Kollegen besonders dankbar, 
die diesen Lehrgang im Unterricht erprobt haben 


und auf Grund ihrer Erfahrung mit Kritik und 
Verbesserungsvorschlägen das Vorhaben förderten. 


Frank S. Crawford, Jr. 
Charles Kittel 
Walter D. Knight 
Ai an M. Portis 
A. Carl Helmholz 
Edward M. Purcell 


Frederick Reif 
Malvin A. Ruderman 
Eyvind H. Wichmann 


J Vorsitzende 


Juni 1968 
Berkeley, California 



Vorwort zu Band 3 Schwingungen und Wellen 


VII 


Der vorliegende Band behandelt Schwingungen und 
Wellen, ein umfangreiches Gebiet. Jedermann kennt viele 
Naturerscheinungen, die mit Wellen verknüpft sind: Es 
gibt Wasser-, Schall-, Licht-, Radiowellen, seismische Wel¬ 
len, de Broglie-Wellen und noch andere. Ferner zeigt sich, 
wenn man die Regale physikalischer Bibliotheken durch¬ 
stöbert, daß das Studium eines kleinen Teilgebietes der 
Wellenphänomene ganze Bücher und Zeitschriftenjahr¬ 
gänge ausfüllt. Solche Spezialgebiete, wie etwa Ultraschall¬ 
wellen im Wasser , können sogar die gesamte Schaffens¬ 
kraft einzelner Wissenschaftler erfordern. 

Ein „Spezialist" auf einem dieser Teilgebiete unterhält 
sich erstaunlicherweise gewöhnlich recht leicht mit ande¬ 
ren Fachspezialisten, die auf anderen, scheinbar völlig ver¬ 
schiedenen Gebieten arbeiten. Zuerst muß er ihre Fach¬ 
sprache, die Maßeinheiten und die in ihrem Gebiete wich¬ 
tigen Zahlen lernen — er muß beispielsweise wissen was 
ein Hertz ist. Doch wenn er erst einmal sein Interesse er¬ 
wachen fühlt, so kann er tatsächlich sehr rasch ein „Spezi¬ 
alist" auf dem neuen Gebiet werden. Dies ist deshalb mög¬ 
lich, weil die Physiker eine gemeinsame Sprache verwen¬ 
den. Der Grund dafür liegt in der bemerkenswerten Tat¬ 
sache, daß sich viele völlig unterschiedliche und scheinbar 
nicht zusammenhängende physikalische Erscheinungen 
durch gemeinsame Begriffe beschreiben lassen. So sind 
mit dem Wort Welle viele solcher gemeinsamen Begriffe 
verknüpft. 

Das Hauptanliegen dieses Bandes ist es, das Verständnis 
grundlegender Begriffe der Wellenlehre und ihres wechsel¬ 
seitigen Zusammenhanges zu vermitteln. Daher ist das Buch 
nach diesen Begriffen gegliedert und nicht nach beobacht¬ 
baren Naturerscheinungen wie Schall, Licht usw. 

Zusätzlich soll der Leser Vertrautheit mit vielen interes¬ 
santen und wichtigen Beispielen von Wellen gewinnen und 
so lernen, die allgemeinen und vielseitig verwendbaren 
Begriffe in konkreten Fällen anzuwenden. Daher wird 
jeder dieser Begriffe sofort nach seiner Einführung durch 
Anwendungen auf viele verschiedene physikalische Systeme, 
wie Saiten, Spiralfedern, Fernleitungen, Kartonröhren, 
Lichtstrahlen usw., erläutert. Im Gegensatz dazu könnte 
man zuerst die zu verwendenden Begriffe an einem ein¬ 
fachen Beispiel — z.B. der gespannten Saite — entwickeln 
und dann erst andere interessante physikalische Systeme 
betrachten. 

Durch die Wahl erläuternder Beispiele, die untereinan¬ 
der geometrische „Ähnlichkeit" aufweisen, hoffe ich, den 
Studenten zur Suche nach Ähnlichkeiten und Analogien 
zwischen verschiedenen Wellenerscheinungen zu ermutigen. 


Ebenso hoffe ich, ihn dadurch in die Lage zu versetzen, 
solche Analogien bei der Konfrontation mit neuen Erschei¬ 
nungen durch „Raten" auch anzuwenden. Analogiebildun¬ 
gen enthalten bekannterweise Gefahren und Fallen, doch 
die gibt es überall. Die Vermutung, Lichtwellen könnten 
„so etwas" wie mechanische Wellen in irgendeinem „Äther" 
sein, war sehr fruchtbar. Sie leitete Maxwell bei dem Ver¬ 
such, seine berühmten Gleichungen aufzustellen. Auch 
lieferte sie interessante Voraussagen. Die Experimente 
— insbesondere die von Michelson und Mor/ey — deuteten 
jedoch darauf hin, daß dieses mechanische Modell nicht 
ganz zutreffend sein konnte. Daraufhin zeigte Einstein, 
wie man zwar das Modell aufgeben, die Maxwellschen 
Gleichungen aber beibehalten sollte. Einstein zog es vor, 
die Gleichungen direkt zu erraten, was man als „reines" 
Raten bezeichnen könnte. Heutzutage lassen sich die 
meisten Physiker beim Aufstellen von Gleichungen zwar 
noch immer durch Analogien und Modelle leiten, doch 
veröffentlichen sie gewöhnlich nur die Gleichungen selbst. 

Die Heimversuche bilden einen wichtigen Bestandteil 
dieses Bandes. Sie vermitteln nämlich Vergnügen — und 
Einsicht — in einer Art, wie sie die üblichen Vorlesungs¬ 
demonstrationen und Praktikumsversuche nicht geben 
können, so wichtig diese auch sind. Alle Heimversuche 
sind „Küchenphysik" und erfordern nur wenig oder über¬ 
haupt keine besondere Ausrüstung. Eine optische Aus¬ 
rüstung wird mitgeliefert; Stimmgabeln, Spiralfedern und 
Kartonröhren gehören zwar nicht dazu, doch sind diese 
Dinge preiswert und stellen daher nichts „Besonderes" 
dar. Die Versuche sind wirklich für die Durchführung 
daheim gedacht, nicht fürs Laboratorium. Manche von 
ihnen wären vielleicht besser als Demonstrationen statt 
als Heimversuche zu bezeichnen. 

Jeder der im Text besprochenen Hauptbegriffe wird 
durch mindestens einen Heimversuch veranschaulicht. Die 
Heimversuche dienen aber nicht nur diesem Zweck, son¬ 
dern sie geben dem Studenten auch die Möglichkeit, enge 
persönliche „Beziehungen" zu den Erscheinungen zu ge¬ 
winnen. Gerade weil es sich um Heimversuche handelt, ist 
diese Beziehung eng und ungezwungen. Das ist wichtig. 

Da gibt es nämlich keinen Praktikumspartner, der etwa 
den Ball nimmt und mit ihm fortläuft, während Sie noch 
die Spielregeln lesen, oder der auf dem Ball sitzt, wenn 
Sie diesen aufnehmen wollen. Da ist auch kein Demon¬ 
strator, der Ihnen die Bedeutung seiner Demonstrationen 
erklärt, während Sie in Wirklichkeit Ihre Demonstrationen 
durchführen müßten — mit Ihren eigenen Händen, mit 
Ihrem eigenen Tempo und so oft Sie es wünschen. 
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Der Heimversuch hat eine weitere wichtige Eigenschaft: 
Wenn einem um 22 Uhr plötzlich einfällt, daß man einen 
letzte Woche durchgeführten Versuch falsch verstanden 
hat, so kann man die Anordnung um 22.15 Uhr schon 
wieder aufgebaut haben und den Versuch wiederholen. 

Das ist wichtig. Schließlich geht es beim richtigen experi¬ 
mentellen Arbeiten kaum auf Anhieb „glatt“! Die nach¬ 
träglichen Einfälle sind eines jener Geheimnisse, die zum 
Erfolg führen — es gibt aber noch andere. Nichts ist beim 
Lernen ärgerlicher und störender, als wenn man einen 
nachträglichen Einfall zu einem Versuch nicht ausführen 
kann, weil „die Anordnung schon abgebaut ist“, weil 
„es schon nach 5 Uhr nachmittags ist“ oder weil irgend¬ 
ein anderer dummer Grund vorliegt. 

Schließlich hoffe ich, durch die Heimversuche das zu 
pflegen, was ich als „Wertschätzung der Naturerscheinun¬ 
gen“ bezeichnen könnte. Ich möchte den Studenten so 
weit bringen, daß er mit seinen eigenen Händen eine An¬ 
ordnung herstellt, die seine Augen, seine Ohren und seinen 
Geist zugleich überrascht und erfreut. 

Steine mit klaren Farben 
zittern im Bachbett. . . 
oder es ist das Wasser 

Soseki 

Band 3 wurde in seinen provisorischen Fassungen in 
mehreren Vorlesungszyklen an der Universität Berkeley 
verwendet. Wertvolle Kritiken und Kommentare zu den 
provisorischen Ausgaben kamen von Studenten der Univer¬ 
sität Berkeley, von den Professoren der Universität Berkeley 
L. A/varez, S. Parker, A. Portis und besonders C. Kittel, 
von J. D. Gavenda und seinen Studenten an der University 
of Texas sowie von W. Walker und seinen Studenten an 
der University of California in Santa Barbara. Äußerst 
nützliche spezielle Kritik lieferte S. Pasternack bei seiner 
aufmerksamen Durchsicht der provisorischen Ausgabe. 

Von besonderer Hilfe und von besonderem Einfluß war 
die detaillierte Kritik von W. Walker, der die vorletzte 
Fassung durchsah. 


Luis A/varez steuerte auch sein erstes veröffentlichtes 
Experiment bei: „A Simplified Method for Determination 
of the Wavelength of Light“ („Eine vereinfachte Methode 
für die Bestimmung der Wellenlänge von Licht“), School 
Science and Mathematics 32, 89 (1932). Dieses Experi¬ 
ment bildet die Grundlage für Übung und Heimversuch 10 
in Kapitel 9. 

Besonders dankbar bin ich Joseph Doyle, der das 
gesamte endgültige Manuskript durchsah. Seine wohl¬ 
überlegten Kritiken und Anregungen führten zu vielen 
wichtigen Verbesserungen. Er machte mich auch mit dem 
japanischen Haiku bekannt, mit dem das eigentliche Vor¬ 
wort endete. Er und ein anderer Doktorand, Robert Fisher, 
lieferten viele gute Ideen für Heimversuche. Meine Tochter 
Sarah (4 j Jahre) und mein Sohn Matthew (2 2 * Jahre) 
steuerten nicht nur ihre Spiralfedern bei, sondern sie 
demonstrierten auch, daß bei Systemen völlig ungeahnte 
Freiheitsgrade auftreten können. Meine Frau Bevalyn 
stellte ihre Küche und noch vieles andere zur Verfügung. 

Die Herausgabe der provisorischen Fassungen wurde 
von Frau Mary R. Maloney geleitet. Frau Lila Lowell 
leitete die letzte provisorische Ausgabe und tippte den 
größten Teil des endgültigen Manuskripts. Die endgültige 
Form der Illustrationen stammt von Felix Cooper. 

Ich anerkenne dankbar die Beiträge anderer, doch die 
letzte Verantwortung für das Manuskript trage ich selbst. 
Alle Berichtigungen, Beschwerden, Komplimente, Ände¬ 
rungsvorschläge und Ideen für Heimversuche werden mir 
willkommen sein. Sie können mir unter der Adresse 
Physics Department, University of California, Berkeley, 
California, 94720 zugesandt werden. In der Ausgabe, in 
der dieser Versuch neu aufgenommen wird, wird der Name 
dessen stehen, der ihn beigesteuert hat, auch wenn der 
betreffende Versuch zuerst von Lord Rayleigh oder sonst 
jemandem durchgeführt wurde. 

F. S. Crawford, Jr. 
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Aufbau des Lehrbuches 

Laufende Wellen sprechen das ästhetische Gefühl stark 
an, so daß es verlockend wäre, mit ihnen zu beginnen. Aber 
trotz ihrer Ästhetik und mathematischen Schönheit sind 
Wellen vom physikalischen Standpunkt aus recht kompli¬ 
ziert, da bei ihnen Wechselwirkungen zwischen sehr vielen 
Teilchen auftreten. Und da ich nicht die Mathematik, son¬ 
dern die physikalischen Systeme in den Vordergrund stel¬ 
len will, beginne ich nicht mit der einfachsten Welle, son¬ 
dern mit dem einfachsten physikalischen System. 

Kapitel 1 (Freie Schwingungen einfacher Systeme). Zu¬ 
erst behandeln wir die freien Schwingungen eines eindimen¬ 
sionalen harmonischen Oszillators. Dabei untersuchen wir 
die physikalischen Aspekte von Trägheit und rücktreiben¬ 
der Kraft, die physikalische Bedeutung von co 2 sowie die 
Tatsache, daß die Schwingungsamplitude bei einem realen 
System nicht zu groß sein darf, damit die Bewegung har¬ 
monisch bleibt. Sodann betrachten wir die freien Schwin¬ 
gungen zweier gekoppelter Oszillatoren und führen den 
Begriff der Eigenschwingung ein. Wir lassen deutlich wer¬ 
den, daß sich eine Eigenschwingung wie ein einziger „aus¬ 
gedehnter“ harmonischer Oszillator verhält, da alle Teile 
mit derselben Frequenz und mit derselben Phase schwingen. 
Ferner unterstreichen wir, daß co 2 für eine Eigenschwin¬ 
gung dieselbe physikalische Bedeutung hat wie für einen 
eindimensionalen Oszillator. 

Was man aus/assen kann : Im gesamten Buch erscheinen 
einige physikalische Systeme immer wieder. Der Dozent 
sollte nicht auf alle eingehen, der Leser sie nicht alle stu¬ 
dieren. Die Beispiele 2 und 8 behandeln longitudinale 
Schwingungen von Massen und Federn — Beispiel 2 für 
einen Freiheitsgrad, Beispiel 8 für zwei Freiheitsgrade. In 
späteren Kapiteln wird dieses System auf viele Freiheits¬ 
grade sowie auf kontinuierliche Systeme (longitudinale 
Schwingungen auf Gummischnur und Spiralfeder) erwei¬ 
tert. Auch dient es als Modell zur Erleichterung des Ver¬ 
ständnisses von Schallwellen. Ein Dozent, der den Schall 
nicht erörtern will, möchte vielleicht auch von Anfang an 
auf alle longitudinalen Schwingungen verzichten. Ähnlich 
befassen sich die Beispiele 4 und 10 mit LC-Kreisen von 
einem Freiheitsgrad bzw. von zwei Freiheitsgraden. In spä¬ 
teren Kapiteln werden sie auf LC-Ketten und schließlich 
auf kontinuierliche Fernleitungen erweitert. Daher sollte 
ein Dozent, der elektromagnetische Wellen in Fernleitun¬ 
gen nicht bringen will, von Anfang an alle Beispiele mit 
LC-Kreisen übergehen. Er kann dies tun, ohne auf eine 
gründliche Behandlung der elektromagnetischen Wellen 
verzichten zu müssen, die in Kapitel 7 mit den Maxwell- 
schen Gleichungen beginnen. Lassen Sie aber die transver¬ 
salen Schwingungen (Beispiele 3 und 9) nicht aus! 


Heimversuche : Wir empfehlen Heimversuch 24 
(Schwappende Schwingung in einer Wasserschüssel) und 
die zum selben Thema gehörige Übung 25 (Seiches), um 
den Studenten zum eigenen Experimentieren anzuregen. 
Heimversuch 8 (Gekoppelte Suppendosen) ist eine gute 
Vorlesungsdemonstration. Sicher werden Sie schon ein ent¬ 
sprechendes Demonstrationsgerät (gekoppelte Pendel) ha¬ 
ben. Dennoch empfehle ich Spiralfedern und Suppendosen 
wegen ihrer Augenfälligkeit auch für Vorlesungsdemon¬ 
strationen, denn dadurch werden vielleicht die Hörer zur 
Anschaffung solcher Dinge und damit zum Experimentie¬ 
ren angeregt. 

Kapitel 2 (Freie Schwingungen von Systemen mit vielen 
Freiheitsgraden). Wir gehen nun von zwei Freiheitsgraden 
auf eine große Anzahl von Freiheitsgraden über und er¬ 
mitteln die transversalen Eigenschwingungen — die stehen¬ 
den Wellen — einer kontinuierlichen Saite. Wir definieren k 
und führen den Begriff der Dispersionsrelation ein, die co 
als Funktion von k liefert. Wir verwenden die Eigenschwin¬ 
gungen der Saite dazu, in Abschnitt 2.3 die Fourieranalyse 
periodischer Funktionen einzuführen. Die exakte Disper¬ 
sionsrelation für Massenpunktketten wird in Abschnitt 2.4 
angegeben. 

Was man aus/assen kann. Abschnitt 2.3 (Allgemeine 
Bewegung einer kontinuierlichen Saite und Fourieranalyse) 
muß nicht unbedingt behandelt werden, besonders dann 
nicht, wenn die Studenten schon die Grundlagen der Fou¬ 
rieranalyse beherrschen. Beispiel 5 (Abschnitt 2.4) behan¬ 
delt in einer Linie angeordnete gekoppelte Pendel, das ein¬ 
fachste System mit einer unteren Grenzfrequenz. Dieses 
System wird später bei der Erklärung anderer Systeme mit 
einer unteren Grenzfrequenz benutzt. Beabsichtigt ein 
Dozent nicht, zu einem späteren Zeitpunkt unterhalb der 
Grenzfrequenz erregte Systeme zu behandeln (Wellenleiter, 
Ionosphäre, Totalreflexion von Licht in Glas, Durchdrin¬ 
gung eines Potentialwalls durch de Broglie-Wellen, Hoch¬ 
paßfilter usw.), so kann er Beispiel 5 übergehen. 

Kapitel 3 (Erzwungene Schwingungen). Die Kapitel 1 
und 2 begannen mit freien Schwingungen eines harmoni¬ 
schen Oszillators und endeten mit reinen stehenden Wellen 
abgeschlossener Systeme. In den Kapiteln 3 und 4 betrach¬ 
ten wir erzwungene Schwingungen — zuerst in abgeschlos¬ 
senen Systemen (Kapitel 3), bei denen wir „Resonanzen“ 
finden, sodann in unbegrenzten Systemen (Kapitel 4), bei 
denen wir auf laufende Wellen eingehen. In Abschnitt 3.2 
beschreiben wir den gedämpften erregten eindimensionalen 
Oszillator und untersuchen sein Verhalten sowohl im Ein¬ 
schwingvorgang als auch im stationären Zustand. Dann 
gehen wir auf zwei oder mehr Freiheitsgrade über und 



X 


Hinweise für Dozenten 


entdecken, daß jeder freien Eigenschwingung eine Resonanz 
entspricht. Wir betrachten auch abgeschlossene Systeme, 
die unterhalb ihrer niedrigsten oder oberhalb ihrer höch¬ 
sten Eigenfrequenz erregt werden, und stoßen auf Expo- 
nentialwellen sowie das Filterverhalten. 

Was man aus/assen kann : Der Einschwingvorgang (in 
Abschnitt 3.2) kann übergangen werden. Vielleicht möch¬ 
ten manche Dozenten auch alles über Systeme, die unter¬ 
halb der Grenzfrequenz erregt werden, auslassen. 

Heimversuche\ Für die Heimversuche 8 (Erzwungene 
Schwingung eines Systems aus zwei gekoppelten Suppen¬ 
dosen) und 16 (Mechanisches Bandpaßfilter) ist der Platten¬ 
teller eines Plattenspielers erforderlich. Diese Versuche sind 
ausgezeichnete Vorlesungsdemonstrationen, insbesondere 
die der Exponentialwellen von Systemen, die jenseits der 
Grenzfrequenzen erregt werden. 

Kapitel 4 (Laufende Wellen). Hier führen wir laufende 
Wellen ein, die durch erzwungene Schwingungen eines un¬ 
begrenzten Systems entstehen (im Gegensatz zu den in 
Kapitel 3 gefundenen stehenden Wellen, die aus erzwun¬ 
genen Schwingungen eines abgeschlossenen Systems resul¬ 
tieren). Der Rest von Kapitel 4 ist dem Studium der Pha¬ 
sengeschwindigkeit (einschließlich der Dispersion) und des 
bei laufenden Wellen auftretenden Wellenwiderstandes 
gewidmet. Wir stellen die beiden „Grundbegriffe bei lau¬ 
fenden Wellen", Phasengeschwindigkeit und Wellenwider¬ 
stand, den „Grundgrößen bei stehenden Wellen", Träg¬ 
heit und rücktreibender Kraft, gegenüber. Ferner arbeiten 
wir den grundlegenden Unterschied zwischen den Phasen¬ 
beziehungen stehender Wellen und jenen laufender Wellen 
heraus. 

Heimversuche'. Wir empfehlen Heimversuch 12 (Wasser¬ 
prisma), den ersten Versuch mit der optischen Ausrüstung. 
Dabei findet das purpurne Filter Verwendung, das Rot 
und Blau durchläßt, Grün jedoch unterdrückt. Ferner 
empfehlen wir nachdrücklich Heimversuch 18 (Messung 
der Solarkonstanten an der Erdoberfläche), bei dem unsere 
Augen als Nachweisgerät verwendet werden. 

Kapitel 5 (Reflexion). Mit Abschluß des Kapitels 4 haben 
wir sowohl stehende als auch laufende (eindimensionale) 
Wellen zur Verfügung. In Kapitel 5 betrachten wir allge¬ 
meine Überlagerungen stehender und laufender Wellen. 

Bei der Herleitung der Reflexionskoeffizienten stellen wir 
nicht die Randbedingungen in den Vordergrund, sondern 
wir wenden das Superpositionsprinzip auf sehr „physika¬ 
lische" Weise an. (Die Randbedingungen werden in den 
Aufgaben hervorgehoben.) 


Was man aus/assen kann: Es treten viele Beispiele auf, 
darunter Schall, Fernleitungen und Licht. Gehen Sie nicht 
auf alle ein! Kapitel 5 stellt im wesentlichen die „Anwen¬ 
dung" all dessen dar, was wir in den Kapiteln 1 bis 4 ge¬ 
lernt haben. Man kann beliebige Teile oder sogar das ge¬ 
samte Kapitel auslassen. 

Heimversuche'. Jeder Leser sollte Heimversuch 3 
(Kurzzeitige stehende Wellen auf einer Spiralfeder) durch¬ 
führen. Die Heimversuche 17 (Ist Ihr Gehörapparat phasen¬ 
empfindlich? ) und 18 (Messung der Phasenbeziehungen 
an den beiden offenen Enden eines Schlauchs) sind beson¬ 
ders interessant. 

Kapitel 6 (Modulationen, Impulse und Wellenpakete). In 

den Kapiteln 1 bis 5 arbeiten wir hauptsächlich mit einer 
einzigen Kreisfrequenz co (außer bei der Fourieranalyse in 
Abschnitt 2.3). In Kapitel 6 untersuchen wir nun Über¬ 
lagerungen mit vielen Frequenzen. Durch solche Überlage¬ 
rungen bilden wir Wellenpakete und erweitern die Fourier¬ 
analyse, die wir in Kapitel 2 für periodische Funktionen 
entwickelt haben, auf die Behandlung aperiodischer Funk¬ 
tionen. 

Was man aus/assen kann : Der größte Teil der physika¬ 
lischen Überlegungen steckt in den ersten drei Abschnitten. 
Hat ein Dozent die Fourieranalyse in Abschnitt 2.3 nicht 
behandelt, so wird er zweifellos auch die Abschnitte 6.4 
und 6.5 auslassen wollen, in denen Fourierintegrale ein¬ 
geführt und angewendet werden. 

Heimversuche: Keiner glaubt an die Gruppengeschwin¬ 
digkeit, bevor er nicht Wasserwellenpakete beobachtet hat 
(siehe Heimversuch 11). Auch sollte jeder die Heimversuche 
12 (Wellenpakete in Seichtwasser — Flutwellen) und 13 
(Triller und Bandbreite) durchführen. 

Übungen : Frequenz- und Phasenmodulation werden 
nicht im Text, sondern in den Aufgaben besprochen. Das¬ 
selbe gilt für so interessante neuere Techniken wie die 
Phasenkopplung der Eigenschwingungen eines Lasers 
(Übung 23), die Mehrfach- oder Multiplex-Übertragung 
(Übung 32), sowie die Interferometrische Multiplex- 
Fourier-Spektroskopie (Übung 33). 

Kapitel 7 (Zwei- und dreidimensionale Wellen). In den 
Kapiteln 1 bis 6 treten nur eindimensionale Wellen auf. In 
Kapitel 7 gehen wir zum zwei- und dreidimensionalen Fall 
über. Der Wellenvektor k wird eingeführt. Ausgehend von 
den Maxwellschen Gleichungen untersuchen wir elektro¬ 
magnetische Wellen. (In früheren Kapiteln gibt es viele 
Beispiele für elektromagnetische Wellen in Fernleitungen, 
bei deren Behandlung wir vom LC-Kreis ausgingen.) Ferner 
gehen wir auf Wasserwellen ein. 



Hinweise für Dozenten 


XI 


Was man auslassen kann : Abschnitt 7.3 (Wasserwellen) 
kann übergangen werden, doch empfehlen wir die Aus¬ 
führung der Heimversuche über Wasserwellen, gleichgültig 
ob Abschnitt 7.3 durchgenommen wird oder nicht. Will 
ein Dozent hauptsächlich auf Optik eingehen, so könnte 
er in seiner Vorlesung bei Abschnitt 7.4 (Elektromagneti¬ 
sche Wellen) beginnen und sie dann entsprechend fort¬ 
setzen. 

Kapitel 8 (Polarisation). Dieses Kapitel untersucht elektro¬ 
magnetische Wellen und Wellen auf Spiralfedern. Dabei 
wird die physikalische Beziehung zwischen unvollständiger 
oder teilweiser Polarisation und Kohärenz hervorgehoben. 

Heimversuche : Jeder Leser sollte zumindest die Heim¬ 
versuche 12, 14, 16 und 18 durchführen. Für Heimversuch 
14 benötigt man eine Spiralfeder, für die anderen die op¬ 
tische Ausrüstung. 

Kapitel 9 (Interferenz und Beugung). Hier betrachten wir 
Überlagerungen von Wellen, die von der Quelle zum Nach¬ 
weisgerät unterschiedliche Wege zurückgelegt haben. Die 
physikalische Bedeutung der Kohärenz wird herausgearbei¬ 
tet. Die geometrische Optik wird als Wellenphänomen 
behandelt, nämlich als das Verhalten eines Strahls mit 
beschränkter Beugung, der auf verschiedene reflektie¬ 
rende und brechende Oberflächen auftrifft. 

Heimversuche : Jeder Leser sollte von den vielen Heim¬ 
versuchen über Interferenz, Beugung, Kohärenz und geo¬ 
metrische Optik mindestens je einen durchführen. Auch 
empfehlen wir nachdrücklich Heimversuch 50 (Quadrupol¬ 
strahlung einer Stimmgabel). 

Übungen '. Einige Themen werden in den Aufgaben 
gebracht: Stellarinterferometer einschließlich der vor kur¬ 
zem entwickelten Interferometer mit langer Basislinie 
(Übung 57). Die Analogie zwischen dem Phasenkontrast¬ 
mikroskop und der Umwandlung von amplitudenmodulier¬ 
ten Radiowellen wird in Übung 59 diskutiert. 


Heimversuche 

Allgemeine Bemerkungen. Pro Woche sollte mindestens 
ein Heimversuch aufgegeben werden. Zu Ihrer Unterstüt¬ 
zung zählen wir hier alle Versuche mit Wasserwellen, Wellen 
auf Spiralfedern und Schallwellen auf. Weiter unten be¬ 
schreiben wir auch die optische Ausrüstung. 

Wasserwellen. Sie werden in Kapitel 7 diskutiert; zu¬ 
sätzlich stellen sie ein immer wiederkehrendes Thema dar, 
das in den folgenden Heimversuchen behandelt wird (die 
erste Ziffer gibt jeweils das Kapitel an): 


1.24. Schwappende Schwingung in einer Wasserschüssel 

1.25. Seiches 

2.31. Sägezahnförmige stehende Seichtwasserwellen 

2.33. Kapillarwellen 

3.33. Sägezahnförmige stehende Seichtwasserwellen 

3.34. Zweidimensionale rechteckige stehende Ober¬ 
flächenwellen in Wasser 

3.35. Stehende Wellen in Wasser 

6.11. Wellenpakete im Wasser 

6.12. Wellenpakete im Seichtwasser — Flutwellen 

6.19. Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten von 

Tiefwasserwellen 

6.25. Resonanz bei Flutwellen 

7.11. Dispersionsrelation für Wasserwellen 

9.29. Beugung von Wasserwellen 

Schraubenfedern. Jeder Student sollte eine Schrauben¬ 
feder besitzen, die in jedem Spielwarengeschäft erhältlich 
ist. Vier der folgenden Versuche erfordern den Plattenteller 
eines Plattenspielers und gehen daher über den finanziellen 
Rahmen der „Küchenphysik" hinaus. Viele Studenten sind 
aber bereits im Besitz eines Plattenspielers. (Die Versuche 
mit dem Plattenspieler ergeben gute Vorlesungs¬ 
demonstrationen.) 

1.8. Gekoppelte Konservendosen 

2.1. Abhängigkeit der Frequenz einer Spiralfeder von 
der Länge 

2.2. Schraubenfeder als kontinuierliches System 

2.4. „Klangfarbe" einer Spiralfeder 

3.7. Resonanz einer gedämpften Spiralfeder (Platten¬ 
teller erforderlich) 

3.8. Erzwungene Schwingungen eines Systems aus 
zwei gekoppelten Suppendosen (Plattenteller 
erforderlich) 

3.16. Mechanisches Bandpaßfilter (Plattenteller 

erforderlich) 

3.23. Exponentielles Eindringen in den reaktiven Bereich 
(Plattenteller erforderlich) 

4.4. Phasengeschwindigkeit von Wellen auf einer 
Spiralfeder 

5.3. Kurzzeitige stehende Wellen auf einer Spiralfeder 

8.14. Polarisation einer Feder 

Schall. Bei vielen Heimversuchen über Schall benötigt 
man zwei gleichartige Stimmgabeln, vorzugsweise C523.3 
oder A440. Die billigste Art, die vollkommen ausreicht, ist 
in Musikalienhandlungen erhältlich. Kartonröhren erhält 
man in Papiergeschäften oder Geschäften für Künstler¬ 
bedarf. Die folgenden Versuche befassen sich mit Schall: 

1.4. Messung von Schwingungsfrequenzen 

1.7. Gekoppelte Sägeblätter 
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1.12. Schwebungen von zwei Stimmgabeln 

1.13. Nichtlinearitäten in Ihrem Ohr — Summationstöne 

1.18. Schwebungen zwischen schwach gekoppelten ver¬ 

schiedenartigen Gitarresaiten 

2.4. „Klangfarbe" einer Spiralfeder 

2.5. Klavier als Fourieranalysator — Unempfindlichkeit 
des Ohrs für die Phase 

2.6. Obertöne des Klaviers — wohltemperierte Stim¬ 
mung 

3.27. Halbwertsbreite einer Kartonröhre 

4.6. Schallgeschwindigkeitsmessungen mit Wellen¬ 
paketen 

4.15. Whiskyflasche als Resonator (Helmholtz-Resonator) 

4.16. Schallgeschwindigkeit in Luft, Helium und Erdgas 

4.26. Schall widerstand 

5.15. Röhre mit offenen Enden — effektive Länge für 
stehende Wellen 

5.16. Resonanz in Kartonröhren 

5.17. Ist Ihr Gehörapparat (Trommelfell, Nerven, 

Gehirn) phasenempfindlich? 

5.18. Messung der Phasenbeziehungen an den beiden 
offenen Enden eines Schlauchs 

5.19. Obertöne der Stimmgabel 

5.31. Resonanzen in Spielzeugballons 

6.13. Triller und Bandbreite 

9.50. Strahlungsmuster einer Stimmgabel — Quadrupol¬ 

strahlung 

Optische Ausrüstung 

Bestandteile: Vier Linearpolarisatoren, ein Zirkular¬ 
polarisator, ein A/4-Plättchen, ein A/2-Plättchen, ein Beu¬ 
gungsgitter und vier Farbfilter (rot, grün, blau und purpur). 
Diese Bestandteile werden im Text beschrieben (Linear¬ 
polarisator S. 235; Zirkularpolarisator S. 249; A/4-und 
A/2-Plättchen S. 250; Beugungsgitter S. 285). Für manche 
Versuche benötigt man auch Mikroskopgläser, eine Soffit¬ 
tenlampe als linienförmige Lichtquelle oder eine kleine 
Glühlampe als punktförmige Lichtquelle (beschrieben in 
Heimversuch 4.12). Mit Ausnahme von Heimversuch 4.12 
kommen alle Versuche, bei denen die optische Ausrüstung 
Verwendung findet, in den Kapiteln 8 und 9 vor. Sie sind 
zu zahlreich, um hier aufgezählt zu werden. 

Heimversuch : Der erste Versuch, den der Leser mit der 
optischen Ausrüstung ausführt, sollte die Identifizierung 
aller Bestandteile sein. (Diese sind auf der Papiertasche auf¬ 
gezählt, die an der Innenseite des hinteren Umschlags auf¬ 
geklebt ist.) Kennzeichnen Sie die Bestandteile auf irgend¬ 
eine Weise, um sie später auseinanderhalten zu können. 
Runden Sie z.B. die vier Ecken des Zirkularpolarisators 
mittels einer Schere leicht ab und kratzen Sie nahe einer 


Kante das Wort „EIN" in die Eintrittsfläche oder kleben 
Sie auf diese ein Stück Klebeband. Zwicken Sie beim A/4- 
Plättchen eine Ecke, beim A/2-Plättchen zwei Ecken ab. 
Kratzen Sie in die Linearpolarisatoren je eine Linie in der 
bevorzugten Durchlaßrichtung ein. (Diese Richtung ist 
einer der Kanten des betreffenden Polarisators parallel.) 

Wir sollten bemerken, daß das A/4-Plättchen für sicht¬ 
bares Licht fast unabhängig von der Wellenlänge einen op¬ 
tischen Wegunterschied (eine räumliche Verzögerung) von 
1400 Ä ± 200 Ä (140 nm ± 20 nm) liefert. Daher ist jene 
Wellenlänge, bei der es tatsächlich als A/4-Plättchen wirkt, 
gleich 5600 Ä ± 800 Ä (560 nm ± 80 nm). Die ± 200 Ä 
(± 20 nm) sind die vom Hersteller angegebenen Toleranz¬ 
grenzen. Bewirkt ein Einzelstück einer bestimmten Pro¬ 
duktionsserie eine Verzögerung von 1400 Ä (140 nm), so 
ist es für Grün (5600 Ä = 560 nm) ein A/4-Plättchen, für 
größere Wellenlängen (Rot) verzögert es jedoch um weniger, 
für kleinere (Blau) um mehr als eine Viertelwellenlänge. 

Ein Stück aus einer anderen Produktionsserie, das etwa die 
Verzögerung 1400 Ä + 200 Ä = 1600 Ä (160 nm) bewirkt, 
stellt nur für Rot (6400 Ä = 640 nm) ein A/4-Plättchen dar. 
Wieder ein anderes, das um 1400 Ä - 200 Ä verzögert, ist 
nur für Blau (4800 Ä = 480 nm) ein A/4-Plättchen. Ähnliches 
gilt für den Zirkularpolarisator, da dieser ein „Sandwich" 
aus einem A/4-Plättchen und einem um 45° versetzten 
Linearpolarisator darstellt und das Plättchen eine Verzöge¬ 
rung von 1400 Ä ± 200 Ä (140 nm ± 20 nm) bewirkt. Auf 
diese Weise können bei der Verwendung weißen Lichts 
etwas verwirrende Farbeffekte auftreten. Der Leser muß 
gewarnt werden: Bei jedem Versuch, bei dem er Aus¬ 
löschung und daher „Schwarz" erwartet, wird immer ein 
gewisses „nicht ausgelöschtes" Licht der „falschen" Farbe 
auftreten. Z.B. war ich bei der Abfassung von Heimversuch 
8.12 naiv. In den Sätzen „Sehen Sie das dunkle Band im 
Grün? Das ist die Farbe bei der Wellenlänge 5600 Ä!" 
sollten Sie vielleicht alles durchstreichen, was hinter dem 
Wort „Band" kommt. 

Verwendung komplexer Zahlen 

Komplexe Zahlen vereinfachen die Rechnung, wenn 
sinusförmige Schwingungen oder Wellen zu überlagern sind. 
Sie können aber auch die physikalische Deutung erschwe¬ 
ren. Daher habe ich sie, besonders im ersten Teil des Buches, 
vermieden. Alle trigonometrischen Identitäten, die man 
benötigt, sind neben der zweiten Umschlagseite zu finden. 

In Kapitel 6 verwende ich die komplexe Darstellung mittels 
exp icot, um die wohlbekannte graphische Methode des 
„Zeigerdiagramms" zur Überlagerung von Schwingungen 
benutzen zu können. In Kapitel 9 (Polarisation) benutze 
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ich weitgehend komplexe Größen. In Kapitel 9 (Inter¬ 
ferenz und Beugung) verwende ich komplexe Größen nur 
selten, obwohl sie manchmal die Rechnung erleichtern 
würden. Manche Dozenten wollen vielleicht — besonders 
in Kapitel 9 — viel öfter komplexe Zahlen einsetzen, als 
ich dies tue. In den Abschnitten über Fourierreihen (Ab¬ 
schnitt 2.3) und Fourierintegrale (Abschnitte 6.4 und 6.5) 
benutze ich keine komplexen Größen. (Insbesondere wollte 
ich Fourierintegrale mit „negativen Frequenzen“ vermei¬ 
den!) 


Hinweis zum Internationalen Einheitensystem 1 * 


Die meisten elektrotechnischen und viele Physiklehr¬ 
bücher verwenden heute das rational eingeführte MKSA- 
System, auch Internationales Einheitensystem Sl 2 * genannt. 
Die mechanischen Einheiten dieses Systems sind von den 
Basiseinheiten Meter, Kilogramm und Sekunde abgeleitet. 
Die Krafteinheit des Sl-Systems ist das Newton (N), defi¬ 
niert als jene Kraft, die einem Körper der Masse 1 kg die 
Beschleunigung 1 m/s 2 erteilt. 1 N entspricht also genau 
10 5 dyn des CGS-Systems. Die entsprechende Arbeits- bzw. 
Energieeinheit ist das Newtonmeter (Nm) oder Joule (J); 
sie ist 10 7 erg,äquivalent. 


Zu den elektrischen Einheiten des Sl-Systems gehören 
u.a. die „praktischen“ Einheiten Coulomb (C), Volt (V), 
Ampere (A) und Ohm (^2). Eines Tages entdeckte man 
nämlich, daß sich diese bereits seit langem verwendeten 
Einheiten in ein vollständiges Einheitensystem integrieren 
lassen, und zwar folgendermaßen: Man geht vom Coulomb- 
schen Gesetz aus 


F 2 = k 


Q 1 Q 2?21 


'21 


( 1 ) 


Zahlenwert von k, nämlich 0,8988 ■ IO 10 . (Zwei Ladungen 
von je 1 C im Abstand 1 m erzeugen eine beträchtliche Kraft 
— sie entspricht etwa der Gewichtskraft von 10 Millionen 
Newton). Nun können wir 1/47reo statt k schreiben, die 
Konstante €q braucht dann nur so gewählt zu werden, daß 
1 /4 tt€q = k = 0,8988 • IO 10 ist. Das Coulombsche Gesetz 
erhält dann die Form 


_ 1 _ q 1 q 2 

47t 6q r 2 


( 2 ) 


mit der Konstanten eg 

e 0 = 8,854 * 10“ 12 C 2 /Nm 2 . (3) 

Das Herausheben des Faktors 1/47T erfolgt zwar willkür¬ 
lich, aber dadurch fällt der Faktor 47 T aus vielen elektrischen 
Gleichungen, in denen er sonst auftreten würde, heraus, 
dies jedoch um den Preis, daß 1/47T in einige andere Glei¬ 
chungen, wie z.B. in das Coulombsche Gesetz eingeht. 

Und das ist alles, was sich hinter „rational“ verbirgt. Die 
Konstante eg ist die Dielektrizitätskonstante im Vakuum. 


Die Einheit des elektrischen Potentials ist das Volt (V), 
die elektrische Feldstärke E wird in Volt/Meter (V/m) 
angegeben. Die Kraft auf eine Ladung Q im Feld E ist dann 
F(inN) = QE(inC-V/m). (4) 

Die Einheit der Stromstärke 1 A entspricht 1 C/s. Wenn 
in zwei parallelen Drähten mit dem Abstand r (in m) der 
Strom I (in A) fließt, ergibt sich für die auf die Längenein¬ 
heit 1 m bezogene Kraft f auf jeden der beiden Drähte 

f (in N/m) =- 7 ^*(in A 2 /m). (5) 

47 T r 

Im CGS-System lautet die entsprechende Gleichung 

* , 2 I 2 (statvolt/s ) 2 x 

f (in dyn/cm) = — 0 - (in- 070 -) . ( 6 ) 

rc z cm J /s z 


setzt aber die Konstante k nicht 1, sondern gibt ihr einen 
solchen Wert, daß bei Angabe von Qi und Q 2 in C und r 2 i 
in m sich die Kraft F 2 in N ergibt. Aus den bekannten Be¬ 
ziehungen zwischen N und dyn, C und statvolt sowie m 
und cm folgt mit Hilfe einer einfachen Rechnung der 


^ Aus: Berkeley Physik Kurs, Band 2, Elektrizität und Magnetis¬ 
mus. 

2 ) 

A.d.Ü.: Das Sl-System ist entsprechend dem „Gesetz über Ein¬ 
heiten im Meßwesen“ vom 2. Juli 1969 und der „Ausführungs¬ 
verordnung zum Gesetz über Einheiten im Meßwesen“ vom 
26. Juni 1970 für das gesamte Meßwesen in der Bundesrepublik 
Deutschland vorgeschrieben. Der Vorteil dieses Einheitensystems 
liegt darin, daß alle Einheiten kohärent sind. 

Das diesem Buch zugrunde liegende CGS-System wurde beibe¬ 
halten (an wichtigen Stellen wurde jedoch auf die SI-Einheit 
verwiesen), da nur so die bewährte methodische und didaktische 
Konzeption des Buches unangetastet bleiben konnte. 


Aus dem Vergleich von Gl. (5) mit Gl. ( 6 ) folgt für Mo/4 tt 
der Wert 10“ 7 . Die Konstante ßQ, die Permeabilität im 
Vakuum, ergibt sich dann genau zu 

M 0 = 4ir • 10~ 7 N/A 2 . (7) 

Die magnetische Induktion B folgt definitionsgemäß aus 
der Gleichung für die Lorentz-Kraft: 

F (in N) = QE + Qv X B, ( 8 ) 

wobei v die Geschwindigkeit eines geladenen Teilchens in 
m/s und Q seine Ladung in C ist. Eine neue Einheit für B 
ist deshalb erforderlich; sie heißt Tesla (T) oder Weber/ 
Quadratmeter (Wb/m 2 ). 1 Tesla entspricht genau 10 4 Gauß. 
Im Sl-System hat die magnetische Feldstärke H eine andere 
Einheit als die Induktion B. Im Vakuum sind B und H 
durch 
B = MqH 


(9) 
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verknüpft. Mit dem freien Strom steht H in folgender 
Beziehung: 

j*Hds = l fre j. (10) 

lf rei ist dabei der freie Strom (in A), der von der Schleife 
umschlossen wird, längs der man das Linienintegral der 
rechten Seite von Gl. (10) erstreckt. Da man ds in m messen 
muß, heißt die Einheit von H einfach A/m. 


Im Sl-System lauten die Maxwellschen Gleichungen für 
die Felder im Vakuum 


div E = p 


rot E = — 


3B 

3t 


div B = 0 


rot B = (i 0 e 0 


3E 

3t 


+ JUqJ- 


( 11 ) 


Im Gaußschen CGS-System tritt in diesen Gleichungen c 
offen auf. Bei einem Vergleich stellen wir fest, daß aus 
Gl. (11) eine Wellengeschwindigkeit l/x/eoMo (in m/s) 
folgt; d.h. 

e 0 ju 0 = 1/c 2 . (12) 


Wir führten im Gaußschen CGS-System über das Cou- 
lombsche Gesetz mit k = 1 die Ladungseinheit statvolt ein. 
Das Coulomb des MKSA-Systems wird aber nicht durch 
Gl. (1) sondern durch Gl. (5), d.h. durch die Kraft zwischen 
Strömen statt zwischen Ladungen eingeführt. In Gl. (5) 
steht nämlich p 0 = 4n • IO -7 . Anders formuliert: Wenn 
neue Messungen der Lichtgeschwindigkeit einen anderen 
Wert für c ergeben, müssen wir den Wert der Konstanten eo 
und nicht den von po ändern. 

Die nachstehende Tabelle enthält einen Teil der MKSA- 
bzw. SI-Einheiten sowie die äquivalenten Werte im Gauß¬ 
schen CGS-System. 


Größe 

Symbol 

Einheit im 

rationalen 

Sl-System 

äquivalente Werte 
im Gaußschen 
CGS-System 

Abstand 

s 

Meter (m) 

10 2 cm 

Kraft 

F 

Newton (N) 

10 5 dyn 

Arbeit, Energie 

W 

Joule (J) 

10 7 erg 

Ladung 

Q 

Coulomb (C) 

2,998-10 9 esE 

Stromstärke 1 

elektr. Potential V ) 

elektr. Spannung U ) 

Ampere (A) 

Volt (V) 

2,998-10 9 esE/s 

(1/299,8) statvolt 

elektr. Feld 

E 

V/m 

(1 /29980) statvolt/cm 

Widerstand 

R 

Ohm (12) 

1,139 • 10 _12 s/cm 

magn. Induktion B 

Tesla (T) 

10 4 Gauß (G) 

magn. Fluß 

<i> 

Weber (Wb) 

10 8 Gern 2 

magn. Feldstärke H 

A/m 

47T-10 -3 Oersted (Oe) 


Das MKSA- bzw. Sl-System eignet sich gut für die Elek¬ 
trotechnik. Wenn man in ihm aber die physikalische Grund¬ 
lagen der Felder und der Materie ausdrücken will, stößt man 
auf einen entscheidenden Nachteil. Die Maxwellschen 
Gleichungen für die Felder im Vakuum sind in diesem Sy¬ 
stem bezüglich der elektrischen und magnetischen Feld¬ 
größen nur dann symmetrisch, wenn H an die Stelle von B 
tritt. (Beachten Sie, daß Gl. (11) selbst in Abwesenheit 
von J asymmetrisch ist.) Andererseits hatten wir gezeigt, 
daß B und nicht H das grundlegende magnetische Feld in 
der Materie darstellt. Das ist keine Frage der Definition 
oder der Einheitenwahl sondern eine Naturgegebenheit, die 
das Fehlen magnetischer Ladungen reflektiert. Deshalb 
führt das MKSA- bzw. Sl-System entweder zu einer Ver¬ 
schleierung der grundlegenden elektromagnetischen Sym¬ 
metrie des Vakuums oder der wesentlichen Asymmetrie 
der Quellen. Das war einer der Gründe, warum wir in die¬ 
sem Buch dem Gaußschen CGS-System den Vorzug gaben. 
Der andere Grund liegt darin, daß noch immer die meisten 
Physiker das Gaußsche CGS-System — gelegentlich ergänzt 
durch die praktischen Einheiten — verwenden. 


Physikalische Konstanten 

Näherungswerte physikalischer Konstanten und wichtige 
numerische Größen sind auf dem vorderen und hinteren 
Vorsatz dieses Bandes abgedruckt. Weitere und genauere 
Werte physikalischer Konstanten enthält Physics Today, 

S. 48-49, Februar 1964 11 . 

Zeichen und Symbole 

Im allgemeinen haben wir uns an die in der physikali¬ 
schen Literatur gebräuchlichen Symbole und Abkürzungen 
gehalten, die meisten von ihnen sind ohnehin durch inter¬ 
nationale Übereinkunft festgelegt. In einigen wenigen Fäl¬ 
len haben wir aus didaktischen Gründen andere Bezeich¬ 
nungen gewählt. 

n 

Das Symbol 2 oder 2 gibt an, daß der rechts von 2 
i = 1 i 

stehende Ausdruck über alle j von j =1 bis j = n summiert 

werden soll. Die Schreibweise 2 gibt eine Doppelsumma- 

U 

tion über alle i und j an. 2' oder 2 bedeutet schließlich 
U U 
i =£ j 

eine Summation über alle Werte von i und j mit Ausnahme 
von i = j. 

1 ) 

A. d.LI.: Siehe auch H. Ebert, Physikalisches Taschenbuch, 
Verlag Friedr. Vieweg + Sohn, Braunschweig, und 

B. M. Jaworski / A. A. Detlaf, Physik griffbereit, Verlag 
Friedr. Vieweg + Sohn, Braunschweig, 1972. 
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Größenordnung 

Das griechische Alphabet 


Unter dem Hinweis auf die Größenordnung versteht man 
gewöhnlich „etwa innerhalb eines Faktors 10". Häufige 

A 

a 

Alpha 

Größenordnungsabschätzungen kennzeichnen die Arbeits¬ 

B 

ß 

Beta 

und Sprechweise des Physikers, ein sehr nützlicher Berufs¬ 

r 

7 

Gamma 

brauch, der allerdings dem Studienanfänger enorme 

A 

5 

Delta 

Schwierigkeiten bereitet. Wir stellen beispielsweise fest, 
daß 10 4 die Größenordnung der Zahlen 5500 und 25000 

E 

6 

Epsilon 

ist. In CGS-Einheiten ist die Größenordnung der Elek- 

Z 

f 

Zeta 

tronenmasse 10 g, ihr genauer Wert hingegen 

H 

T? 

Eta 

(0,91072 ± 0,00002) -10 _27 g. 

0 

e $ 

Theta 

Oft begegnen wir auch der Feststellung, daß eine Lö¬ 

I 

L 

Jota 

sung bis auf Glieder der Ordnung x 2 oder E genau ist, wel¬ 

K 

K 

Kappa 

che Größen dies auch immer sein mögen. Man schreibt da¬ 

A 

X 

Lambda 

für auch 0(x 2 ) bzw. O(E). Diese Aussage meint, daß Glie¬ 

M 

M 

My 

der mit höheren Potenzen (z.B. x 3 oder E 2 ), die in der 

N 

V 

Ny 

vollständigen Lösung auftreten, unter gewissen Umständen 
im Vergleich zu den in der Näherungslösung vorhandenen 

g 

5 

Xi 

Gliedern vernachlässigt sind. 

O 

0 

Omikron 


n 

7r 

Pi 


p 

P 

Rho 


2 

o 

Sigma 


T 

T 

Tau 


T 

V 

Ypsilon 


<t> 

0 

Phi 


X 

X 

Chi 


'P 

0 

Psi 


12 

CO 

Omega 


Griechische Buchstaben, die nur sehr selten als Symbole 
Verwendung finden, sind grau unterlegt; meist sind sie 
lateinischen Buchstaben so ähnlich, daß sie sich als Sym¬ 
bole nicht eignen. 
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1. Freie Schwingungen einfacher Systeme 


1.1. Einleitung 

Die Welt ist voll von Dingen, die sich bewegen. Ihre 
Bewegungen kann man grob in zwei Arten einteilen, je 
nachdem,ob das betreffende Ding sich immer in der Nähe 
eines festen Ortes aufhält oder sich weiter fortbewegt. 
Beispiele für die erste Art sind ein schwingendes Pendel, 
eine schwingende Violinsaite, in einer Schale hin- und 
herschwappendes Wasser, Elektronen, die im Atom 
schwingen oder andere Bewegungen ausführen, oder Licht, 
das zwischen Spiegeln hin- und herreflektiert wird. Entspre¬ 
chende Beispiele für die fortschreitende Bewegung sind 
eine gleitende Eishockey scheibe, ein Impuls, der längs 
eines gespannten langen Seils fortschreitet, wenn man 
gegen das eine Ende schlägt, gegen das Ufer rollende 
Ozeanwellen, der Elektronenstrahl einer Fernsehröhre 
oder ein Lichtstrahl, der von einem Stern ausgesandt 
und von Ihrem Auge registriert wird. Manchmal weist 
eine Erscheinung je nach der Betrachtungsart entweder 
die eine oder die andere Bewegungsart auf (d.h. Stillstand 
im Mittel oder Fortschreiten): Die Ozeanwellen bewe¬ 
gen sich dem Strand zu, doch das Wasser (und die Ente an 
der Oberfläche) geht auf und ab (und ebenso vor und zu¬ 
rück), ohne sich fortzubewegen. Der Verschiebungsimpuls 
schreitet längs des Seiles fort, doch das Material der Schnur 
schwingt, ohne sich fortzubewegen. 

Zunächst betrachten wir Dinge, die in einer bestimm¬ 
ten Umgebung bleiben und um eine Mittellage schwingen 
(oszillieren, vibrieren). In den Kapiteln 1 und 2 werden 
wir viele Beispiele für Bewegungen abgeschlossener Sy¬ 
steme betrachten, die man zu Anfang (durch irgendeine 
äußere Störung) anstößt und die dann ohne weitere Be¬ 
einflussung frei schwingen. Solche Schwingungen heißen 
freie oder natürliche Schwingungen. In Kapitel 1 bildet 
eine Betrachtung dieser einfachen Systeme mit ein oder 
zwei beweglichen Teilen die Grundlage für das Verständ¬ 
nis der freien Schwingungen von Systemen mit vielen be¬ 
weglichen Teilen in Kapitel 2. Dort werden wir finden, 
daß man sich die Bewegung eines komplizierten Systems 
mit vielen beweglichen Teilen immer zusammengesetzt 
denken kann aus dauernd vorhandenen einfachen Bewe¬ 
gungen, den sogenannten Eigenschwingungen . Auch bei 
einem noch so komplizierten System werden wir finden, 
daß jede seiner Eigenschwingungen Eigenschaften hat, die 
denen eines einfachen harmonischen Oszillators sehr ähn¬ 
lich sind. So werden wir für die Bewegung irgendeines 
Systems in einer seiner Eigenschwingungen feststellen, 
daß jeder bewegliche Teil dieselbe rücktreibende Kraft 
pro Einheitsmasse und Einheitsverschiebung erfährt und 
daß alle bewegten Teile mit derselben Zeitabhängigkeit 
cos (cot + y?) schwingen, d.h. mit derselben Frequenz co 
und derselben Phasenkonstanten y. 

Jedes der Systeme, die wir betrachten werden, wird 
durch irgendeine physikalische Größe beschrieben, deren 


Abweichung von ihrem Gleichgewichtswert von der be¬ 
trachteten Stelle des Systems abhängt und sich mit der 
Zeit ändert. In den mechanischen Beispielen (bei denen 
punktförmige Massen, die rücktreibenden Kräften unter¬ 
worfen sind, Vorkommen) ist die physikalische Größe 
die Verschiebung der Masse, deren Ruhelage die Koordi¬ 
naten x,y,z hat. Diese Verschiebung ist ein Vektor 
^(x,y,z, t). Bei einer kontinuierlichen Massenverteilung 
wird daraus eine Vektorfunktion ^(x,y,z, t), die Wellen¬ 
funktion genannt wird. (Sie ist nur dann eine stetige Funk¬ 
tion von x, y und z, wenn wir die stetige Näherung anwen¬ 
den können, d.h. wenn benachbarte Teile im wesentlichen 
die gleichen Bewegungen ausführen.) In manchen der elek¬ 
trischen Beispiele ist die physikalische Größe etwa der 
Strom in einer Spule oder die Ladung eines Kondensators. 
In anderen ist es vielleicht das elektrische Feld E(x, y, z, t) 
oder das magnetische Feld B(x,y,z,t). Zu diesen Fällen 
gehören die elektromagnetischen Wellen. 

1.2. Freie Schwingungen von Systemen mit 
einem Freiheitsgrad 

Wir beginnen mit Dingen, die in einer bestimmten 
Umgebung bleiben und um eine Mittellage schwingen. 

Man sagt, daß einfache Systeme, etwa ein in einer Ebene 
schwingendes Pendel, eine Masse an einer Feder oder ein 
LC-Kreis, deren Zustand jederzeit durch Angabe einer 
einzigen Größe vollkommen festgelegt ist, einen Freiheits¬ 
grad haben — sozusagen einen beweglichen Teil besitzen 
(Bild 1.1). Z.B. kann das schwingende Pendel durch den 
Winkel, den die Schnur mit der Vertikalen einschließt, 
beschrieben werden, der LC-Kreis durch die Ladung auf 
dem Kondensator. (Ein Schnurpendel, das frei in jeder 
beliebigen Richtung schwingen kann, hat nicht einen, 
sondern zwei Freiheitsgrade; zur Festlegung der Lage 
der Pendelkugel sind zwei Koordinaten notwendig. Das 
Pendel einer Pendeluhr ist hingegen gezwungen, in einer 
Ebene zu schwingen und hat daher nur einen Freiheits¬ 
grad.) 

Für all diese Systeme mit einem Freiheitsgrad werden 
wir finden, daß die Verschiebung des „beweglichen Teiles“ 
aus seiner Gleichgewichtslage dieselbe einfache Zeitabhän¬ 
gigkeit hat (sie heißt harmonische Schwingung ): 

\p(t) = A cos(cot + if ). (1.1) 

Bei der schwingenden Masse kann \jj die Abweichung der 
Masse von ihrer Gleichgewichtslage bedeuten; für den 
schwingenden LC-Kreis kann es der Strom in der Spule 
oder die Ladung auf dem Kondensator sein. Wir werden 
finden, daß Gl. (1.1) die Zeitabhängigkeit angibt, voraus¬ 
gesetzt, daß sich der bewegliche Teil nicht zu weit von 
seiner Gleichgewichtslage entfernt. [Für Schwingungen 
eines Pendels über größere Winkel ist Gl. (1.1) eine 
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1. Freie Schwingungen einfacher Systeme 



Bild 1.1. System mit einem Freiheitsgrad. (Das Pendel ist auf 
Schwingungen in einer Ebene beschränkt.) 


schlechte Näherung für die Bewegung; für große Auslen¬ 
kungen einer Feder ist die rücktreibende Kraft nicht der 
Auslenkung proportional, und die Bewegung wird nicht 
durch Gl. (1.1) beschrieben; eine genügend große Ladung 
auf einem Kondensator bewirkt seinen „Zusammenbruch“ 
durch Funken zwischen den Platten, und für seine Ladung 
gilt nicht Gl. (1.1).] 

Bezeichnungsweise. Wir verwenden bei Gl. (1.1) fol¬ 
gende Bezeichnungsweise: A ist eine positive Konstante 
und heißt die Amplitude ; co ist die Kreisfrequenz , gemes¬ 
sen in Radian pro Sekunde; v = co/27r ist die Frequenz , 
gemessen in Schwingungen pro Sekunde oder Hertz (ab¬ 


gekürzt Hz). Das Inverse von v heißt die Periode T, die in 
Sekunden pro Schwingung angegeben wird: 

T = l. (1.2) 

Die Phasenkonstante y hängt von der Wahl des Zeitnull¬ 
punktes ab. Oft sind wir am Wert der Phasenkonstanten 
nicht besonders interessiert. In diesen Fällen können wir 
immer die „Uhr zurückstellen“, so daß Null wird. Dann 
schreiben wir i// = A cos cot oder i// = A sin cot statt der 
allgemeineren Gl. (1.1). 

Rücktreibende Kraft und Trägheit. Das oszillatorische 
Verhalten, das durch Gl. (1.1) dargestellt wird, rührt stets 
vom Wechselspiel zweier innerer Eigenschaften des physi¬ 
kalischen Systems her, die gegeneinander wirken: rück¬ 
treibende Kraft und Trägheit. Die „rücktreibende Kraft“ 
versucht, \p zum Nullpunkt zurückzubringen, indem sie 
dem beweglichen Teil eine entsprechende „Geschwindig¬ 
keit“ di///dt erteilt. Je größer i//, desto größer die rück¬ 
treibende Kraft. Beim schwingenden LC-Kreis rührt die 
rücktreibende Kraft von der abstoßenden Kraft zwischen 
den Elektronen her, durch die die Elektronen sich nicht 
auf einer der Kondensatorplatten ansammeln können, 
sondern sich vielmehr gleichmäßig über beide Platten 
verteilen, wodurch die Ladung Null wird. Die zweite 
Eigenschaft, die „Trägheit“, „wirkt“ jeder Änderung von 
di///dt „entgegen“. Beim schwingenden LC-Kreis rührt 
die Trägheit von der Induktivität L her, die jeder Ände¬ 
rung des Stromes di///dt entgegenwirkt (i// bedeutet in 
diesem Fall die Ladung auf dem Kondensator). 

Oszillatorisches Verhalten. Beginnen wir mit i// positiv 
und di///dt gleich Null, so bewirkt die rücktreibende Kraft 
eine Beschleunigung, die eine negative Geschwindigkeit 
zur Folge hat. Zum Zeitpunkt, in dem i// Null wird, ist 
die negative Geschwindigkeit am größten. Die rücktrei¬ 
bende Kraft ist Null bei i// = 0, aber die negative Geschwin¬ 
digkeit hat nun eine negative Auslenkung zur Folge. Dann 
wird die rücktreibende Kraft positiv, sie verringert die 
negative Geschwindigkeit. Schließlich ist die Geschwindig¬ 
keit d\p/dt Null, doch ist dann die Auslenkung groß und 
negativ, und der Vorgang beginnt in umgekehrter Richtung. 
Dieser Ablauf wiederholt sich immer wieder: Die rück¬ 
treibende Kraft versucht, i// zu Null zu machen; dabei 
erteüt sie eine Geschwindigkeit; die Trägheit erhält die 
Geschwindigkeit und bewirkt, daß i// „über das Ziel hin¬ 
ausschießt“. Das System schwingt. 


Physikalische Bedeutung von co 2 . Die Kreisfrequenz co 
eines Schwingungsvorganges steht mit den physikalischen 
Eigenschaften des Systems in jedem Fall (wie wir zeigen 
werden) in folgender Beziehung: 


2 _ riicktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung 
und pro Einheitsmasse 


(1.3) 
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Manchmal, wie im Falle der elektrischen Beispiele 
(LC-Kreis), muß die „träge Masse“ nicht wirklich eine 
Masse sein. 

Gedämpfte Schwingungen. Bleibt ein schwingendes 
System ungestört, so schwingt es gemäß Gl. (1.1) ewig 
weiter. In jeder realen physikalischen Situation gibt es 
jedoch „Reibungsprozesse“ oder „Widerstände“, die die 
Bewegung „dämpfen“. Daher entspricht die Beschreibung 
eines schwingenden Systems durch eine „gedämpfte 
Schwingung“ besser der Realität. Wird das System zur 
Zeit t = 0 zur Schwingung angeregt (durch einen Stoß 
oder durch das Schließen eines Schalters oder durch 
sonst etwas), Finden wir (siehe Band 1, Kap. 7, 

i//(t) = Ae -t / 2r cos(cot + y) (1.4) 

für t > 0, während \p für t < 0 Null sein soll. Der Ein¬ 
fachheit halber werden wir in den folgenden Beispielen 
Gl. (1.1) statt der realistischeren Gl. (1.4) verwenden. 

Wir vernachlässigen also die Reibung (oder den Wider¬ 
stand im Falle des LC-Kreises), indem wir die Abkling¬ 
zeit r als unendlich annehmen. 

• Beispiele: 1. Pendel Ein einfaches Pendel besteht 
aus einer masselosen Schnur oder einem masselosen Stab 
der Länge /, der oben an einer festen Achse hängt und 
unten einen „punktförmigen“ Körper der Masse m trägt 
(Bild 1.2). \p sei der Winkel (in Radian) zwischen Schnur 
und Vertikale. (Das Pendel schwingt in einer Ebene; 
seine Lage ist durch \p allein gegeben.) Die Auslenkung 
des Pendelkörpers, gemessen entlang seiner kreisförmig 
gekrümmten Bahn, ist l\p. Die entsprechende augenblick¬ 
liche Tangentialgeschwindigkeit ist /di///dt. Die entspre¬ 
chende Tangentialbeschleunigung ist Id 2 \pl dt 2 . Die rück¬ 
treibende Kraft ist die Tangentialkomponente der Kraft. 



Die Schnur trägt zu dieser Kraftkomponente nichts bei. 
Das Gewicht mg trägt zur Tangentialkomponente 
-mg sin \p bei. Daher ergibt das zweite Newtonsche Gesetz 
(Masse mal Beschleunigung gleich Kraft) 


m/d 2 \p 
dt 2 


- mg sin \p (t) . 


(1.5) 


Wir verwenden nun die Taylorreihenentwicklung (An¬ 
hang, G1.(A.4)) 

\h 3 \b 5 

sin 'P = ^ ~ 31 + _ •••. (1-6) 


wobei die Punkte (...) den Rest der unendlichen Reihe 
anzeigen. Wir sehen, daß wir für genügend kleines \p (zur 
Erinnemng: in Radian) alle Terme in Gl. (1.6) außer 
dem ersten,t//, vernachlässigen können. Sie werden viel¬ 
leicht fragen: „Wie klein ist genügend klein 4 ? “ Auf 
diese Frage gibt es keine allgemeine Antwort. Sie hängt 
davon ab, wie genau Sie die Funktion \p(t) in dem Experi¬ 
ment, an das Sie denken, bestimmen können (denken Sie 
daran, wir haben es mit Physik zu tun — nichts ist genau 
meßbar) und wie sorgfältig Sie sind. Z.B. ist für 
\p = 0,10 rad (5,7°) sin \p gleich 0,0998. Bei manchen 
Aufgaben ist „0,0998 = 0,1000“ eine schlechte Näherung. 
Für \p = 1,0 rad (57,3°) ist sin \p = 0,841; „0,8 = 1,0“ 
kann bei manchen Aufgaben eine ausreichende Näherung 
sein. Wenn wir in Gl. (1.6) nur den ersten Term beibehal¬ 
ten, dann erhält Gl. (1.5) die Form 

d 2 \p 

dt 2 ” 

wobei 


LJ V' ! 


V-'J 


( 1 . 8 ) 


Die allgemeine Lösung von Gl. (1.7) ist die harmonische 
Schwingung 

\p(t) = A cos (cot + </?). 

Beachten Sie, daß sich die Kreisfrequenz der Schwingung 
nach Gl. (1.8) schreiben läßt: 

co 2 = rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung 
und pro Einheitsmasse: 

2 = = g. 

W (hp )m / ’ 

wobei die Näherung sin \p gleich \p verwendet wurde. 


Die beiden Konstanten A und \p werden aus den An¬ 
fangsbedingungen bestimmt, d.h. aus der Auslenkung und 
der Geschwindigkeit zur Zeit t = 0. (Da \p ein Winkel ist, 
ist die entsprechende „Geschwindigkeit“ die Winkel¬ 
geschwindigkeit dxp/dt) Wir haben also 
i//(t) = Acos(cot + (/?), 
d\b({) 

4>(t) = —— = - co A sin (cot + y), 


Bild 1.2. Einfaches Pendel 


dt 
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so daß 

\jj( 0) = Acos<p, 
i//( 0) = -coAsin<p. 

Diese beiden Gleichungen können nach der positiven Kon¬ 
stanten A und nach sin \p und cos \p (die y bestimmen) auf¬ 
gelöst werden. • 

• 2. Masse und Federn - Längsschwingungen. Die 
Masse m gleitet auf einer reibungsfreien Fläche. Sie ist 
durch zwei gleichartige Federn mit starren Wänden verbun¬ 
den. Jede dieser Federn hat die Masse Null, die Federkon¬ 
stante K und die Ruhlänge a 0 . Im Gleichgewicht ist jede 
Feder auf die Länge a ausgedehnt und hat so die Spannung 
K(a- a 0 ) (Bilder 1.3a und b). Der Abstand von m zur 
linken Wand sei z. Dann ist der Abstand zur rechten Wand 
2a-z(Bild 1.3c). Die linke Feder übt eine Kraft K(z-ao) 
in der Richtung -z aus, die rechte eine Kraft K(2a-z-ao) 





(M 

i i 2a—- z t 

h* - z — -»N -*4 

m 

/ wsrnp»- 

j— 7p 

(C) 


Bild 1.3. Längsschwingungen 

a) Feder entspannt und nicht befestigt 

b) Federn befestigt, m in Gleichgewichtslage 

c) beliebige Lage 


in der Richtung +z. Die gesamte Kraft F z in der Richtung 
+z ist die Summe dieser beiden Kräfte: 

F z = — K(z - a 0 ) + K(2a - z - a 0 ) 

= — 2K(z — a). 

Dann ergibt das zweite Newtonsche Gesetz 

^ = F z = -2K(z-a). (1.9) 

Die Abweichung vom Gleichgewicht ist z - a. Wir be¬ 
zeichnen sie mit \p (t): 

iHt) = z(t)-a. 

Dann gilt 

d 2 \p _ d^z 
dt 2 dt 2 ' 

Nun können wir Gl. (1.9) in der Form 

-J-=-“ 2 'P d-10) 

schreiben, wobei 


Die allgemeine Lösung von Gl. (1.11) ist wieder die har¬ 
monische Schwingung \p = A cos (cot + <p). Beachten Sie, 
daß Gl. (1.11) die Form co 2 = Kraft pro Einheitsauslen¬ 
kung und pro Einheitsmasse hat, da die rücktreibende 
Kraft für eine Auslenkung \p gleich 2K\p ist. < 


• 3. Masse mit Federn - transversale Schwingungen. 
Das System ist in Bild 1.4 dargestellt. Die Masse m ist 
mittels zweier gleichartiger Federn zwischen starren 
Stützen aufgehängt. Jede der Federn hat die Masse Null, 
die Federkonstante K und die Ruhlänge a 0 . Sie haben 
beide die Länge a, wenn m in seiner Gleichgewichtslage 
ist. Wir vernachlässigen die Schwerkraft, sie erzeugt bei 
dieser Aufgabe keine rücktreibende Kraft. Wohl bewirkt 
sie, daß das System sich „senkt“, doch hat dies in der 
Näherung, die wir betrachten, keinen Einfluß auf die Er¬ 
gebnisse. Die Masse m hat nun drei Freiheitsgrade: Sie 
kann sich in der z-Richtung entlang der Federachse be¬ 
wegen und fuhrt dann eine „longitudinale“ Schwingung 
aus. Diese Bewegung haben wir schon oben betrachtet, 
wir brauchen daher diese Überlegung nicht zu wieder¬ 
holen. Die Masse m kann sich aber auch in der x-Richtung 
oder in der y-Richtung bewegen und vollfuhrt dann 
„transversale“ Schwingungen. Betrachten wir der Einfach¬ 
heit halber nur eine Bewegung in der x-Richtung. Wir 
können uns eine reibungsfreie Führung vorstellen, die 
völlige Bewegungsfreiheit in der transversalen x-Richtung 
gewährt, Bewegungen in y-Richtung und z-Richtung je¬ 
doch verhindert. Wir könnten z.B. ein Loch durch m 
bohren und einen reibungsfreien Stab so anbringen, daß 
er durch dieses Loch geht, starr mit den Wänden verbun¬ 
den ist und in der x-Richtung liegt. Sie können sich je¬ 
doch leicht davon überzeugen, daß so eine Führung über- 
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Bild 1.4 

Transversale Schwingungen 

a) Gleichgewichtslage 

b) beliebige Lage für Bewegung in x-Richtung 



flüssig ist. Aus der Symmetrie in Bild 1.4 ersehen Sie: 
Schwingt das System zu einem bestimmten Zeitpunkt in 
Richtung x, so hat es keinerlei Veranlassung, eine Bewe¬ 
gung in Richtung y zu beginnen. Dasselbe güt für jeden 
der beiden anderen Freiheitsgrade: Schwingungen in 
Richtung z verursachen keine einseitigen Kräfte in den 
Richtungen x oder y, ebenso verursachen Schwingungen 
in Richtung y keine Kräfte in den Richtungen x oder z. 

Im Gleichgewicht (Bild 1.4 a) hat jede der Federn die 
Länge a und übt einen Zug T 0 aus: 

T 0 = K(a — a 0 ). (1.12) 

In einer beliebigen Lage (Büd 1.4b) hat jede Feder die 
Länge / und den Zug 

T = K(/-a 0 ). (1-13) 

Dieser Zug wirkt entlang der Federachse. Nehmen wir die 
x-Komponente dieser Kraft, sehen wir, daß jede Feder 
eine rücktreibende Kraft T sinö in der Richtung -x 
beiträgt. Wenden wir das zweite Newtonsche Gesetz an 
und berücksichtigen, daß sinö gleich x// ist, so finden wir 


: = F x = - 2Tsin0 

X / äo 

= 2K(/ — a 0 ) j- — 2Kx ^1 — j- 


(1.14) 


Die Gleichung (1.14) ist bei unseren Annahmen exakt. 
Darunter ist auch die Annahme — die durch Gl. (1.13) 
ausgediückt wird -, daß die Feder „linear“ ist, d.h., daß 
für sie das „Hookesche Gesetz“ güt. Beachten Sie, daß die 
Federlänge /, die auf der rechten Seite von Gl. (1.14) vor¬ 
kommt, eine Funktion von x ist. Gl. (1.14) hat daher nicht 
genau die Form, aus der sich harmonische Schwingungen 


ableiten, denn die auf m wirkende rücktreibende Kraft ist 
der Abweichung x vom Gleichgewicht nicht genau pro¬ 
portional. • 

Näherung für stark gedehnte Federn (a 0 < a). Es gibt 
zwei interessante Möglichkeiten, eine Näherungsgleichung 
mit linearer rücktreibender Kraft zu erhalten. Bei der er¬ 
sten Art handelt es sich um stark gedehnte Federn, bei 
der wir a 0 /a gegenüber Eins vernachlässigen. Folglich ver¬ 
nachlässigen wir in Gl. (1.14) a 0 //, da / immer größer als a 
ist. Wir denken z.B. an eine Schraubenfeder mit einer Ruh 
länge a 0 von etwa 7,5 cm. Sie läßt sich auf eine Länge a 
von etwa 5 m ausdehnen, ohne ihre Elastizitätsgrenze zu 
überschreiten. Das würde in Gl. (1.14) a 0 /a< 1/60 er¬ 
geben. Wenden wir diese Näherung an, so können wir 
Gl. (1.14) in der Form 

d 2 x 2 /i 

^- = -wx (1.15) 

schreiben, wobei 

“ 2 = lr = i)r (für a 0 = 0). (1.16) 

Diese Gleichung hat die Lösung x = A cos (cot + y>), also 
eine harmonische Schwingung. Beachten Sie, daß die 
Amplitude A keiner Beschränkung unterliegt. Wir können 
„große“ Schwingungen erzeugen und haben auch dann 
noch eine exakt lineare rücktreibende Kraft. Beachten Sie, 
daß die Frequenz für transversale Schwingungen in Gl. 
(1.16) gleich jener für longitudinale Schwingungen in 
Gl. (1.11) ist. Dies ist im allgemeinen nicht der Fall, son¬ 
dern güt nur in der Näherung für stark gedehnte Federn, 
wo wir tatsächlich a = 0 annehmen. 
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Näherung für kleine Schwingungen. Wenn a 0 gegen¬ 
über a nicht vernachlässigt werden kann, was z.B. bei 
einer Gummischnur in den üblichen Vorlesungsversuchen 
der Fall ist, so ist die oben angegebene Näherung nicht 
anwendbar. Dann ist F x in Gl. (1.14) nichtlinear in x. 

Wir werden jedoch zeigen, daß sich l von a nur um eine 
Größe der Ordnung a(x/a) 2 unterscheidet, wenn die Aus¬ 
lenkungen x klein gegenüber der Länge a sind. In der 
Näherung der kleinen Schwingungen vernachlässigen wir 
in F x die Terme, die nichtlinear in x/a sind. Nun zur 
Rechnung: Wir wollen / in Gl. (1.14) als / = a + irgend 
etwas ausdrücken, wobei das „irgend etwas“ für x = 0 
verschwinden soll. Da l sowohl für positive als auch für 
negative x größer als a ist, muß das „irgend etwas“ eine 
gerade Funktion von x sein. Aus Büd 1.4 folgt tatsäch¬ 
lich 


l 2 = a 2 + x 2 

= a 2 (l + e), e = ~ 

2T 


Also güt: 


I 

l 



(1.17) 


Dabei haben wir die Taylorreihenentwicklung [Anhang 
Gl. (A.20)] für (1 + x) n mit n = — 1/2 und x = e verwen¬ 
det. Als nächstes betrachten wir die Näherung für kleine 
Schwingungen. Wir nehmen e < 1 an und lassen die Ter¬ 
me höherer Ordnung in der unendlichen Reihe der 
Gl. (1.17) weg, wir werden schließlich alles außer dem 
ersten Term, 1/a, weglassen. 



Setzen wir Gl. (1.18) in Gl. (1.14) ein, so finden wir 


d^x 

dt 2 


2Kx 

m 


2Kx 

m 



ao 

a 


1 - 


1 ^ 

2 a 2 


+ 


2K 

ma 


(a — a 0 )x 


+ 


K 

m a ° 


+ . 


(1.19) 


Indem wir die Terme dritter und höherer Ordnung weg¬ 
lassen, erhalten wir 


d*x __ 2K , 2T 0 x 

dt 2 ~ ma ( a a °) x ma 


( 1 . 20 ) 


Beim zweiten TeÜ der Gl. (1.20) haben wir das durch 
Gl. (1.12) gegebene T 0 verwendet. Gl. (1.20) ist von der 
Form 


d^x 

dt 2 


■ co 2 x 


mit 


CO 


2 _ 


2 T 0 
ma * 


( 1 . 21 ) 


Daher ist x(t) durch die harmonische Schwingung 

x(t) = A cos (cot + $) 

gegeben. Beachten Sie, daß co 2 gemäß Gl. (1.21) die rück¬ 
treibende Kraft je Einheitsauslenkung und je Einheits¬ 
masse ist. Für kleine Schwingungen ist die rücktreibende 
Kraft durch beide Federn gleich 2T o sin0, das ist gleich 
2T 0 (x/a). Die Auslenkung ist x, die Masse m. Daher ist 
die rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung und Ein¬ 
heitsmasse gleich 2T 0 (x/a)/xm. 

Beachten Sie, daß die Frequenz für transversale Schwin¬ 
gungen sowohl in der Näherung für stark gedehnte Federn 
(ao = 0) als auch in der Näherung für kleine Schwingungen 
(x/a < 1) gleich co 2 = 2T 0 /ma ist, wie wir aus einem 
Vergleich der Gin. (1.16) und (1.21) ersehen. In der Nähe¬ 
rung für stark gedehnte Federn hat auch die longitudinale 
Schwingung diese Frequenz, wie wir aus den Gin. (1.11) 
und (1.16) ersehen. Ist diese Näherung nicht anwendbar, 
kann also ao/a nicht vernachlässigt werden, dann haben 
longitudinale und (kleine) transversale Schwingungen 
nicht dieselbe Frequenz,wie die Gin. (1.11), (1.12) und 
(1.21) zeigen. In diesem Falle güt 


2 2Ka 


w long - ma > 

(1.22) 

2 2T 0 


w trans — jjja > Tq — K(a — ). 

(1.23) 


Für kleine Schwingungen einer Gummischnur, bei der a 0 /a 
nicht vernachlässigt werden kann, sind die longitudinalen 
Schwingungen rascher als die transversalen: 

^long _ _1_ 

^trans (1 - a 0 /a) 1/2 


• Beispiel: 4. LC-Kreis. Eine vollständigere Diskussion 
der LC-Kreise finden Sie in Band 2, Kap. 8. Betrachten Sie 
den LC-Serienkreis in BÜd 1.5. Die von der unteren zur 
oberen Platte des linken Kondensators verschobene La¬ 
dung ist Qj, die von der unteren zur oberen Platte des 
rechten Kondensators verschobene hingegen Q 2 . Die an 
der Induktivität anliegende elektromotorische Kraft 
(EMK) ist gleich der „Gegen-EMK“ L dl/dt. Die Ladung 
Qi verursacht eine elektromotorische Kraft C" 1 Qj, so 
daß ein positives Qx einen Strom in Richtung des PfeÜes 
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Bild 1.5. LC-Serienkreis. Die Festlegung der Vorzeichen für Q und I 
ist angegeben. Qi bzw. Q 2 ist positiv, wenn die obere Platte positiv 
gegenüber der unteren ist. I ist positiv, wenn positive Ladung in Rich¬ 
tung der Pfeile fließt. 

in Bild 1.5 hervorruft. Positives Qi bewirkt also ein posi¬ 
tives L dl/dt. Analog bewirkt ein positives Q 2 nach Bild 
1.5 ein negatives L dl/dt. Wir haben also 

L fJ = c ' lQ i- c ' ,Q 2- (1-24) 


I(t) vollführt eine harmonische Schwingung: 

I(t) = A cos (cot + <p) . 

Wir können Gl. (1.27) als Bestätigung dafür ansehen, daß 
co 2 immer die ,,rücktreibende Kraft“ pro Einheits-„Ver¬ 
schiebung“ und Einheits-„Trägheit“ ist. Als „rücktrei¬ 
bende Kraft“ können wir die elektromotorische Kraft 
2C' 1 Q ansehen, wobei Q die „Ladungsverschiebung“ 

Q 2 ist. Ferner fassen wir die Selbstinduktivität L als 
„Ladungsträgheit“ auf. Dann ist die rücktreibende Kraft 
pro Einheitsverschiebung und Einheitsträgheit gleich 
(2C 1 Q)/QL. • 

Sie haben vielleicht eine mathematische Parallele zwi¬ 
schen den Beispielen 2, 3 und 4 bemerkt. Wir haben die¬ 
sen Beispielen absichtlich dieselbe räumliche Symmetrie 
„Trägheit“ in der Mitte, symmetrisch angeordnete „trei¬ 
bende Kräfte“ zu beiden Seiten — gegeben, um die Paral¬ 
lele herzustellen. Solche Parallelen sind oft nützliche 
Gedächtnisstützen. 


1.3. Linearität und Überlagerungsprinzip 


Im Gleichgewicht sitzt auf keinem der Kondensatoren 
Ladung. Die Ladung Q 2 wird durch den Strom I auf Ko¬ 
sten der Ladung Ch aufgebaut. Daher haben wir auf 
Grund der Ladungserhaltung und der Vorzeichenverein¬ 
barungen in Bild 1.5 

Qi=-Q2, (1.25) 


dQ 2 
dt 


(1.26) 


Wegen der Gin. (1.25) und (1.26) gibt es nur einen Frei¬ 
heitsgrad. Wir können die augenblickliche Konfiguration 
des Systems durch Angabe von Q x oder Q 2 oder I be¬ 
schreiben. Der Strom I wird in unseren zukünftigen Be¬ 
trachtungen, die sich auf Systeme mit mehr als einem 
Freiheitsgrad beziehen werden, am bequemsten sein, und 
wir werden ihn auch jetzt verwenden. Wir benützen zu¬ 
erst Gl. (1.25), um Qi aus Gl. (1.24) zu eliminieren. Dann 
differenzieren wir nach t und eliminieren Q 2 mit Hilfe 
von Gl. (1.26): 

L| = C-'Q,-C-'Q,=-2C-'Q,; 



dQ 2 

dt 


= - 2 C“ 1 1. 


Daher gilt für den Strom I(t) die Gleichung 


cfl 

dt 2 


= -co 2 I, 


wobei 


CO 


2 


2C~‘ 

L 


(1.27) 


Die Lösungen, die wir in Abschnitt 1.2 für die Schwin¬ 
gungen von Pendel und Masse mit Federn hergeleitet ha¬ 
ben, gelten nur unter der Voraussetzung, daß die rück¬ 
treibende Kraft proportional zur Auslenkung - \p und 
etwa von \p 2 , \p 3 usw. unabhängig ist. Eine Differential¬ 
gleichung, die keine höheren Potenzen von \jj, d\///dt, 
d 2 \pl dt 2 usw. enthält als die erste, heißt linear in \p und 
seinen zeitlichen Ableitungen. Wenn außerdem alle Terme 
\p oder seine Ableitungen enthalten sind, heißt die Glei¬ 
chung homogen. Kommen irgendwelche höheren Poten¬ 
zen von 1 jj oder seinen Ableitungen vor, so heißt die Glei¬ 
chung nichtlinear. Z.B. ist Gl. (1.5) nichtlinear, wie wir 
aus der Entwicklung von sin \jj in Gl. (1.6) ersehen. Nur 
wenn wir die höheren Potenzen von \p vernachlässigen, 
erhalten wir eine lineare Gleichung. 

Nichtlineare Gleichungen sind im allgemeinen schwie¬ 
rig zu lösen. Die nichtlineare Pendelgleichung wird in 
Band 1, S. 138 f., exakt gelöst. Zum Glück gibt es viele 
interessante physikalische Vorgänge, für die lineare Glei¬ 
chungen gute Nähemngen sind. Wir werden es fast aus¬ 
schließlich mit linearen Gleichungen zu tun haben. 

Lineare homogene Gleichungen. Lineare homogene 
Differentialgleichungen haben folgende sehr interessante 
und wichtige Eigenschaft: Die Summe zweier beliebiger 
Lösungen ist wieder eine Lösung. Nichtlineare Gleichun¬ 
gen haben diese Eigenschaft nicht. Die Summe zweier 
Lösungen einer nichtlinearen Gleichung ist nicht wieder 
eine Lösung der Gleichung. 

Wir werden diese Behauptungen für den linearen und 
den nichtlinearen Fall gleichzeitig beweisen. Nehmen Sie 



8 


1. Freie Schwingungen einfacher Systeme 


an, wir hätten für ein System mit einem Freiheitsgrad 
eine Bewegungsgleichung der Form 

d 2 ii/(t) 

—^ = - C0 + ol\ 1> 2 + ß\p 3 + yip 4 + ... (1.28) 

gefunden, wie dies z.B. beim Pendel (Gin. (1.5) und (1.6)) 
oder bei der mittels Federn aufgehängten Masse (Gl. (1.19)) 
der Fall war. Sind die Konstanten a, ß, y usw. alle Null 
oder können sie in hinreichend guter Näherung Null ge¬ 
setzt werden, so ist Gl. (1.28) linear und homogen. An¬ 
dernfalls ist sie nichtlinear. Nehmen Sie nun an, \jj { (t) sei 
eine Lösung der Gl. (1.28) und \p 2 ( t) eine von ihr ver¬ 
schiedene Lösung. \jji kann z.B. die Lösung sein, die zu 
einer bestimmten Anfangsauslenkung und Anfangsge¬ 
schwindigkeit des Pendelkörpers gehört, während \\ j 2 
einer davon verschiedenen Anfangsauslenkung und -ge- 
schwindigkeit entspricht. Sowohl \p x als auch \p 2 erfüllen 
nach Voraussetzung die GL (1.28). Wir haben also 

(1-29) 

und 

~t = -OP 2 +aiP 2 2 +ß4, 3 2 +74, 4 2 + .... (1.30) 

Uns interessiert nun, ob bei Überlagerung von \jj { und \\ j 2 , 
also bei Einsetzen der Summe \p(t) = ^i(t) + i// 2 (t), die¬ 
selbe Bewegungsgleichung (1.28) erfüllt wird oder nicht. 

Ist 

d 2 (^i + 2) 9 

-- = — C(\pi + 'p 2 ) + a ('Pi + Ü 2) 2 + 

+ ß(^, + ^2) 3 +... (1.31) 

erfüllt ? Die Antwort auf die Frage (1.31) ist dann 
und nur dann bejahend, wenn die Konstanten a, ß usw. 
alle Null sind. Dies läßt sich leicht wie folgt zeigen. 
Addieren Sie die Gin. (1.29) und (1.30). Die Summe er¬ 
gibt dann und nur dann Gl. (1.31), wenn die folgenden 
Bedingungen erfüllt sind: 


d 2 4* 1 
dt 2 

d 2 <// 2 
dt 2 

d 2 (i//, + i p 2 ) 
dt 2 

(1.32) 

-c*, 

- C* 2 

= -CGK + * 2 ), 

(1.33) 

a\p] 

+ a\p\ 

= + 'Pif , 

(1.34) 

ß*i 

+ ß*Pl 

= ß(\pl + 'P 2) 3 USW. 

(1.35) 


Die Gin. (1.32) und (1.33) sind beide richtig. Die Gin. 
(1.34) und (1.35) sind nur dann richtig, wenn a und ß 
verschwinden. Wir sehen also, daß die Überlagerung zwei¬ 
er Lösungen dann und nur dann wieder eine Lösung ist, 
wenn die Gleichung linear ist. 

Die Eigenschaft, daß die Überlagerung zweier Lösun¬ 
gen wieder eine Lösung ist, haben nur lineare homogene 
Gleichungen. Schwingungen, die solchen Gleichungen 


genügen, erfüllen das Überlagerungsprinzip, auch Super- 
positionsprinzip genannt. Wir werden nur solche unter¬ 
suchen. 


Überlagerung von Anfangsbedingungen. Betrachten 
Sie als Beispiel für die Anwendung des Überlagerungs¬ 
prinzips die Bewegung eines Pendels, das kleine Schwin¬ 
gungen ausführt. Nehmen Sie an, man habe eine Lösung 
\pi mit bestimmten Anfangsbedingungen — Auslenkung 
und Geschwindigkeit — sowie eine davon verschiedene 
Lösung \jj 2 mit anderen Anfangsbedingungen gefunden. 
Stellen Sie sich nun vor, wir legen andere (dritte) Anfangs¬ 
bedingungen auf folgende Weise fest: Wir überlagern die 
zu \jji und \jj 2 gehörenden Anfangsbedingungen. Dies be¬ 
deutet, daß wir dem Pendelkörper als Anfangsauslenkung 
die algebraische Summe der Anfangsauslenkungen von \jji 
und \jj 2 geben. Ebenso geben wir dem Pendelkörper als 
Anfangsgeschwindigkeit die algebraische Summe der An- 
fangsgeschwindigkeiten,die zu \jj x und \p 2 gehören. Dann 
ist es leicht, die neue Bewegung aufzufinden. Die Lösung 
i// 3 (t) ist genau die Überlagerung \jji + i// 2 . Den Beweis 
überlassen wir Ihnen. Das Ergebnis gilt nur dann, wenn 
die Pendelschwingungen so klein sind, daß wir die nicht¬ 
linearen Terme in der rücktreibenden Kraft vernachlässi¬ 
gen können. 


Lineare inhomogene Gleichungen. Lineare /«homo¬ 
gene Gleichungen sind Gleichungen, die von \p unabhän¬ 
gige Terme enthalten. Auch sie unterliegen einem - aller¬ 
dings etwas verschiedenartigen - Überlagerungsprinzip. 
Viele physikalische Vorgänge lassen sich ähnlich beschrei¬ 
ben wie der „angetriebene“ harmonische Oszillator, für 
den die Gleichung 


md 2 \p(t) 
dt 2 


= - CiKt) + F(t) 


(1.36) 


gilt. Dabei ist F(t) eine „äußere“, von \jj unabhängige 
Kraft. Das entsprechende Überlagerungsprinzip ist das 
folgende: Stellen Sie sich vor, eine äußere Kraft F x (t) 
allein erzeuge eine Schwingung \Jj { (t), und ebenso erzeuge 
eine andere äußere Kraft F 2 (t) allein eine Schwingung 
\Jj 2 (t). Wirken nun beide Kräfte gleichzeitig, so daß die 
Gesamtkraft gleich der Überlagerung F x (t) + F 2 (t) ist, 
dann ist die entsprechende Schwingung, also die entspre¬ 
chende Lösung von Gl. (1.36), gleich der Überlagerung 
= ^ 1 (t) + ^2 (f)- Wir überlassen Ihnen den Beweis, 
daß dies für die lineare inhomogene Gl. (1.36) gilt, nicht 
aber für eine in i//(t) nichtlineare Gleichung (siehe Auf¬ 
gabe 1.16). 

Die in Abschnitt 1.2 behandelten Systeme sowie unsere 
Beispiele für das Überlagerungsprinzip in diesem Abschnitt 
waren ausschließlich Systeme mit einem Freiheitsgrad. Das 
Überlagerungsprinzip ist jedoch auch auf Systeme mit be¬ 
liebig vielen Freiheitsgraden anwendbar, wenn die Glei¬ 
chungen linear sind. Wir werden es sehr häufig verwenden, 
meist ohne es ausdrücklich zu erwähnen. 
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• Beispiel: 5. Sphärisches Pendel. Als Beispiel für die 
Anwendung des Überlagerungsprinzips bei zwei Freiheits¬ 
graden betrachten wir die Bewegung eines Pendels, das 
aus einem Pendelkörper mit der Masse m und einer Schnur 
mit der Länge / besteht. Das Pendel kann in jeder belie¬ 
bigen Richtung frei schwingen. Es heißt sphärisches Pen¬ 
del. Im Gleichgewicht hängt die Schnur senkrecht, also 
in z-Richtung, und der Pendelkörper befindet sich an der 
Stelle x = y = 0. Für genügend kleine Auslenkungen x 
und y können Sie leicht zeigen, daß x(t) und y(t) die 
Differentialgleichungen 


d 2 x 
m dt 2 

mg 

X 

(1.37) 

d 2 y 
m dt 2 

mg 

___y 

(1.38) 


erfüllen. Diese beiden Gleichungen sind „nicht gekoppelt“ 
Darunter verstehen wir, daß die x-Komponente der Kraft 
nicht von y, sondern nur von x abhängt und umgekehrt. 
Gl. (1.37) enthält also y nicht, ebenso wie Gl. (1.38) 
x nicht enthält. Die Gin. (1.37) und (1.38) können un¬ 
abhängig voneinander gelöst werden und ergeben 

x(t) = Ai cos(cot + tpi) (1-39) 

y(t) = A 2 cos (cot + tp 2 ) (1-40) 

mit 



Die Konstanten , A 2 , ^ und tp 2 werden durch die An¬ 
fangsbedingungen für Auslenkung und Geschwindigkeit 
in x- und y-Richtung bestimmt. Die vollständige Bewe¬ 
gung kann man sich nun als Überlagerung der Bewegung 
xx(t) und y y(t) denken, wobei x und y Einheitsvektoren 
sind. Die Nützlichkeit des Überlagerungsprinzips liegt 
darin, daß wir die Lösungen für die Bewegungen in x- 
und y-Richtung getrennt herleiten können und diese dann 
nur einander zu überlagern brauchen, um die vollständige 
Bewegung in beiden Freiheitsgraden zu erhalten. • 






1.4. Freie Schwingungen von Systemen mit zwei 
Freiheitsgraden 

In der Natur gibt es viele interessante Beispiele für 
Systeme mit zwei Freiheitsgraden. Zu den schönsten 
gehören Moleküle und Elementarteilchen, im besonderen 
die neutralen K-Mesonen. Zu ihrer Untersuchung benötigt 
man die Quantenmechanik. Einige einfachere Beispiele 
sind: ein Doppelpendel, bei dem ein Pendel an der Decke, 
das andere am Pendelkörper des ersten befestigt ist; zwei 
Pendel, die durch eine Feder gekoppelt sind; eine Feder 
mit zwei Massen; und schließlich zwei gekoppelte LC- 
Kreise (Bild 1.6). Zur Beschreibung des Zustandes eines 


solchen Systems benötigt man zwei Variable, etwa \p a 
und \p b- Bei einem einfachen Pendel z.B., das in jeder 
Richtung frei schwingen kann, wären die „beweglichen 
Teile“ \p a und \p^ die Auslenkungen des Pendels in den 
beiden aufeinander senkrechten horizontalen Richtungen. 
Bei gekoppelten Pendeln wären es die Lagen der Pendel, 
bei zwei gekoppelten Schwingkreisen die Ladungen auf 
den beiden Kondensatoren oder die Ströme in den 
Kreisen. 

Die allgemeine Bewegung eines Systems mit zwei Frei¬ 
heitsgraden kann sehr kompliziert aussehen. Kein Teil 
führt eine einfache harmonische Bewegung aus. Wir wer¬ 
den jedoch zeigen, daß die allgemeinste Bewegung für 
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zwei Freiheitsgrade und lineare Bewegungsgleichungen 
eine Überlagerung zweier einfacher harmonischer Schwin¬ 
gungen ist, die gleichzeitig ausgeführt werden. Diese bei¬ 
den einfachen harmonischen Schwingungen, die unten 
beschrieben werden, heißen Normalschwingungen oder 
Eigenschwingungen. Durch geeignete Anfangswerte von 
\p a , ^ b , di// a /dt und di// b /dt können wir erreichen, daß 
das System nur die eine oder nur die andere Eigenschwin¬ 
gung ausführt. Die Eigenschwingungen sind also „nicht¬ 
gekoppelt“, obwohl die beweglichen Teile gekoppelt sind. 

Eigenschaften einer Eigenschwingung. Tritt nur eine 
Eigenschwingung auf, so führt jeder Teil eine einfache 
harmonische Bewegung aus. Alle Teile schwingen mit 
derselben Frequenz. Alle gehen gleichzeitig durch ihre 
Gleichgewichtslagen, in denen \p verschwindet. Bei einer 
einzigen Eigenschwingung treten daher niemals verschie¬ 
dene Phasenkonstanten oder Frequenzen auf, es gibt also 
keine Schwingungen der Form i// a (t) = A cos cot und 
i// b (t) = B sin cot (verschiedene Phasenkonstanten) oder 
i// a (t) = A cos co! t und \p b (t) = B cos co 2 1 (verschiedene 
Frequenzen). Vielmehr hat man bei einer Eigenschwin¬ 
gung — die wir Eigenschwingung 1 nennen - 

\p a(t) = Ai COS (co ! t + Vx) , 

Bl 

i// b (t) = Bi cos(w 1 t + i/>i) = —i// a (t), (1.41) 

also dieselbe Frequenz und dieselbe Phasenkonstante für 
beide Freiheitsgrade, d.h. für beide beweglichen Teile. 
Analog vollführen bei Eigenschwingung 2 die beiden Frei¬ 
heitsgrade a und b die Bewegung 

^a(t) = A 2 COs(co 2 t + i/> 2 ) , 

B 2 

i// b (t)= B 2 cos(w 2 t + ./> 2 ) = — i// a (t) . (1.42) 

a 2 

Jede Eigenschwingung hat ihre eigene charakteristische 
Frequenz: Eigenschwingung 1 hat die Frequenz co!, 
Eigenschwingung 2 die Frequenz co 2 . Auch hat das Sy¬ 
stem in jeder der Eigenschwingungen eine charakteristi¬ 
sche „Form“ oder „Gestalt“, die durch das Verhältnis 
der Bewegungsamplituden der beweglichen Teile be¬ 
stimmt wird. Dieses ist A x /Bj für Eigenschwingung 1, 
A 2 /B 2 für Eigenschwingung 2. Beachten Sie, daß bei 
einer Eigenschwingung das Verhältnis \p a (t)/\p b (t) kon¬ 
stant, also zeitunabhängig ist. Es ist gleich dem entspre¬ 
chenden Verhältnis Ai/Bi oder A 2 /B 2 . Diese Verhält¬ 
nisse können positiv oder negativ sein. 

Wie wir zeigen werden, ist die allgemeinste Bewegung 
des Systems einfach eine Überlagerung, bei der beide 
Eigenschwingungen gleichzeitig auftreten: 

\p a ( t) = Ai cos(coi t + ) + A 2 cos(co 2 1 + y 2 ) , 

i// b (t) ?= Bi cos(coi t + ^i) + B 2 cos(co 2 t + <p 2 ). 

Betrachten wir einige spezielle Beispiele. 


• Beispiele: 6. Einfaches sphärisches Pendel. Dieses 
Beispiel ist fast zu einfach, denn es vermittelt keinen 
rechten Einblick in die Vielfalt der allgemeinen Bewegung 
nach Gl. (1.43). Die beiden Eigenschwingungen in x- bzw. 
y-Richtung haben nämlich dieselbe Frequenz co 2 = g//. 
Anstelle von Überlagerungen der Gin. (1.43) mit zwei 
verschiedenen Frequenzen erhalten wir die einfacheren 
Ergebnisse der Gin. (1.39) und (1.40), nämlich 

x(t) = l// a (t) = Al cos(c0i t + ^i), GOl = CO , 

y(t) = i// b (t) = B 2 cos (go 2 t + ), co 2 — co i — co. 

(1.44) 

Dabei haben wir die Gin. (1.44) so angeschrieben, daß 
ihre Ähnlichkeit mit Gl. (1.43) zum Ausdruck kommt. 

Es ist ein Ausnahmefall, wenn die beiden Eigenschwin¬ 
gungen dieselbe Frequenz haben. Sie heißen dann „ent¬ 
artet“. • 


• 7. Zweidimensionaler harmonischer Oszillator. In 
Bild 1.7 zeigen wir eine Masse m, die sich in der xy-Ebene 
frei bewegen kann. Zwei gleichartige masselose Federn 
mit der Federkonstanten Ki, die in x-Richtung liegen, 
sowie zwei gleichartige masselose Federn mit der Feder¬ 
konstanten K 2 , die in y-Richtung liegen, verbinden die 
Masse mit den Wänden. In der Näherung kleiner Schwin¬ 
gungen, bei der wir x 2 /a 2 , y 2 /a 2 und xy/a 2 vernachlässi¬ 
gen, werden wir zeigen, daß die x-Komponente der rück¬ 
treibenden Kraft ausschließlich von den beiden Federn 
mit Ki heriührt. Ebenso rührt die y-Komponente der 
rücktreibenden Kraft nur von den Federn mit K 2 her. 

Dies können Sie beweisen, indem Sie F x und F y exakt 
anschreiben und dann nichtlineare Terme weglassen. Es 
ist aber einfacher so einzusehen: Beginnen Sie bei der 
Gleichgewichtslage in Bild 1.7a. Denken Sie sich eine 
kleine Verschiebung x von m in der positiven x-Richtung. 
Die in dieser Stellung auftretende rücktreibende Kraft ist 
nach Bild 1.7 

F x = - 2KjX , F y = 0. 

Führen Sie dann, beginnend vom Endpunkt der ersten 
Verschiebung, eine weitere kleine Verschiebung y aus, 
diesmal jedoch in der positiven y-Richtung. Uns interes¬ 
siert, ob sich F x ändert. Die Federn mit K x werden um 
ein kleines Stück proportional y 2 länger, doch vernach¬ 
lässigen wir dies. Die Längenänderung der Federn mit K 2 
ist proportional y — die eine wird kürzer, die andere 
länger. Die Projektion ihrer Kraft auf die x-Achse ist 
jedoch auch proportional x. Wir vernachlässigen das Pro¬ 
dukt xy. Also bleibt F x ungeändert. Eine analoge Schluß¬ 
folgerung gilt für F y . Wir erhalten also die beiden linearen 
Gleichungen 

d 2 x d 2 y 

m - 7 -j- = — 2KiX und m^f=-2K 2 y (1.45) 
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Bild 1.7. Zweidimensionaler harmonischer Oszillator 
a) Gleichgewicht, b) beliebige Lage 


mit den Lösungen 

x = A 1 cos(co 1 1 + tfx), 
y = B 2 cos(cü 2 t + y> 2 ), 


LOl 


(jö\ 


2 Ki 



m 


(1.46) 


Wir sehen, daß die Bewegungen in x- und y-Richtung 
nicht gekoppelt sind und daß jede von ihnen eine harmo¬ 
nische Schwingung mit einer eigenen Frequenz ist. Die x- 
Bewegung entspricht also der einen Normalschwingung, 
die y-Bewegung der anderen. Die x-Eigenschwingung hat 
die Amplitude A x und die Phasenkonstante , die beide 
nur von den Anfangswerten x(0) und x(0) abhängen, also 
von der Auslenkung und Geschwindigkeit in x-Richtung 
zur Zeit t = 0. Analog hat die y-Eigenschwingung die 
Amplitude B 2 und die Phasenkonstante y> 2 , die nur von 
den Anfangswerten y(0) und y(0) abhängen. • 


Normalkoordinaten. Beachten Sie, daß unsere völlig 
allgemeine Lösung (1.46) noch nicht die allgemeine Ge¬ 
stalt der Gin. (1.43) aufweist. Wir haben nämlich Glück 
gehabt! Unsere natürliche Wahl von x und y in Richtung 
der Federn lieferte uns die ungekoppelten Gin. (1.45), 
von denen jede einer Eigenschwingung entspricht. In 
Bezug auf die Gin. (1.43) haben wir und i// b günstig 
gewählt, so daß A 2 und B 2 identisch Null wurden. Unsere 
glückliche Wahl der Koordinaten lieferte uns sogenannte 
Normalkoordinaten , in diesem Beispiel x und y. 

Nehmen Sie an, wir hätten nicht soviel Glück oder 
Verstand gehabt, sondern hätten ein Koordinatensystem 
x' und y' ausgesucht, das, wie in Bild 1.8 dargestellt, aus 


x und y durch eine Drehung um den Winkel a hervorgeht. 
Aus dem Bild ersehen wir, daß die Normalkoordinaten x 
und y Linearkombinationen der Koordinaten x' und y ; 
sind. Hätten wir statt der „geschickten“ Koordinaten x 
und y die „ungeschickten“ x' und y' verwendet, so hätten 
wir statt der ungekoppelten Gin. (1.45) zwei „gekoppelte“ 
Differentialgleichungen erhalten, die beide sowohl x' als 
auch y enthalten hätten. 

Bei den meisten Aufgaben mit zwei Freiheitsgraden 
ist es nicht leicht, die Normalkoordinaten „durch Hin¬ 
sehen“ zu finden, wie wir es bei dem vorliegenden Bei¬ 
spiel getan haben. Daher sind die Bewegungsgleichungen 
der verschiedenen Freiheitsgrade gewöhnlich gekoppelt. 
Ein Weg zur Lösung dieser beiden gekoppelten Differen¬ 
tialgleichungen ist das Aufsuchen neuer Variablen, die 
Linearkombinationen der alten „ungeschickten“ Koor¬ 
dinaten sind und für die ungekoppelte Bewegungsglei¬ 
chungen gelten. Die neuen Variablen heißen dann „Nor¬ 
malkoordinaten“. Bei dem vorliegenden Beispiel wissen 
wir, wie die Normalkoordinaten bei gegebenen „unge¬ 
schickten“ Koordinaten x und y zu finden sind. Drehen 
Sie einfach das Koordinatensystem so, daß Sie x und y 
als Linearkombinationen von x und y' erhalten. Bei einer 
allgemeineren Aufgabe müßten wir eine allgemeinere li¬ 
neare Koordinatentransformation ausführen, nicht bloß 
eine einfache Drehung. Dies wäre z.B. der Fall, wenn die 
Federpaare in Büd 1.7 nicht aufeinander senkrecht 
stünden. 

Systematische Lösung für Eigenschwingungen. Ohne 
ein bestimmtes physikalisches System im Auge zu haben, 
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Bild 1.8 

Koordinatendrehung 


nehmen wir an, wir hätten zwei gekoppelte lineare homo- 


gene Gleichungen erster Ordnung in den „ungeschickten“ 
Koordinaten x und y gefunden: 

d 2 x 

-^2" = -anX-a 12 y 

(1.47) 

d 2 y 

"j^ 2 " - ~ a 2 1 X _ a 2 2 y • 

(1.48) 


Nun nehmen wir an , das System schwinge in einer Eigen¬ 
schwingung allein. Wir gehen also davon aus, beide Frei¬ 
heitsgrade — x und y — schwingen harmonisch mit der¬ 
selben Frequenz und derselben Phasenkonstanten. Das 
heißt, wir hätten 

x = A cos (cot + y>), y = Beos (cot + y>) , (1-49) 

wobei co und B/A noch unbekannt sind. Dann gilt 

d 2 X 2 1 /, 

-^- = -co 2 x, -jp- = - oj y. (1.50) 


Setzen wir die Gin. (1.50) in die Gin. (1.47) und (1.48) 
ein und ordnen wir diese um, so erhalten wir zwei homo¬ 
gene lineare Gleichungen in x und y: 

(a u -GL> 2 )x + a 12 y = 0, (1.51) 

a 2 ix + (a 22 ~co 2 )y = 0. (1-52) 


Die Gin. (1.51) und (1.52) liefern beide das Verhältnis y/x: 

,2 _ . 

(1.53) 


y 

X 


CO 


a l 1 


a 12 


y _ a 2 1 

x co 2 a 22 


(1.54) 


Aus Konsistenzgründen müssen die Gin. (1.53) und (1.54) 
dasselbe Ergebnis liefern. Das gibt die Bedingung 

co 2 - an a 2 1 

a i 2 co 2 — a 22 ’ 
d.h. 


( a ll ^ 2 )( a 22 <^ 2 ) a 21 a 12 0 . (1.55) 


Man kann Gl. (1.55) auch erhalten, indem man das Ver¬ 
schwinden der Koeffizientendeterminante der linearen 
homogenen Gin. (1.51) und (1.52) fordert: 

312 1 = (a u - w 2 )(a 22 -oj 2 ) 


an - co 
a 2 1 


a 22 co 


a 2 1 a 1 2 “ 0 . 


(1.56) 


Die Gl. (1.55) bzw. Gl. (1.56) ist in der Variablen co 2 qua¬ 
dratisch. Sie hat zwei Lösungen, co 2 und co 2 . Wir haben 
also folgendes gefunden: Die Annahme, daß eine Eigen¬ 
schwingung allein auftritt, kann auf genau zwei Arten 
realisiert werden. Die Frequenz der Eigenschwingung 1 
ist co!, die der Eigenschwingung 2 ist co 2 . Die Gestalt 
von x und y in der Eigenschwingung 1 erhält man durch 
Einsetzen von co 2 = co 2 in eine der beiden Gin. (1.53) und 
(1.54) - diese sind wegen Gl. (1.56) gleichwertig. Also 
gilt 

/y\ _/B\ _ Bl co? -a u 

^^Eigen- \^/E igen- Aj a 12 

Schwingung 1 Schwingung 1 (1.57a) 


Analog gilt 

/ y \ / B \ _ B 2 ^2 ~ a n 

\ /Eigen- \A/Eig en . A 2 a l2 

Schwingung 2 Schwingung 2 (1.5 7b) 
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Haben wir die Eigenfrequenzen co i und co 2 sowie die 
Amplitudenverhältnisse Bi/Ai undB 2 /A 2 einmal gefun¬ 
den, so können wir die allgemeinste Überlagerung der 
beiden Eigenschwingungen wie folgt schreiben: 


x(t) = Xi(t) + x 2 (t) = Al cos(co! t + yq) 

+ A 2 cos(o; 2 t + yj 2 ) , (1.58) 


y(t) = 


B t 


B 2 

Ai cos(cji t + ^i) + T“ A 2 cos(co 2 1 + y> 2 ) 


= BiCosOjüi t + $i) + B 2 cos(co 2 t + y> 2 ). (1.59) 


Beachten Sie: Während wir in Gl.(1.58) Ai,yi, A 2 und 
y> 2 völlig frei gewählt hatten, hatten wir beim Schreiben 
der Konstanten in Gl. (1.59) überhaupt keine Freiheit 
mehr, da yq und y> 2 schon festgelegt waren und wir die 
Gin. (1.57) befriedigen mußten. 

Die allgemeine Lösung der Gin. (1.47) und (1.48) ist 
eine Überlagemng zweier beliebiger voneinander unab¬ 
hängigen Lösungen, die die durch x(0), x(0), y(0) und y(0) 
vorgegebenen Anfangsbedingungen erfüllen. Eine Über¬ 
lagemng der beiden Eigenschwingungen mit den durch 
die Anfangsbedingungen festgelegten vier Konstanten 
Ai, , A 2 und y> 2 ist eine solche Lösung. Daher kann die 

allgemeine Lösung immer als Überlagemng der Eigen¬ 
schwingungen geschrieben werden. 


• Beispiele: 8. Longitudinale Schwingungen zweier 
gekoppelter Massen. Das betrachtete System ist in Büd 1.9 
dargestellt. Die beiden Massen m gleiten auf einem rei¬ 
bungsfreien Tisch. Die drei gleichartigen Federn sind mas¬ 
selos und haben die Federkonstante K. Wir überlassen die 
systematische Lösung dem Leser (Aufgabe 23), doch 
versuchen wir hier, die Eigenschwingungen zu erraten. 

Wir wissen, es muß zwei Eigenschwingungen geben, 


da zwei Freiheitsgrade vorhanden sind. In einer Eigen¬ 
schwingung führt jeder bewegte Teil, also jede Masse, eine 
harmonische Bewegung aus. Das heißt, daß jeder bewegte 
Teil mit derselben Frequenz schwingt, daß also die rück¬ 
treibende Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Einheits¬ 
masse für beide Massen dieselbe ist. Wir haben im Ab¬ 
schnitt 1.2 gelernt, daß co 2 die rücktreibende Kraft pro 
Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse ist. Das güt 
für jeden bewegten Teü, sei er nun ein eigenes isoliertes 
System mit einem Freiheitsgrad oder Teü eines größeren 
Systems. Es ist nur gefordert, daß er eine harmonische 
Schwingung mit einer einzigen Frequenz ausführe. 

Bei dem vorliegenden Beispiel sind die Massen gleich. 
Wir brauchen daher nur nach solchen Konfigurationen zu 
suchen, bei denen beide Massen dieselbe rücktreibende 
Kraft pro Einheitsauslenkung erfahren. Wir vermuten, 
daß die Auslenkungen dieselben sein könnten, und prüfen 
nach, ob es so geht: Nehmen Sie an, wir beginnen bei 
der Gleichgewichtslage und verschieben beide Massen um 
dasselbe Stück nach rechts. Wirkt auf beide Massen die¬ 
selbe rücktreibende Kraft ? Beachten Sie, daß die mitt¬ 
lere Feder dieselbe Länge wie im Gleichgewicht hat, so 
daß sie auf keine der Massen eine Kraft ausübt. Die linke 
Masse wird nach links gezogen, weü die linke Feder aus¬ 
gedehnt ist. Die rechte Masse wird mit derselben Kraft 
nach links gedrückt, da die rechte Feder um dasselbe Stück 
zusammengepreßt ist. Wir haben also eine Eigenschwin¬ 
gung entdeckt! 

Eigenschwingung 1: 

^a(t) = <^b(t), W? = . (1.60) 

Die Frequenz = K/m in Gl. (1.60) kommt daher, daß 
jede der Massen genauso schwingt, als wäre die mittlere 
Feder nicht vorhanden. 


Bild 1.9 

Longitudinale Schwingungen 

a) Gleichgewicht 

b) beliebige Lage 





14 


1. Freie Schwingungen einfacher Systeme 




iß) 


i , I 1 i 




hi^en- 
schwin- 
gm£ 1 


.1« WOTffifYfa 




nmniiDTO- ££»- 




Lj 

~ % 


|urtg t. 


Büd 1.10 

Eigenschwingungen der longitudinalen 
Schwingung 

a) Eigenschwingung mit niedrigerer 
Frequenz 

b) Eigenschwingung mit höherer 
Frequenz 


Versuchen wir nun, die zweite Eigenschwingung zu 
erraten. Aus Symmetriegründen vermuten wir eine Eigen¬ 
schwingung für den Fall, daß sich a und b entgegengesetzt 
bewegen. Bewegt sich a um ein Stück i// a nach rechts 
und b um ein gleich großes Stück nach links, so erfahren 
beide dieselbe rücktreibende Kraft. Daher güt für die 
zweite Eigenschwingung \jj b = - i// a . Die Frequenz co 2 
kann man finden, indem man eine einzelne Masse betrach¬ 
tet und ihre rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung 
und pro Einheitsmasse ermittelt. Betrachten Sie die linke 
Masse a. Sie wird durch die linke Feder mit einer Kraft 
F z = - Ki// a nach links gezogen, durch die mittlere Feder 
hingegen mit einer Kraft F z = - 2 Ki// a nach links gedrückt. 
Der Faktor 2 kommt daher, daß die mittlere Feder um 
ein Stück 2t// a zusammengepreßt ist. Die Nettokraft für 
eine Auslenkung t// a ist also —3Kt// a , die rücktreibende 
Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse 
3K/m: 

Eigenschwingung 2: 

'l' 3 = ~'Pb> w 2 = m^- C 1 - 61 ) 


Wir erhalten also die gewünschten ungekoppelten Glei¬ 
chungen, wenn wir die Bewegungsgleichungen einmal 
addieren und einmal subtrahieren. Durch Addition der 
Gin. (1.62) und (1.63) ergibt sich: 

m Oa + '/ / b)= -K(i// a + i// b ). (1-64) 


Durch Subtraktion der Gl. (1.63) von der Gl. (1.62) 
erhalten wir 


m - 


d 2 (^ a ~ ^b) 
dt 2 


= -3K(i// a - * b ). 


(1.65) 


Die Gin. (1.64) und (1.65) sind ungekoppelte Gleichungen 
in den Variablen t// a + \p b und t// a - \p b mit den Lösungen 


+ = Mt) = A 1 COs(co 1 t + ^i) 


^a“^b = ^ 2 (t) = A 2 COS(co 2 t + ^ 2 ) 


oj\ 


K 

m’ 


col 


( 1 . 66 ) 

3 K 
m ’ 


(1.67) 


Die Eigenschwingungen sind in Bild 1.10 dargestellt. 

Wir werden diese Aufgabe nochmals durch Aufsuchen 
der Normalkoordinaten, also der „geschickten“ Koordi¬ 
naten, lösen. Die „geschickten“ Koordinaten sind immer 
eine solche Linearkombination von gewöhnlichen „un¬ 
geschickten“ Koordinaten, daß man statt zweier gekoppel¬ 
ter linearer Gleichungen zwei ungekoppelte erhält. Aus 
Büd 1.9b ersehen wir leicht, daß in einer beliebigen Lage 
folgende Bewegungsgleichungen gelten: 

d 2 t// a 

m-^ = -K4/ a + K(4/ b - t// a ), (1.62) 

d 2 \p b 

* a )-K* b . (1.63) 


wobei A! und Amplitude und Phasenkonstante der 
Eigenschwingung 1, A 2 und <p 2 Amplitude und Phasen¬ 
konstante der Eigenschwingung 2 sind. Wir sehen, daß 
\p ! (t) der Bewegung des Schwerpunkts entspricht, da 
^(i//a + i// b )die Lage des Schwerpunkts ist. Wir hätten 
Gl. (1.64) durch 2 dividieren und \pi als Lage des Schwer¬ 
punkts definieren können. Der Proportionalitätsfaktor - 
ist unwichtig. Wir sehen ferner, daß \p 2 die Kompression 
der mittleren Feder ist, oder anders ausgedrückt, die rela¬ 
tive Verschiebung der beiden Massen. Hätten wir genügend 
Geschick besessen, so wäre unsere Wahl gleich auf \p ! 
und \p 2 gefallen, denn die Bewegung des Schwerpunkts 
und die „innere Bewegung“, d.h. die Relativbewegung 
der beiden TeÜe, sind physikalisch interessante Variable. 



1.4. Freie Schwingungen von Systemen mit zwei Freiheitsgraden 
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Oft ist es nicht so leicht, eine einfache physikalische Deu¬ 
tung für die Normalkoordinaten zu finden. So werden 
wir uns in der Regel an unsere „ungeschickten“ Koordi¬ 
naten halten, auch wenn wir die Eigenschwingungen ge¬ 
funden haben, einfach weil wir sie am besten verstehen. 

Bei dem vorliegenden Beispiel haben wir die Normal¬ 
koordinaten \p i und i// 2 gefunden, doch kommen wir 
nun wieder zu den uns geläufigeren Koordinaten i// a und 
i// b zurück. Als Lösung der Gin. (1.66) und (1.67) finden 
wir 

2i// a = Axcos^it+ ^i) + A 2 cos(cL> 2 t + ^2) (1.68) 

2i// b = Ai cos(cl>! t + - A 2 cos(co 2 t + i/? 2 ). (1.69) 

Beachten Sie, daß bei alleinigem Auftreten der Eigen¬ 
schwingung 1 die Konstante A 2 verschwindet und nach 
den Gin. (1.68) und (1.69) die Beziehung i// b = \jj a gilt. 
Ähnlich gelten bei Eigenschwingung 2 die Beziehungen 
Ai = 0 und i// b = - \p a . Das haben wir schon früher - in 
den Gin. (1.60) und (1.61) - gefunden. • 


• 9. Transversale Schwingungen zweier gekoppelter 
Massen. Das System ist in Büd 1.11 dargestellt. Die 
Schwingungen sollen nach Voraussetzung auf die Bild¬ 
ebene beschränkt bleiben. Daher sind genau zwei Frei¬ 
heitsgrade vorhanden. Die drei gleichartigen masselosen 
Federn haben eine Ruhlänge a 0 , die kleiner als die Gleich¬ 
gewichtsentfernung a der Massen ist. Die Federn sind da¬ 
her alle gedehnt. Ist das System in seiner Gleichgewichts¬ 
lage (Bild 1.1 la), dann üben die Federn den Zug T 0 aus. 

Wegen der Symmetrie des Systems lassen sich die 
Eigenschwingungen leicht erraten. Sie sind in Bild 1.11 
dargestellt. Als tiefere oder untere Eigenschwingung be¬ 
zeichnet man diejenige mit der niedrigeren Frequenz, d.h. 
die mit der kleineren rücktreibenden Kraft pro Einheits¬ 
auslenkung und pro Einheitsmasse für jede der Massen. 

Bei ihr wird die mittlere Feder niemals zusammengedrückt 
oder ausgedehnt (Bild 1.11c). Man erhält daher die Fre¬ 
quenz, wenn man eine der Massen für sich betrachtet, 
wobei die rücktreibende Kraft nur von jener Feder her- 
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Bild 1.11. Transversale Schwingungen 

a) Gleichgewicht, b) beliebige Lage, c) Eigenschwingung mit niedrigerer Frequenz, d) Eigenschwingung mit höherer 
Frequenz 
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rührt, die sie mit der Wand verbindet. Sowohl für stark 
gedehnte Federn — Länge der ungedehnten Feder gleich 
Null — als auch für die Näherung für kleine Schwingun¬ 
gen — Auslenkungen sehr klein gegenüber der Entfernung 
a - werden wir gleich zeigen, daß die Auslenkung \p a der 
linken Masse eine rücktreibende Kraft T 0 (^ a /a) der lin¬ 
ken Feder hervorruft. Folglich ist in dieser Eigenschwin¬ 
gung die rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung und 
pro Einheitsmasse, , durch 


Eigenschwingung 1: 


co? = 


To 
ma ’ 




= + 1 


(1.70) 


gegeben. Um dies einzusehen, betrachten wir zuerst die 
Näherung für stark gedehnte Federn (Abschnitt 1.2). In 
dieser ist der Zug T um den Faktor //a größer als T 0 , wo¬ 
bei / die Federlänge und a die Gleichgewichtslänge ist 
(Bild 1.11a). Die Feder erzeugt eine transversale rück¬ 
treibende Kraft, die gleich der Spannung T mal dem Sinus 
des Winkels zwischen Feder und Gleichgewichtsrichtung 
der Feder ist, d.h. die rücktreibende Kraft ist 
Nun güt aber T = T 0 (//a). Also ist die rücktreibende Kraft 
Tot^a/a), woraus Gl. (1.70) folgt. Betrachten wir nun 
die Nähemng für kleine Schwingungen (Abschnitt 1.2). 

In dieser vernachlässigt man den Längenzuwachs der Fe¬ 
der, da der Unterschied zur Gleichgewichtslänge a nur 
von der Größenordnung a(i// a /a) 2 ist und daher auch das 
Anwachsen des Zuges vemachlässigbar ist. Der Zug ist 
also bei einer Auslenkung igleich T 0 . Die rücktreibende 
Kraft ist gleich dem Zug T 0 mal dem Sinus des Winkels 
zwischen Feder und Gleichgewichtsachse. Dieser Winkel 
darf als „klein“ angesehen werden, da die Schwingungen 
klein sind. Dann ist aber der Winkel — in Radian - gleich 
seinem Sinus, also i// a /a. Daher ist die rücktreibende Kraft 
T 0 (^ a / a ) 5 woraus Gl. (1.70) folgt. 

Analog können wir die Frequenz der Eigenschwingung 2 
(Bild 1.11 d) auf folgende Weise erhalten: Betrachten Sie 
die linke Masse. Die von der linken Feder erzeugte rück¬ 
treibende Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Einheits¬ 
masse ist T 0 = m/a, wie wir soeben bei Eigenschwingung 1 


gesehen haben. Bei Eigenschwingung 2 „hilft“ die mittlere 
Feder der linken Feder und erzeugt tatsächlich eine dop¬ 
pelt so große lücktreibende Kraft wie die linke Feder. 

Dies ist in der Näherung für kleine Schwingungen leicht 
zu sehen: Der Zug ist bei beiden Federn T 0 , doch schließt 
die mittlere Feder mit der Achse einen doppelt so großen 
Winkel ein wie die Feder am Ende, so daß sie eine doppelt 
so große transversale Kraftkomponente erzeugt. Die ge¬ 
samte rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung und 
pro Einheitsmasse ist daher durch 


Eigenschwingung 2: 

2 _ To 2 T o _ 2 Tp \p b 

~ ma + ma ma ’ ^ 

gegeben. 


(1.71) 


Beachten Sie: In der Näherung für stark gedehnte 
Federn, bei der die Beziehung T 0 = K(a - a 0 ) zu T 0 = Ka 
wird, sind die Frequenzen für transversale Eigenschwin¬ 
gungen (Gin. (1.70) und (1.71)) dieselben wie für longi¬ 
tudinale Schwingungen (Gin. (1.60) und (1.61)). Es liegt 
also Entartung vor. Diese Entartung tritt bei der Nähemng 
für kleine Schwingungen, bei denen a 0 nicht gegenüber a 
vernachlässigt werden darf, nicht auf. 


Wären die Eigenschwingungen nicht so leicht zu erra¬ 
ten gewesen, so hätten wir die Bewegungsgleichungen für 
die beiden Massen a und b angeschrieben und hätten mit 
den Gleichungen weitergearbeitet statt mit einem gedach¬ 
ten Bild von dem physikalischen System selbst. Doch das 
werden wir Ihnen überlassen (Aufgabe 1.20). • 


• 10. Zwei gekoppelte LC-Kreise. Betrachten Sie das 
in Bild 1.12 dargestellte System, um die „Bewegungs“- 
Gleichungen aufzufinden - in diesem Falle für die Bewe¬ 
gung der Ladungen. Die an der linken Induktivität anlie¬ 
gende elektromotorische Kraft (EMK) ist L dl a /dt. Eine 
positive Ladung Q x auf dem linken Kondensator erzeugt 
eine EMK von C" 1 Qi, die — bei unseren Vorzeichen¬ 
vereinbarungen - bestrebt ist, I a zu vergrößern. Eine po¬ 
sitive Ladung Q 2 auf dem mittleren Kondensator erzeugt 
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Bild 1.12 

Zwei gekoppelte LC-Kreise mit beliebigen Ladun¬ 
gen und Strömen. Der Pfeil definiert die positive 
Stromrichtung. 
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eine EMK von C 1 Q 2 , die I a zu vermindern sucht. So 
haben wir für alle Beiträge zu L dl a /dt die Beziehung 


-^ = C- 1 Q 1 -C-‘Q 2 (1.72) 

gefunden. Ähnlich gilt 
L dl b , 

-^ r = C- 1 Q 2 -C- 1 Q 3 . (1.73) 


Wie in Abschnitt 1.2 werden wir den Zustand des Systems 
durch Ströme, nicht durch Ladungen beschreiben. Zu 
diesem Zwecke differenzieren wir die Gin. (1.72) und 
(1.73) nach der Zeit und benützen den Satz von der Er¬ 
haltung der Ladung. Die Differentiation ergibt 


Ld 2 I a 

dt 2 

L d 2 I b 
dt 2 


= C _1 
= C -1 


dQi . dQ 2 

^r~ c ^ ’ 

dQ 3 ^ . dQ 3 

dt ^ dt ' 


(1.74) 

(1.75) 


Aus der Ladungserhaltung folgt 

dQ^ _ dQj dQ i = 

dt la ’ dt la lb ’ dt b 


(1.76) 


Wir setzen die Gin. (1.76) in die Gin. (1.74) und (1.75) 
ein und erhalten die gekoppelten Bewegungsgleichungen 

L d 2 I a 

■ = -C“ 1 I,+C" 1 (I b - I a ) (1.77) 


dt 2 

Ld 2 I b 

dt 2 


= - C _1 (I b - i a ) - C“ 1 1] 


b • 


(1.78) 


Da wir nun die beiden Bewegungsgleichungen haben, 
wollen wir die beiden Eigenschwingungen ermitteln. Wir 
können sie durch Aufsuchen der Normalkoordinaten, 
durch Erraten oder nach der systematischen Methode 
finden (siehe Aufgabe 1.21). Man erhält 

C _1 

Eigenschwingung 1: I a = I b , coi ~ • 

3C-i (1-79) 

Eigenschwingung 2: I a = — I b , co 2 = —-— . 

Beachten Sie, daß der mittlere Kondensator bei Eigen¬ 
schwingung 1 niemals Ladung aufnimmt und daher ent¬ 
fernt werden könnte, ohne daß sich die Bewegung der 
Ladungen ändern würde. Auch haben bei Eigenschwin¬ 
gung 1 die Ladungen Q x und Q 3 immer den gleichen 
Betrag, jedoch entgegengesetzte Vorzeichen. Bei Eigen¬ 
schwingung 2 hingegen haben Qi und Q 3 immer den glei¬ 
chen Betrag und gleiches Vorzeichen, während Q 2 den 
doppelten Betrag, aber entgegengesetztes Vorzeichen hat. • 


Wir haben die drei Beispiele 8 bis 10 für longitudinale 
Schwingungen (Bild 1.10), transversale Schwingungen 
(Bild 1.11) und gekoppelte LC-Kreise (Bild 1.12) gewählt, 
um dieselbe räumliche Symmetrie sowie Bewegungsglei¬ 


chungen und Eigenschwingungen derselben mathemati¬ 
schen Form zu erhalten. Wir haben diese Beispiele auch 
deshalb gewählt, weil sie die naheliegende Verallgemeine¬ 
rung der ähnlichen Systeme mit einem Freiheitsgrad für 
zwei Freiheitsgrade darstellen, also jener Systeme, die wir 
in den Beispielen 2 bis 4 des Abschnitts 1.2 betrachtet 
haben und die in den Bildern 1.3, 1.4 und 1.5 dargestellt 
sind. In Kapitel 2 werden wir dieselben drei Beispiele für 
eine beliebige Anzahl von Freiheitsgraden verallgemeinern. 

1.5. Schwebungen 

Es gibt viele physikalische Vorgänge, bei denen die 
Bewegung eines bestimmten Teiles eine Überlagemng 
zweier harmonischer Schwingungen mit verschiedenen 
Kreisfrequenzen co i und co 2 ist. Z.B. können die harmo¬ 
nischen Schwingungen mit den Eigenschwingungen eines 
Systems mit zwei Freiheitsgraden zusammenfallen. In 
einem anderen Fall können die beiden harmonischen 
Schwingungen von Kräften herrühren, die durch zwei von¬ 
einander unabhängig schwingende ungekoppelte Systeme 
erzeugt werden. Ein Beispiel dafür sind zwei Stimmgabeln 
verschiedener Frequenz. Jede erzeugt ihren eigenen „Ton“, 
indem sie harmonische Druckschwankungen an der Gabel 
hervorruft, die sich als Schall in der Luft ausbreiten. Die 
Bewegung, zu der Ihr Trommelfell angeregt wird, ist die 
Überlagemng zweier harmonischer Schwingungen. 

Alle diese Beispiele werden mathematisch gleich behan¬ 
delt. Der Einfachheit halber nehmen wir an, die beiden 
harmonischen Schwingungen hätten dieselbe Amplitude 
sowie dieselbe Phasenkonstante, die wir Null setzen. Dann 
schreiben wir die Überlagemng \jj der beiden harmonischen 
Schwingungen \pi und \p 2 : 

l//! — A COS CO ! t, \jj 2 - Acosco 2 t, (1.80) 

\jj - ^1 + ^2 = AcOSCOi t + Acosco 2 t. (1-81) 

Modulation. Wir geben nun der Gl. (1.81) eine interes¬ 
sante Gestalt. Dazu definieren wir eine „mittlere“ Fre¬ 
quenz co mit und eine „Modulations“-Kreisfrequenz co mod : 

^mit = + W 2 ), Wmod = |(Wi — C0 2 ). (1.82) 

Summe und Differenz dieser beiden Gleichungen ergeben 

k-h ~ ^mit + w mod > w 2 ~ ^Omit ~ ^Omod • (1-83) 
Dann können wir Gl. (1.81) in co mit und co mod schreiben: 

\jj = A cos co 1 1 + A cos co 2 1 
— A cos(co m jtt + co mod t) + A cos(co m j t t — co mod t) 

= [ 2 A cos co mod t] cos co mit t, 
d.h. 

^ “ A mod (t) cosco mit t, (1.84) 

wobei 

AmodO) = 2 Acos co mod t. (1.85) 


3 Berkeley Physik Kurs III 
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Wir können die Gin. (1.84) und (1.85) so deuten, daß sie 
eine Schwingung mit der Kreisfrequenz co mit darstellen, 
deren Amplitude A mo d nicht konstant ist, sondern sich 
gemäß Gl. (1.85) mit der Zeit ändert. Die Gin. (1.84) und 
(1.85) gelten streng. Es ist jedoch dann am vorteilhafte¬ 
sten, die Überlagerung Gl. (1.81) in der Form der Gin. 

(1.84) und(1.85)zu schreiben, wenncoi und co 2 von ver¬ 
gleichbarer Größe sind. Dann ist die Modulationsfrequenz 
klein gegenüber der mittleren Frequenz 

Wi«o; 2 ; co mod « w mit . 

In diesem Falle ändert sich die Modulationsamplitude 
Amod(t) während einiger der sogenannten „raschen“ 
Schwingungen von cosco m j t t nur wenig, weshalb Gl. 

(1.84) einer „fast harmonischen“ Schwingung mit der 
Frequenz co mit entspricht. Ist A mo d streng konstant, so 
stellt Gl. (1.84) selbstverständlich eine streng harmonische 
Schwingung mit der Kreisfrequenz co^t dar. Dann güt 
comit = ^i - co 2 , da A mo d nur dann konstant ist, wenn 
co mo d verschwindet. Unterscheiden sich coi und co 2 nur 
wenig, so heißt die Überlagerung der beiden streng har¬ 
monischen Schwingungen mit coi und co 2 eine „fast har¬ 
monische“ oder „fast monochromatische“ Schwingung 
der Frequenz co mit mit langsam sich ändernder Amplitude. 

Fast harmonische Schwingung. Das ist unser erstes 
Beispiel für ein sehr wichtiges und allgemeines Ergebnis, 
dem wir häufig begegnen werden: Zwei oder mehr streng 
harmonische Schwingungen mit verschiedenen Frequen¬ 
zen, Amplituden und Phasenkonstanten überlagern sich 
linear, wobei alle Frequenzen in einem verhältnismäßig 
schmalen Frequenzbereich oder „Frequenzband“ liegen. 
Dies ergibt eine resultierende „fast“ harmonische Schwin¬ 
gung mit einer Frequenz co m it, die irgendwo im Band der 
Schwingungskomponenten liegt, aus denen sich die Über¬ 
lagerung zusammensetzt. Die resultierende Bewegung ist 
keine streng harmonische Schwingung, weü Amplitude 
und Phasenkonstante nicht streng konstant, sondern nur 
„fast konstant“ sind. Ihre Änderung während einer Periode 
der „raschen“ mittleren Schwingung mit der Frequenz 
co mit kann man vernachlässigen, vorausgesetzt, der Fre¬ 
quenzbereich oder die „Bandbreite“ der harmonischen 
Schwingungskomponenten ist klein gegenüber Wir 
werden diese Bemerkungen in Kapitel 6 beweisen. 

Es folgen einige Beispiele für Schwebungen: 

• Beispiel: 11. Schwebungen von zwei Stimmgabeln. 
Erreicht eine Schallwelle Ihr Ohr, so erzeugt sie eine Luft¬ 
druckschwankung am Trommelfell. Es seien \pi und \p 2 
die entsprechenden Beiträge zu dem Überdruck, der 
durch zwei Stimmgabeln 1 und 2 an der Außenseite Ihres 
Trommelfells hervorgerufen wird. Der Überdruck ist 
gleich dem Druck an der Außenseite Ihres Trommelfells 
minus dem Druck an der Innenseite; dieser ist der nor¬ 
male Atmosphärendruck. Die erwähnte Druckdifferenz 
liefert die Kraft, die das Trommelfell in Bewegung setzt. 


Werden beide Gabeln zur gleichen Zeit gleich stark 
angestoßen und gleich weit vom Trommelfell entfernt 
gehalten, so sind die Amplituden und Phasenkonstanten 
bei beiden Überdrücken und \p 2 dieselben, weshalb 
Gl. (1.80) die beiden Dmckbeiträge richtig beschreibt. 

Der Gesamtdruck, der die auf das Trommelfell wirkende 
Gesamtkraft ergibt, ist die Überlagerung \p = i //1 + i // 2 der 
Beiträge von den beiden Gabeln. Er wird entweder durch 
Gl. (1.80) oder durch die Gin. (1.84) und (1.85) angege¬ 
ben. Unterscheiden sich die Frequenzen v x und v 2 der 
beiden Gabeln um mehr als 6 % von ihrem Mittelwert, 
dann ziehen Ihr Ohr und Ihr Gehirn gewöhnlich Gl. (1.81) 
vor. Das heißt, Sie „hören“ den gesamten Schall als zwei 
getrennte Töne mit etwas unterschiedlicher Tonhöhe. 

Ist z.B. v 2 gleich f mal v x , so hören Sie zwei Töne, zwi¬ 
schen denen eine „große Terz“ liegt. Ist v 2 gleich 1,06 
so hören Sie v 2 als einen „um einen Halbton höheren“ 

Ton als v x . Unterscheiden sich jedoch v x und v 2 um 
weniger als etwa 10 Hz, dann erkennen Ihr Ohr und Ihr 
Gehirn sie nicht mehr so leicht als verschiedene Töne — 
das geübte Ohr eines Musikers kann das vielleicht wesent¬ 
lich besser. Dann wird eine Überlagerung der beiden nicht 
mehr als „Akkord“ aus den beiden Tönen v x und v 2 auf¬ 
gefaßt, sondern vielmehr als ein einziger Ton mit der 
Frequenz v m { t und der veränderlichen Amplitude A mo d> 
genauso wie es durch die Gin. (1.84) und (1.85) darge¬ 
stellt wird. 

Empfänger mit einem quadratischen Gesetz. Die Mo¬ 
dulationsamplitude A mo d schwingt mit der Modulations¬ 
frequenz üj> mo d. Jedesmal, wenn co mo dt um 2 tt anwächst, 
vollführt die Amplitude A mo d eine volle Schwingung, 
nämlich die „langsame“ Schwingung mit der Modulations¬ 
frequenz, und kehrt zu ihrem Ausgangswert zurück. Zwei¬ 
mal während der Schwingung ist A mo d Null. In diesen 
Augenblicken hört das Ohr überhaupt nichts, es ist kein 
Schall vorhanden. Dazwischen jedoch hören Sie einen Ton 
mit der mittleren Frequenz. Da cos co mo dt die Werte 
0, +1, 0, -1, 0, +1 usw. annimmt, sehen wir, daß A mo d 
bei zwei aufeinanderfolgenden lauten Abschnitten ent¬ 
gegengesetztes Vorzeichen hat. Das Ohr unterscheidet je¬ 
doch die „zwei Arten“ von lauten Abschnitten nicht, wie 
Sie durch das Experiment mit den Stimmgabeln fest¬ 
stellen können. Das Ohr und das Gehirn unterscheiden 
also nicht zwischen positiven und negativen Werten von 
A mo d- Sie erkennen nur, ob der Betrag von A mo d groß 
- „laut“ - oder klein - „leise“ - ist, d.h. ob das Quadrat 
von A mo d groß oder klein ist. Aus diesem Grunde bezeich¬ 
net man das Ohr im Zusammenwirken mit dem Gehirn 
manchmal als Empfänger mit quadratischem Gesetz. Da 
A^od bei jeder Modulationsschwingung - während co mo dt 
um 2 7 r anwächst — zwei Maxima hat, ist die Wiederkehr¬ 
häufigkeit der Folge „laut, leise, laut, leise, laut, leise,...“ 
doppelt so hoch wie die Modulationsfrequenz. Diese 
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Wiederkehrhäufigkeit für große Werte von A^od heißt 
Schwebungsfrequenz: 

^Schw “ 2 Cüjnod = CVi • (1.86) 

Algebraisch sehen wir dies folgendermaßen: 

^mo d(t) 2Acosco mod t 
[Amod(t)] 2 = 4 A 2 COS 2 COmodt • 

Es ist aber 

cos 2 6 = ^[cos 2 0 + sin 2 0 + cos 2 6 - sin 2 6] 

= ^[1 + cos 26]. 

Also gilt 

[A mo d(t)] 2 = 2 A 2 [ 1 + cos 2 co m0 dt], 
d.h. 

(A mod ) 2 = 2 A 2 [l + coscoschwt]. (1.87) 

Daher schwingt A^od m it der doppelten Modulations¬ 
frequenz, d.h. mit der Schwebungsfrequenz oji - c o 2 , 
um seinen Mittelwert. 


Die Überlagerung zweier harmonischer Schwingungen 
mit fast gleichen Frequenzen zur Erzeugung einer Schwe¬ 
bung ist in Bild 1.13 dargestellt. 

• Beispiele: 12. Schwebungen zwischen zwei Quellen 
sichtbaren Lichts. Im Jahre 1955 führten Forrester, 
Gudmundsen und Johnson ein schönes Experiment durch, 
das Schwebungen zwischen zwei unabhängigen Quellen 
sichtbaren Lichts mit fast gleichen Frequenzen demon¬ 
strierte. 1 ) Als Lichtquellen dienten Gasentladungsröhren, 
in denen Quecksilberatome die helle „grüne Linie“ bei 
v m\t ~ 5,49 • 10 14 Hz ausstrahlten. Die Atome befanden 
sich in einem Magnetfeld. Dieses bewirkte, daß sich die 
grüne Strahlung in zwei benachbarte Frequenzen „auf¬ 
spaltete“, deren Differenz proportional dem Magnetfeld 
war. Die Schwebungsfrequenz war v x - v 2 ^ 10 10 Hz, eine 
typische „Radar“- oder „Mikrowellen“-Frequenz. Als 
Empfänger diente eine Photozelle. Sie lieferte einen Aus- 


1 ) A. T. Forrester, R. A. Gudmundsen und P. O. Johnson, 
„Photoelectric Mixing of incoherent light“, Phys. Rev. 99, 
1691 (1955). 



Bild 1.13. Schwebungen. \p i und \p 2 sind Druckschwankungen am Ohr, die durch zwei Stimmgabeln mit einem Frequenzverhältnis v\/v 2 = 10/9 
erzeugt werden. Der Gesamtdruck ist die Überlagerung \p j + \p 2 » e ine „fast harmonische“ Schwingung mit der Frequenz v m ft und der sich lang¬ 
sam ändernden Amplitude A mo d(t)‘ Die Lautstärke ist proportional (A mo d) 2 und setzt sich aus einer Konstanten - dem Mittelwert - plus einer 
sinusförmigen Änderung mit Schwebungsfrequenz zusammen. Die Schwebungsfrequenz ist die doppelte Modulationsfrequenz. 
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1. Freie Schwingungen einfacher Systeme 




Bild 1.14. Gekoppelte gleichartige Pendel 

a) Gleichgewichtslage 

b) Eigenschwingung mit niedrigerer Frequenz 

c) Eigenschwingung mit höherer Frequenz 


gangsstrom, der dem Quadrat der Modulationsamplitude 
des elektrischen Feldes der Lichtwelle proportional war. 
Es handelte sich also um einen „quadratischen“ Empfän¬ 
ger. Der Photostrom zeigte eine ähnliche Zeitabhängigkeit 
wie die „Lautstärke“ A^od in Bild 1.13. • 


• 13. Schwebungen zwischen den Normalschwingun¬ 
gen zweier schwach gekoppelter gleichartiger Oszillatoren. 
Betrachten Sie das in Bild 1.14 dargestellte System aus 
zwei gleichartigen Pendeln, die durch eine Feder gekop¬ 
pelt sind. Die Eigenschwingungen lassen sich leicht er¬ 
raten, ähnlich wie die longitudinalen Schwingungen der 
gleichartigen Massen in Abschnitt 1.4. Bei Eigenschwin¬ 
gung 1 gilt i// a = i//b- Die koppelnde Feder könnte ebenso¬ 
gut entfernt werden, die riicktreibende Kraft riihrt nur von 
der Schwerkraft her. Die riicktreibende Kraft pro Einheits¬ 
auslenkung und pro Einheitsmasse ist mg0/(/0)m = g//, 
wenn wir Schwingungen kleiner Amplitude annehmen, bei 
denen wir eine lineare riicktreibende Kraft haben. 

g 

Eigenschwingung 1: cof = —, i// a = \jj b . (1.88) 

Für Eigenschwingung 2 gilt i// a = — Betrachten Sie 
den linken Pendelkörper. Die von der Feder herriihrende 
riicktreibende Kraft ist 2 Ki// a . Der Faktor 2 kommt daher, 
daß die Feder bei dieser Eigenschwingung um 2 i// a zu- 
sammengedriickt wird, wenn der Pendelkörper a um ein 
Stück i// a ausgelenkt wird. Die von der Schwerkraft her¬ 
riihrende Kraft ist mg0 =mgi PJL Feder und Schwerkraft 
wirken beide in derselben Richtung. Daher ist die gesamte 
riicktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Ein¬ 
heitsmasse für 

o 9 K 

Eigenschwingung 2: coj = j + — , \p a = - \p b . (1.89) 

Wir wollen nun „Schwebungen zwischen den beiden 
Eigenschwingungen“ des Systems untersuchen. Was heißt 
das ? Jede Eigenschwingung ist eine harmonische Schwin¬ 
gung mit bestimmter Frequenz. Die allgemeine Bewegung 
des Pendels a wird durch eine Überlagerung der beiden 
Eigenschwingungen dargestellt: 

Mt) = Mt) + Mt). 

Mt) w i r( t daher die Gestalt der Überlagerung iund i// 2 
in Büd 1.13 haben, wenn die Eigenschwingungsfrequenzen 
ungefähr gleich und die Amplituden der beiden Eigen¬ 
schwingungen dieselben sind. Wir sagen dann, das Pendel a 
führe Schwebungen aus. Natürlich führt auch das Pendel b 
Schwebungen aus, wie wir sehen werden. Jedes System 
mit zwei Freiheitsgraden kann Schwebungen ausführen, 
doch ist das von uns gewählte System deshalb bequem, 
weü wir die Schwebungsfrequenz v x - v 2 durch eine ge¬ 
nügend schwache Feder oder eine große Masse leicht klein 
gegenüber der mittleren Frequenz machen können. Um 
dies einzusehen, vergleichen Sie die Gin. (1.88) und (1.89). 
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Wie sehen die Schwebungen aus ? Gemäß unserer 
Betrachtung in Abschnitt 1.4 können die Auslenkungen 
i// a und \jj b der Pendelkörper durch die allgemeine Über¬ 
lagerung 

= + ^2 = A 1 cos(co 1 1 + ipi) + A 2 cos(co 2 t + <£ 2 ), 

4>b = ^i ~ $2 = A 1 cos(co 1 t + ^ 1 )“ A 2 cos(co 2 t + ^ 2 ) 

(1.90) 

in den Normalkoordinaten ^ und y\j 2 ausgedrückt wer¬ 
den. Wie bei den Stimmgabeln wird die Schwebung dann 
am stärksten ausgeprägt sein, wenn beide Eigenschwin¬ 
gungen mit derselben Amplitude auftreten. Kann eine der 
beiden Amplituden A x und A 2 im Vergleich zur anderen 
vernachlässigt werden, so tritt praktisch keine Schwebung 
auf, da — näherungsweise — nur eine harmonische Schwin¬ 
gung vorhanden ist. Um starke Schwebungen zu erzeugen, 
sollten beide Schwingungen ungefähr gleiche Amplituden 
aufweisen. Daher setzen wir Ai = A 2 = A. Die Wahl der 
Phasenkonstanten ip x und ^ 2 hängt, wie wir sehen werden, 
von den Anfangsbedingungen ab. Wie bei unserem Bei¬ 
spiel mit den Stimmgabeln setzen wir y x = y 2 = 0. Mit 
dieser Wahl von A x , A 2 , tp x und <^ 2 ergeben die Gin. (1.90) 

l// a (t) = A COS CO! t + Acosco 2 t, 

i// b (t) = Acoscjit-Acosco 2 t. (1.91) 


Die Geschwindigkeiten der Pendelkörper sind 
: di// a 

\l> Jt) = — —=-co 1 Asinco 1 t-co 2 Asinco 2 t, 
dt 

d;//b 

^b(t) = = ~ co! Asinco! t + co 2 Asinco 2 1. (1.92) 


Um zu sehen, wie wir die beiden Eigenschwingungen an¬ 
regen müssen, damit wir Schwingungen nach Gl. (1.91) 
erhalten, betrachten wir die Anfangsbedingungen zur Zeit 
t = 0. Nach den Gin. (1.91) und (1.92) sind die Anfangs¬ 
auslenkungen und -geschwindigkeiten der Pendelkörper 

W0) = 2A, ^ b (0) = 0, ^a(0) = 0, ^ b (0) = 0. 

Daher halten wir Pendelkörper a bei der Auslenkung 2 A, 
Pendelkörper b hingegen bei Null fest und lassen beide 
zur selben Zeit t = 0 los. 

Danach beobachten wir einfach. Sie sollten übrigens 
diesen Versuch selbst ausführen. Sie benötigen dazu nur 
zwei Suppendosen, eine Schraubenfeder und etwas Bind¬ 
faden (siehe Heimversuch 1.8). Es vollzieht sich nun ein 
faszinierender Vorgang. Allmählich nimmt die Amplitude 
des Pendels a ab, die des Pendels b wächst hingegen an, bis 
Pendel a schließlich ruht und Pendel b mit jener Energie 
und Amplitude schwingt, die Pendel a anfänglich hatte. 
Reibungskräfte vernachlässigen wir. Die Energie wird voll¬ 
ständig von einem Pendel auf das andere übertragen. Aus 
der Symmetrie des Systems ersehen wir, daß sich der Vor¬ 
gang fortsetzt. Die Schwingungsenergie pendelt langsam 
zwischen a und b hin und her. Ein vollständiger Hin- und 


Hergang der Energie von a nach b und wieder zurück 
nach a ist eine Schwebung. Die Schwebungsdauer ist die 
Zeit für einen Hin- und Hergang. Sie ist das Inverse der 
Schwebungsfrequenz. 

Das alles wird von den Gin. (1.91) und (1.92) voraus¬ 
gesagt. Verwenden wir in Gl. (1.91) co x = co mit + co mod 
und co 2 = co mit - co mod ,so erhalten wir die „fast harmo¬ 
nischen“ Schwingungen 

^a(t) =: Acos(co m it + co mod )t + A COS (cO m it — co mod )t 
— (2ACOS CO mod t) COS CO m it t 

” A mod (t) COS COmitf (1-93) 

und 

^b(t) — Acos(co m it + CO mod )t — A COS (cO m i t — CJ mod )t 
= (2A sinco mod t) sinco mit t 
— Bmod(t) sin co m itt. (1.94) 

Wir wollen einen Ausdruck für die Energie eines jeden 
Pendels finden. Diese setzt sich aus kinetischer und poten¬ 
tieller Energie zusammen. Die Schwingungsamplitude 
Amod(t) sehen wir während einer Periode der „raschen“ 
Schwingung im wesentlichen als konstant an. Wir vernach¬ 
lässigen auch die Energie, die zwischen der schwachen 
Kopplungsfeder und dem Pendel ausgetauscht wird. Ist 
nämlich die Feder sehr schwach, so fällt ihre gespeicherte 
Energie niemals ins Gewicht. Wir sehen also während einer 
raschen Schwingung das Pendel a als harmonischen Öszü- 
lator der Frequenz co m i t mit konstanter Amplitude A mod 
an. Dann sieht man leicht, daß die Energie gleich dem 
zweifachen Mittelwert der kinetischen Energie, genom¬ 
men über eine „rasche“ Schwingung, ist. Das ergibt 

w a — 2 ^m CJ m it Amod ” 2mA ^Ornit^OS CO mod t. (1.95) 

Analog gilt 

W b = ^ m comit Bmod = 2mB 2 co£ lit sin 2 co mod t. (1.96) 

Die Gesamtenergie beider Pendel ist konstant, wie wir aus 
der Addition der Gin. (1.95) und (1.96) ersehen: 

W a + W b = (2 mA 2 comit) = W. (1.97) 

Die Energiedifferenz zwischen den beiden Pendeln ist 
W a W b — W (cos co mo d 1 sin cj mod t) 

= Wcos2cc mod t = Wcos(cji - co 2 )t. (1.98) 

Aus der Kombination der Gin. (1.97) und (1.98) ergibt 


sich 



W, = ^W[l +008(40! 


(1.99 a) 

W b =^W[l-cos(co, 

-co 2 )t]. 

(1.99b) 
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1. Freie Schwingungen einfacher Systeme 



Bild 1.15. Energieaustausch zwischen zwei schwach gekoppelten gleichartigen Pendeln. Die Energie fließt mit der Frequenz |iq - v 2 I, also der 
Schwebungsfrequenz der beiden Eigenschwingungen, zwischen a und b hin und her. 


Die Gin. (1.99) zeigen, daß die Gesamtenergie W konstant 
ist und mit der Schwebungsfrequenz zwischen den beiden 
Pendeln hin- und herfließt. In Bild 1.15 sind i// a (t), i// b (t), 
W a und W b dargestellt. 

Esoterische Beispiele: Bei mikroskopischen Systemen 
wie Molekülen oder Elementarteilchen trifft man auf et¬ 
liche schöne Beispiele von Systemen, die sich mathema¬ 
tisch ebenso behandeln lassen wie unser mechanisches Bei¬ 
spiel mit zwei schwach gekoppelten gleichartigen Pendeln. 
Man benötigt zum Verständnis dieser Systeme die Quan¬ 
tenmechanik. Ähnlich wie beim Energieaustausch zwischen 
zwei schwach gekoppelten Pendeln ,,strömt“ ein „Medi¬ 
um“ zwischen den beiden Freiheitsgraden hin und her, 
doch nicht Energie, sondern Wahrscheinlichkeit. Die Ener¬ 
gie ist dann „gequantelt“, sie ist „unzerteilbar“ und kann 
nicht strömen. Entweder hat der eine „bewegte Teil“ 
oder der andere di e gesamte Energie. Was „strömt“, ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß ein Teü die Anregungsenergie 
hat. Im Abschnitt 10.1 werden zwei Beispiele diskutiert, 
nämlich das Ammoniakmolekül, das „Uhrwerk“ der 
Ammoniakuhr, und das neutrale K-Meson. 


1.6. Übungen und Heimversuche 

1. Eigenfrequenzen einer L Q-Schaltung. Ermitteln Sie die bei¬ 
den Eigenfrequenzen in Hz (Schwingungen pro Sekunde) für 
die LC-Schaltung in Bild 1.12, wobei L = 10 H (Henry) und 
C = 6 /nF (Mikrofarad). Zeichnen Sie auch die Stromvertei¬ 
lung für jede Eigenschwingung. 

Lösung: v x % 20 Hz, v 2 ~ 35 Hz. 

2. Projektion einer gleichförmigen Kreisbewegung. Legen Sie 
ein kleines Stück Holz oder sonst etwas auf einen Plattenteller, 
lassen Sie diesen rotieren und betrachten Sie das Ganze von 
der Seite. Verwenden Sie dabei nur ein Auge, um räumliches 
Sehen zu verhindern. Dann ist die scheinbare Bewegung, d.h. 
ihre Projektion senkrecht zu Ihrer Blickrichtung, harmonisch, 
also von der Form x = x 0 cos cjt. 

a) Beweisen Sie diese Behauptung. 

b) Bauen Sie ein einfaches Pendel, indem Sie ein kleines Ge¬ 
wicht, etwa eine Schraube oder eine Mutter, an einer 
Schnur anbringen, die über eine Stuhllehne herabhängt. 
Verändern Sie die Länge der Schnur, bis es Ihnen gelingt, 
Ihr Pendel synchron mit der projizierten Bewegung des 
Holzstückes auf dem Plattenteller schwingen zu lassen. 
Dabei soll der Plattenspieler mit 45 Umdrehungen pro 
Minute laufen. 

Dieser hübsche Versuch zeigt Ihnen, daß die Projektion einer 
gleichförmigen Kreisbewegung eine harmonische Schwingung 
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ist. Er bietet auch eine Möglichkeit zur Messung von g. 

Dieses habe den üblichen „Lehrbuchwert“ g = 980 cm/s 2 . 
Zeigen Sie, daß für v = 45 Schwingungen pro Minute die 
Länge / etwa 45 cm ist. Das sollte leicht zu merken sein ! 

3. Fernsehapparat als Stroboskop - Heimversuch. Das von 
einem Fernsehapparat ausgesandte Licht ergibt ein gutes Stro¬ 
boskop. Ein bestimmter Punkt auf dem Schirm ist in Wirklich¬ 
keit die meiste Zeit über dunkel; er wird nur während eines 
kleinen Bruchteiles der Zeit in regelmäßigen Abständen be¬ 
lichtet. Dies können Sie dadurch feststellen, daß Sie Ihren 
Finger rasch vor dem Schirm hin- und herbewegen. Nennen 
wir die Frequenz der regelmäßigen Belichtung vjy. Das Ziel 
dieses Versuches ist die Messung von vjy. Wir verraten Ihnen, 
das vjy entweder 25 Hz oder 50 Hz ist. Um den richtigen 
Wert für die Frequenz genau zu erhalten, sollte man eine 
Station einschalten und ein stabiles Bild hersteilen, das nicht 
flimmert oder wandert. 

a) Eine ziemlich grobe Messung können Sie ausführen, indem 
Sie Ihren Finger mit gleichbleibender Frequenz vor dem 
Schirm hin- und herbewegen, z.B. mit 4 Hz. Ist Ihr Finger 
an einer Stelle, wo der Schirm aufleuchtet, so wird er das 
vom Schirm kommende Licht nicht durchlassen. Messen 
Sie die Amplitude der Schwingung Ihres Fingers. Messen 
Sie den Abstand zweier benachbarter Fingerschatten an 
der Stelle, wo die Geschwindigkeit am größten ist. 

Nehmen Sie eine sinusförmige Bewegung an und berech¬ 
nen Sie aus Amplitude und Frequenz die maximale Ge¬ 
schwindigkeit des Fingers. All das zusammen liefert 
Ihnen vjy. 

b) Nehmen Sie eine Zeitung oder sonst etwas und verdecken 
Sie den ganzen Schirm bis auf einen waagerechten Streifen 
von wenigen Zentimetern Breite. Setzen Sie sich mit dem 
Rücken zum Apparat und betrachten Sie diesen in einem 
Handspiegel. Bewegen Sie den Spiegel, drehen Sie ihn um 
eine waagerechte Achse. Was folgern Sie aus den Beobach¬ 
tungen ? Verdecken Sie nun alles bis auf einen senkrech¬ 
ten Streifen. Bewegen Sie den Spiegel um eine senkrechte 
Achse. Zu welchem Schluß kommen Sie jetzt ? Eine 
Folgerung sollte sein, daß der Fernsehapparat bei einem 
freien waagerechten Streifen ein besseres Stroboskop ist 
als bei einem freien senkrechten Streifen. Entfernen Sie 
nun die Verdeckung. Bewegen Sie den Spiegel um eine 
waagerechte Achse und blicken Sie auf die „vielen Fernseh¬ 
schirme“. Fällt Ihnen auf, daß die reflektierten Schirme, 
die Sie in dem schwingenden Spiegel sehen, pro Längen¬ 
einheit in senkrechter Richtung nur halb so viele waage¬ 
rechte Linien haben wie der ruhende Schirm bei unbeweg¬ 
tem Spiegel ? 

4. Messung von Schwingungsfrequenzen - Heimversuch. 

a) Klaviersaiten. Verwenden Sie nun, da Sie aus Heimversuch 
1.3 die Frequenz v jy kennen, den Fernsehapparat zur 
Messung der Schwingungsfrequenz von Klaviersaiten. 
Beleuchten Sie im Dunkeln die Saiten der beiden unter¬ 
sten Oktaven mit einem Fernsehapparat. Drücken Sie das 
Dämpfungspedal nach unten und zupfen Sie alle diese 
Saiten mit Ihrer Hand ungefähr in der Mitte. Wenn Sie 
wie beim Spielen die Klavierhämmer benützen, sind die 
Schwingungsamplituden zu klein. Sie können sofort sehen, 
welche Saite „stillsteht“. Stellen Sie genau fest, um welche 
Saite es sich handelt, und schlagen Sie dann die um eine 
Oktave tiefere Saite an. Haben Sie es richtig gemacht, so 
sollte auch die tiefere Saite Stillstehen, aber „doppelt“ 
erscheinen. Warum ? Sie haben nun die Klaviersaite mit 
der Frequenz vjy und die dazugehörige Taste der Klaviatur 


gefunden. Die Frequenzen der höheren Oktaven dieses 
Tones können Sie erhalten, indem Sie immer mit zwei 
multiplizieren. Sehen Sie in einem Tabellenwerk der Physik 
nach, ob Ihr Klavier richtig in der wohltemperierten 
Stimmung mit dem heute gültigen Kammerton a 1 = 440 Hz 
gestimmt ist. 

b) Gitarresaiten. Einen ähnlichen Versuch kann man mit einer 
Gitarre ausführen. Nehmen Sie an, die tiefste Saite, also die 
e-Saite, sei richtig gestimmt. Beleuchten Sie sie mit dem 
Fernsehapparat stroboskopisch. Sie steht nicht still. Ent¬ 
spannen Sie sie. Haben Sie sie um ungefähr eine Quart her¬ 
untergestimmt, also auf das H unter diesem e, so wird sie 
Stillstehen. Gehen Sie noch eine Oktave tiefer, um zu sehen, 
ob sich die Saite „verdoppelt“. Bei diesem tiefsten Ton ist 
die Saite sehr locker, sie eignet sich jedoch noch immer 
recht gut für stroboskopische Zwecke. Untersuchen Sie 
zum Schluß auf Grund Ihrer Ergebnisse die Tonhöhe der 
tiefen e-Saite einer Gitarre. Sind es 82 Hz oder 164 Hz? 

c) Sägeblatt. Ein anderer hübscher Versuch ist es, ein schwin¬ 
gendes Sägeblatt mit dem Fernsehapparat stroboskopisch 
zu beleuchten. Befestigen Sie das Sägeblatt mit einer 
Schraubzwinge oder dergleichen an einem Tisch. Verändern 
Sie die Länge des Sägeblattes, um verschiedene Tonhöhen 
zu erhalten. 

5. Energieaustausch. Betrachten Sie den Energieaustausch zwi¬ 
schen zwei schwach gekoppelten gleichartigen Schwingungen 
(Abschnitt 1.5). Bei t = 0 hat Oszillator a die gesamte Schwin¬ 
gungsenergie, b hingegen hat keine. Es ist leicht zu sehen, daß 
der „angetriebene“ Oszillator b ist und daß a die „treibende 
Kraft“ darstellt. Betrachten Sie nun den Zeitpunkt 
t = 4 Tschwebung» also ein Viertel einer Schwebungsperiode 
nach t « 0. Zu diesem Zeitpunkt hat Pendel a die Hälfte seiner 
Energie verloren, Pendel b hat sie dazugewonnen. Beide Pendel 
haben dieselbe Schwingungsamplitude. Woher „wissen“ Sie 
jetzt, welches angetrieben wird und welches antreibt ? 

Woher wissen Sie, in welche Richtung die Energie strömen muß? 
Mit anderen Worten, nehmen Sie an, Sie könnten Einblick in 
das System erhalten und es während einer Schwingung — und 
zwar einer raschen Schwingung mit einer Frequenz um coj 
oder gl >2 — verfolgen, und dies gerade dann, wenn beide Oszil¬ 
latoren dieselbe Energie haben. Wie können Sie Voraussagen, 
ob die Energieverteilung a) gleich bleibt, b) sich so ändert, 
daß die Energie von b zunimmt, c) sich auf entgegengesetzte 
Weise ändert ? Versuchen Sie nicht, die Formeln heranzu¬ 
ziehen. Das ist zu einfach. Betrachten Sie das System selbst, 
was zieht an was, wann usw. 

Hinweis: Es kommt auf die Phasenbeziehungen an. 

6 . Dämpfungsmechanismen. Erfinden Sie einen Dämpfungs¬ 
mechanismus - („Reibung“) - , der nur auf die Eigenschwin¬ 
gung 1 der gekoppelten Pendel von Bild 1.14 wirkt. Erfinden 
Sie einen anderen Mechanismus, der nur Eigenschwingung 2 
dämpft. Beachten Sie, daß die Reibung an der Aufhängung 
beide Eigenschwingungen dämpft, ebenso wie der Luftwider¬ 
stand auf beide Pendel wirkt. Diese Mechanismen sind also 
ungeeignet. Siehe Abschnitt 10.1. 

7. Gekoppelte Sägeblätter - Heimversuch. Befestigen Sie zwei 
Sägeblätter mit Schraubzwingen an einem Tisch und lassen Sie 
dabei etwa 10 cm zum Schwingen frei. Eine Möglichkeit, die 
beiden Blätter auf dieselbe Frequenz abzustimmen, besteht 
darin, den vorstehenden Teil des einen Sägeblattes soweit zu 
verkürzen, bis ein Ton hörbar ist, und dann das andere auf 
dieselbe Tonhöhe einzustellen. Eine andere Möglichkeit ist, 
beide „stroboskopisch zu beleuchten“, wozu sich das Licht 
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eines Fernsehschirms bequem verwenden läßt (siehe Heim¬ 
versuch 1.3). Sind die Sägeblätter hinreichend genau abge¬ 
stimmt, so koppeln Sie sie mit einem Gummiband. Schlagen 
Sie eines von ihnen an und beobachten Sie die Schwebungen 
zwischen ihren Eigenschwingungen. Verändern Sie die Kopp¬ 
lung, indem Sie das Gummiband an den Sägeblättern nach 
innen oder nach außen verschieben. Bekommen Sie Schwe¬ 
bungen, wenn die Sägeblätter ungleich gestimmt sind ? 

Hier noch einige Beispiele für gekoppelte gleichartige Oszilla¬ 
toren, die schöne Schwebungen zeigen: 

a) Zwei gleichartige Magneten, die so aufgehängt sind, daß sie 
dicht über einem Eisenstück schwingen können; sie sind 
durch ihre Felder gekoppelt; 

b) zwei Wäscheleinen oder Seile, die mit je einem Ende an 
demselben biegsamen Stab befestigt, mit dem anderen je¬ 
doch unabhängig voneinander irgendwo festgebunden sind; 

c) zwei Saiten einer Gitarre, die gleich hoch gestimmt sind. 

8. Gekoppelte Konservendosen - Heimversuch. In Spielwaren¬ 
läden erhält man ein Spielzeug, das in Amerika den Namen 
„Slinky“ führt und aus einem Stück Spiralfeder aus schmalem 
Bandstahl besteht. Slinky hat seinen Namen daher, daß er eine 
Treppe oder eine schiefe Ebene herabsteigen kann. Wir be¬ 
nutzen es als Feder zwischen zwei Konservendosen, von denen 
es eine Größe gibt, die gerade in die Spiralfeder paßt. Benützen 
Sie die Dosen als Pendelkörper und befestigen Sie sie mit 
Klebeband an zwei etwa 50 cm langen Schnüren, die irgendwo 
festgebunden sind. Koppeln Sie die Pendelkörper durch die 
Spiralfeder, wobei Klebeband vorteilhaft ist. Messen Sie die 
Frequenz der beiden longitudinalen Eigenschwingungen und 
die Frequenz des Energieaustausches. Zu Beginn sollte ein 
Pendel in seiner Gleichgewichtslage, das andere jedoch aus¬ 
gelenkt sein. Kommt diese Energieaustauschfrequenz bei Ihrem 
Versuch als Schwebungsfrequenz v j —v 2 heraus? Berechnen 
Sie aus der niedrigsten Eigenfrequenz, aus der Schwebungs¬ 
frequenz und aus der Windungszahl Ihrer Spiralfeder die in¬ 
verse Federkonstante pro Windung, also K _1 /a. 

Dieses System hat in Wirklichkeit vier Freiheitsgrade. Neben 
den beiden longitudinalen Freiheitsgraden und den entspre¬ 
chenden Eigenschwingungen, die wir oben untersucht haben, 
gibt es noch zwei transversale Eigenschwingungen, bei denen 
die Pendelkörper senkrecht zur Feder schwingen. Ermitteln 
Sie diese beiden Schwingungen und messen Sie die dazugehö¬ 
rigen Eigenfrequenzen. Vergleichen Sie diese Frequenzen mit 
denen der longitudinalen Eigenschwingungen. Erklären Sie den 
Sachverhalt. 


9. Abklingzeit eines Fadenpendels. Nehmen Sie an, ein Pendel 
bestehe aus einer Schnur von 1 m Länge mit einer Aluminium¬ 
kugel von 5 cm Durchmesser als Pendelkörper. Ein zweites 
Pendel bestehe aus einer Schnur von 1 m Länge und einer 
Messingkugel von 5 cm Durchmesser als Pendelkörper. Die 
beiden Pendel werden gleichzeitig mit derselben Amplitude A 
in Schwingung versetzt. Nach 5 min ungestörten Schwingens 
ist die Amplitude des Aluminiumpendels nur noch halb so groß 
wie am Anfang. Wie groß ist die Schwingungsamplitude des 
Messingpendels ? Nehmen Sie an, die Reibung rühre von der 
Relativgeschwindigkeit zwischen Pendelkörper und Luft her 
und die augenblickliche Energieverlustrate sei proportional dem 
Geschwindigkeitsquadrat des Pendelkörpers. Zeigen Sie, daß 
die Energie exponentiell abnimmt. Zeigen Sie auch, daß die 
Energie für irgendeine andere Geschwindigkeitsabhängigkeit, 
etwa v 4 , nicht exponentiell abnimmt. Zeigen Sie, daß bei der 
angenommenen exponentiellen Abnahme die mittlere Abkling¬ 
zeit proportional der Masse des Pendelkörpers ist. 

Das Endergebnis für die Amplitude des Messingpendels ist 
0,81 A. 

10. Federpendel. Eine masselose Feder, an der kein Gewicht be¬ 
festigt ist, hängt von der Decke herab. Ihre Länge beträgt 

20 cm. Nun wird eine Masse m am unteren Ende der Feder 
angebracht. Unterstützen Sie die Masse mit Ihrer Hand, so daß 
die Feder ungespannt bleibt, und entfernen Sie ruckartig die 
Hand. Die Masse und die Feder schwingen. Der tiefste Punkt, 
den die Masse während der Schwingung erreicht, liege 10 cm 
unterhalb jener Lage, in der Ihre Hand sie unterstützte. 

a) Wie groß ist die Schwingungsfrequenz ? 

b) Wie groß ist die Geschwindigkeit, wenn die Masse sich 5 cm 
unterhalb ihrer ursprünglichen Ruhelage befindet ? 

Lösungen: a) 2,2 Hz; b) 70 cm/s. 

Eine zweite Masse von 300 g wird zur ersten hinzugefügt, was 
eine Gesamtmasse von m + 300 g ergibt. Wenn dieses System 
schwingt, so ist seine Frequenz halb so groß wie die der Masse m 
allein. 

c) Wie groß ist m ? 

d) Wo ist die neue Gleichgewichtslage ? 

Lösungen: c) 100 g; d) 15 cm unterhalb der alten Lage. 

11. Federpendel. Ermitteln Sie die Eigenschwingungen und ihre 
Frequenzen für die gekoppelten Federn und Massen, die, wie 
unten dargestellt, auf einer reibungsfreien Fläche gleiten. 

Im Gleichgewicht sind die Federn entspannt. 

Nehmen Sie m* = m 2 = m. 
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12. Schwebungen von zwei Stimmgabeln - Heimversuch. Nehmen 
Sie zwei Stimmgabeln derselben Nennfrequenz. (Stimmgabeln 
für c 2 = 523,3 Hz und a 1 = 440 Hz gibt es in vielen Musikalien¬ 
handlungen, ebenso Stimmgabeln für c 2 =517 Hz und 

a 1 = 435 Hz, der alten internationalen Tonhöhe.) 

Schlagen Sie in gleicher Entfernung von den Gabelspitzen die 
Gabeln gegeneinander. Halten Sie beide Gabeln nahe einem 
Ohr und verändern Sie ihre Lagen geringfügig, bis Sie Schwe¬ 
bungen hören. „Beschweren“ Sie den einen Zinken einer Gabel, 
indem Sie ein Gummiband um ihn wickeln. Verändern Sie die 
Schwebungsfrequenz dadurch, daß Sie das Gummiband zum 
Ende des Zinkens hin oder davon weg schieben. 

Gewöhnliche Eßgabeln sind manchmal gute Stimmgabeln, 
ebenso wie Vorleggabeln, wenn der Griff die Schwingungen 
nicht dämpft. Es sollte Ihnen gelingen, Gabeln zu finden, die 
annähernd dieselbe Tonhöhe haben und Schwebungen erzeu¬ 
gen. Manchmal geben auch Weingläser klare Töne von sich, 
sie schwingen meist in mehreren Eigenschwingungen zugleich. 
Wenn Sie sich Schwebungen zwischen Glocken anhören, wer¬ 
den Sie feststellen, daß eine einzelne Glocke Schwebungen 
erzeugt! Dasselbe gilt für Cognacschwenker oder Topfdeckel. 
Dies rührt daher, daß eine Glocke zwei Eigenschwingungen 
mit eng benachbarten Frequenzen hat. Schlagen Sie sie am 
Rand an, so regen Sie beide Eigenschwingungen an. 

13. Nichtlinearitäten in Ihrem Ohr - Kombinationstöne -Heim¬ 
versuch. Für diesen Versuch benötigen Sie eine 440-Hz- und 
eine 523-Hz-Stimmgabel, doch auch andere Kombinationen 
eignen sich gut. Ebenso benötigen Sie eine ruhige Umgebung. 
Schlagen Sie die Gabeln gegeneinander. Bringen Sie zuerst die 
440-Hz-Gabel an Ihr Ohr, dann die 523-Hz-Gabel - dabei ent¬ 
fernen Sie aber die erste wieder. Während Sie nun die 440-Hz- 
Gabel an Ihr Ohr halten, bringen Sie die 523-Hz-Gabel wieder 
zurück. Konzentrieren Sie sich jedoch diesmal weder auf die 
440-Hz-Gabel noch auf die 523-Hz-Gabel, sondern versuchen 
Sie, einen Ton herauszuhören, der um etwa eine große Terz 
unter den 440 Hz liegt. Dieses Verfahren - zuerst c 2 , dann 

a 1 und schließlich beide zusammen zu hören - soll Ihnen 
helfen, sich bei einer Folge von Tongemischen auf immer tiefere 
Töne zu konzentrieren. Nach einigen Versuchen werden Sie 
vielleicht f 1 unter den 440 Hz hören, wenn a 1 und c 2 zugleich 
auftreten. Viele Leute hören es nicht, die meisten Violinisten 
jedoch sofort. Wenn Sie nicht wissen, was Sie heraushören 
sollen, so probieren Sie es mit den Tönen eines Klaviers aus. 
Nach dem oben Gesagten ergibt sich also ein angenehmer 
F-Dur-Dreiklang, d.h. f 1 , a 1 , c 2 . Sie können beweisen, daß 
diese Erscheinung in Ihrem Trommelfell oder vielleicht auch in 
Ihrer Basilarmembran auftritt, daß Sie sie also nicht etwa des¬ 
halb wahrnehmen, weil das Gehirn gern Dreiklänge hört und 
sich das fehlende f 1 dazu denkt. Halten Sie zu diesem Zweck 
die eine Gabel an das eine Ohr, die andere Gabel an das andere 
Ohr. Dies wird Sie auch in der Überzeugung bestärken, daß Sie 
f 1 wirklich hören. Wäre die Erscheinung „psychologisch“ be¬ 
dingt, so daß das Gehirn den Ton gerne dazu denken würde, so 
könnte es dies auch jetzt noch tun. Ist das jedoch bei diesem 
Versuch der Fall? 

Hier ist, wenigstens zum Teil, die Erklärung: Es sei p (t) der 
Überdruck an der Außenseite Ihres Trommelfells. Ferner sei 
q(t) die dadurch erzwungene Schwingung des Trommelfells. 

Wir sind jedoch nicht sicher, ob man q(t) nicht vielleicht besser 
die Auslenkung der Basilarmembran im inneren Ohr nennen 
sollte. Jedenfalls suchen wir eine Erklärung für eine erzwungene 
Schwingung , für die nicht das Superpositionsprinzip gilt. D.h., 
wenn sich die Frequenzen v\ (440 Hz) und v 2 (523 Hz) am 
Ohr überlagern, so enthält die dadurch erzwungene Schwingung 


nicht nur v\ und v 2 , sondern noch eine dritte Frequenz 
i ; 3 (« 349 Hz). Dies deutet auf eine Nichtlinearität hin, denn 
wir wissen, daß für lineare Schwingungen das Superpositions¬ 
prinzip gilt, und werden dies auch unten wieder sehen. Nehmen 
wir also an, q(t) sei eine nichtlineare Funktion von p(t): 
q (t) = a p (t) + ß p 2 (t) + 7 p 3 (t). 

Nun sei p (t) eine Überlagerung zweier verschiedener harmoni¬ 
scher Schwingungen, die von den beiden Stimmgabeln erzeugt 
werden. Nehmen wir der Einfachheit halber gleiche Amplituden 
und verschwindende Phasenkonstanten an. Wir wollen darüber 
hinaus Einheiten verwenden, in denen jede der Amplituden 
gleich Eins ist, damit wir nicht soviel zu schreiben haben. 

Daher nehmen wir 

p(t) = COSCJit + COS uj 2 t . 

Die erzwungene Schwingung des Trommelfells (oder vielleicht 
der Basilarmembran? ) ist dann 

q(t) = OL [cOSCüxt + COSCü 2 t] + j3[coscü 1 t+ cosc^t ] 2 
+ 7 [ coscüit+ cos lj 2 t ] 3 . 

Sind ß und y Null, so sagt man, die erzwungene Schwingung 
q (t) sei linear. Die Größe q (t) schwingt nämlich unter dem 
Zwang einer äußeren Kraft wie eine Feder, für die das exakte 
lineare Hookesche Gesetz gilt. In diesem Falle ist q(t) gerade 
eine Überlagerung harmonischer Schwingungen mit den Fre¬ 
quenzen lji und lj 2 , und Sie hören f 1 nicht! 

Der Term mit ß ist eine quadratische, der Term mit y ist eine 
kubische Nichtlinearität. 

Wir wollen q(t) als Überlagerung harmonischer Schwingungen 
ausdrücken. Dazu benötigen wir einige trigonometrische Iden¬ 
titäten, die wir jetzt ableiten werden. Es sei f(x) =cosx. Wir 
kennen bereits die Identität cos (x + y) + cos (x-y) = 2 cosx cosy, 
d.h. 

f(x) f(y) =-j f (x + y) + 5 f (x - y). 

Wir verwenden dieses Ergebnis zur Ableitung der für die kubi¬ 
sche Nichtlinearität benötigten Identität 
[f (x) f(y)] f (z) = [\ f (X + y) + \ f (x - y)] f (z) 

= \ f (x + y) f(z) + \ f(x - y) f (z) 

= jf(x+y + z) + jf(x + y-z)+jf(x-y + z) 

+ 5 f(x - y - z). 

Ermitteln wir nun den quadratischen Term der erzwungenen 
Schwingung. 

Mit 0 i = cüit, 0 2 = co 2 t haben wir für die quadratische Nicht¬ 
linearität 

(cosc^xt + cos cü 2 t ) 2 = [f( 0 i) + f (ö 2)] 2 

= [f( 0 1 )f(e 1 )] + [ 2 f(e 1 )f( 0 2 )]+[f(e 2 )f( 0 2 )] 
= [if(0,+0,) + if(01 -0 t )] 

+ [f (01 + 0 2 )+f( 0 j - 0 2 )] 

+ [5 f( 0 2 + 0 2 ) + \ f( 0 2 - 0 2 )] . 

Der quadratische Term der erzwungenen Schwingung enthält 
also die Frequenzen 2 cji, 0, + lo 2 , <jJ\ —cj 2 und 2cj 2 . 

Diese heißen Kombinationsfrequenzen bzw. Kombinationstöne. 
Für den kubischen Term der nichtlinearen erzwungenen Schwin¬ 
gung gilt 

(COS Cü 1 1 + COSCü 2 t ) 3 = [f(0i) + f(02 )] 3 

= f 3 ( 0 j)+ 3f 2 (0i)f(0 2 )+ 3f(0!)f 2 (0 2 ) 

+ f 3 ( 0 2 )- 

Mit Hilfe der Identität für f(x) f(y) f(z) sehen wir, daß der Term 
f 3 ( 0 1 ) eine Überlagerung harmonischer Schwingungen mit den 
Frequenzen 3lji und darstellt. Der Term f 2 ( 0 i)f( 02 ) ist 
eine Überlagerung der Frequenzen 2to\ + lo 2 , 2lo\ —lj 2 und co 2 . 



26 


1. Freie Schwingungen einfacher Systeme 


Der Ausdruck f(d l )f 2 (d 2 ) ist eine Überlagerung aus 2cu 2 + u^, 
2 cl>2 “’cji und <jJi . Schließlich ist f 3 (0 2 ) e i ne Überlagerung 
aus 3 cj 2 und u> 2 . Also ist der kubische Term der erzwungenen 
Schwingung eine Überlagerung harmonischer Schwingungen 
mit den Kombinationstönen 3u>!, u>i, 2^ ±u> 2 , 2 cj 2 ±u>i, 
cj 2 und 3 cj 2 . 

Nun zurück zum Stimmgabelversuch! Eine kleine Rechnung 
zeigt, daß unser f 1 nicht von einer quadratischen Nichtlinearität 
herrührt. Tatsächlich ist es jener Anteil des kubischen Terms, 
der die Frequenz 2u>i — u> 2 hat: 
i>\ = 440 Hz, 
v 2 = 523 Hz, 

2vy -v 2 = 880 Hz - 523 Hz = 357 Hz . 

Laut Tabelle gehört zu f 1 die Frequenz 349, zu fis 1 die Frequenz 
370. Daher entspricht 2v x ~v 2 einem ziemlich ,,scharfen“ f 1 . 

Es liegt bei 8/21 des Frequenzunterschiedes zwischen f 1 und 
fis 1 und klingt auch ein bißchen scharf. Verwenden Sie Stimm¬ 
gabeln, die nach der reinen (oder diatonischen) Tonleiter ge¬ 
stimmt sind, so erhalten Sie ein reines f 1 , das auch rein klingt. 
Nun wird es interessant. Tritt die kubische Nichtlinearität im 
Trommelfell oder vielleicht in der mitschwingenden Basilar- 
membran auf? Ich bin der Meinung, daß sie nicht im Trom¬ 
melfell liegt, und zwar aus folgenden Gründen: Entferne ich 
die beiden Gabeln von meinem Ohr, so daß die von jeder der 
beiden herrührende Intensität abnimmt, dann höre ich den 
nichtlineaxen Anteil noch immer. Käme er vom nichtlinearen 
Verhalten meines Trommelfells, so müßte seine Stärke mit zu¬ 
nehmender Entfernung weit rascher abnehmen als die Anteile 
mit v\ und v 2 , doch dies ist nicht der Fall. Auch müßte jener 
nichtlineare Anteil, der mit 2v 2 — v\ etwa in der Mitte zwischen 
d 1 und dis 1 liegt, vorhanden sein, doch kann ich ihn nicht hören. 
Keines dieser Argumente beweist, daß die Basilarmembran 
verantwortlich ist, sie beweisen nur, daß das Trommelfell nicht 
verantwortlich zu sein scheint. Kommen dadurch nur noch die 
Basilarmembran oder ihre Nervenenden infrage ? Ich kenne die 
Antwort nicht. Ich habe diesen Effekt zufällig beim Ausdenken 
von Heimversuchen entdeckt. Vielleicht ist er wohlbekannt 
und schon geklärt. 

Oberschwingungen. Man kann optische Oberschwingungen so¬ 
wie Summen- und Differenzfrequenzen, also Kombinations¬ 
frequenzen, erzeugen, indem man von dem kleinen nichtline¬ 
aren Anteil der Dielektrizitätskonstanten eines durchsichtigen 
Stoffes Gebrauch macht. Auf dem Titelblatt des Magazins 
Scientific American vom Juli 1963 findet sich eine schöne 
Photographie. Sie zeigt einen Strahl roten Lichts der Wellen¬ 
länge 6940 Ä (1 Angström = 10 -8 cm), der auf einen Kristall 
trifft. An der gegenüberliegenden Seite des Kristalls tritt ein 
Strahl blauen Lichts der Wellenlänge 3470 Äaus. Die halbe 
Wellenlänge entspricht der doppelten Frequenz. Daher muß 
es sich um eine quadratische Nichtlinearität handeln. Siehe 
auch ,,The Interaction of Light with Light“ von J. A. Giordmaine, 
Scientific American (April 1964). 

14. Die Überlagerung von Anfangsbedingungen ergibt die Über¬ 
lagerung der entsprechenden Bewegungen. Nehmen Sie zwei 
gekoppelte Oszillatoren a und b. Betrachten Sie drei verschie¬ 
dene Anfangsbedingungen: 

1. a und b werden mit den Amplituden 1 bzw. -1 aus der 
Ruhelage losgelassen, 

2. sie werden mit den Amplituden 1 und 1 losgelassen, 

3. sie werden mit den Amplituden 2 bzw. 0 aus der Ruhelage 
losgelassen. Die Anfangsbedingungen von Fall 3 sind also 
eine Überlagerung jener von Fall 1 und Fall 2. 


Zeigen Sie, daß die Bewegung im Fall 3 eine Überlagerung der 
Bewegungen von Fall 1 und Fall 2 ist. 

15. Verallgemeinerung. Beweisen Sie die Verallgemeinerung des 
Beispiels von Aufgabe 1.14. Schließen Sie dabei neben den 
Auslenkungen auch die Geschwindigkeiten in die Anfangs¬ 
bedingungen ein. 

16. Superpositionsprinzip. Beweisen Sie das Superpositionsprinzip 
für inhomogene lineare Bewegungsgleichungen von der Art der 
Gl. (1.36). Beweisen Sie, daß es für nichtlineare inhomogene 
Gleichungen nicht gilt. 

17. Freiheitsgrade und Eigenschwingungen. Schreiben Sie analog 
den allgemeinen Gin. (1.47) und (1.48) die drei Gleichungen 
für ein System mit drei Freiheitsgraden. Zeigen Sie, daß man 
bei Annahme einer Eigenschwingung eine zu Gl. (1.56) analoge 
Determinantengleichung erhält, nur daß es sich hier um eine 

3 x 3-Determinante handelt. Zeigen Sie, daß sich daraus eine 
kubische Gleichung in der Variablen u? 2 ergibt. Da eine kubi¬ 
sche Gleichung drei Lösungen hat, treten drei Eigenschwingun¬ 
gen auf. Verallgemeinern Sie dies auf N Freiheitsgrade. Dies 
ergibt einen Beweis dafür, daß für ein System von N Freiheits¬ 
graden N Eigenschwingungen existieren. Sie müssen existieren, 
denn hier haben Sie eine Vorschrift, wie man sie findet. 

18. Schwebungen zwischen schwach gekoppelten verschieden¬ 
artigen Gitarresaiten - Heimversuch. Stimmen Sie die beiden 
untersten Saiten einer Gitarre auf gleiche Frequenz. Zupfen Sie 
eine Saite an und beobachten Sie die andere genau. (Sie soll¬ 
ten möglichst genau auf dieselbe Frequenz abgestimmt sein. 
Tatsächlich erreichen Sie die genaueste Stimmung, wenn Sie 
die Schwebungen, die Sie sehen, auf ein Maximum bringen.) 
Zupfen Sie nun die andere Saite an und beobachten Sie diese. 
Wird die Energie während des Schwebungsprozesses vollständig 
von einer Saite auf die andere übertragen ? Können Sie einen 
vollkommenen Energieaustausch erreichen, wenn Sie die Ab¬ 
stimmung verbessern ? Beschreiben Sie Ihre Beobachtung. 

Wie lautet die Erklärung dafür ? Siehe Übung 1.19. 

19. Verschiedenartige gekoppelte Pendel. Betrachten Sie zwei 
Pendel a und b mit derselben Schnurlänge /, doch mit verschie¬ 
denen Massen m a und m^. Sie sind durch eine an den Pendel¬ 
massen befestigte Feder der Federkonstanten K gekoppelt. 
Zeigen Sie, daß die Bewegungsgleichungen für kleine Schwin¬ 
gungen so aussehen: 

d 2 ^a g 

- m a^ ^a + K(i//fc - i// a ), 

d 2 ^b g 

m b ^2 “ — m b J ^b ~ KC'/'b — i// a )- 

Lösen Sie diese beiden Gleichungen für die beiden Eigen¬ 
schwingungen, indem Sie die Normalkoordinaten aufsuchen. 
Zeigen Sie, daß \p i = (m a i// a + m\ y \p\fi/(m 2L + m^) und 
'/ / 2 = '/ / a _ '/ / b Normalkoordinaten sind. Ermitteln Sie die 
Frequenzen und die Eigenschwingungen. Was bedeuten \p j 
und \}j 2 physikalisch? Ermitteln Sie eine Überlagerung der 
beiden Eigenschwingungen, die zu folgenden Anfangsbedin- 
dungen gehört: Zur Zeit t = 0 haben beide Pendelkörper die 
Geschwindigkeit Null, die Amplitude von a sei A, jene von b 
sei Null. Die Gesamtenergie von Pendelkörper a zur Zeit t = 0 
sei W. Ermitteln Sie einen Ausdruck für W a (t) und für Wb(t). 
Nehmen Sie an, die Kopplung sei schwach. Geht die Energie 
von a während einer Schwebung vollständig auf b über ? 

Ist es vielleicht so, daß die Energie dann nicht vollständig über- 
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tragen wird, wenn sie anfänglich im schwereren Pendel steckte, 
daß sie im umgekehrten Fall hingegen vollständig übertragen 
wird ? 

Losung.- «? = f, «1 = f + K (^ + ~) • 

/ m a mb \ 

= Ä^in-coscojt + cosw 2 tl, 

m a 

= A “ (coscji t - coscj 2 t), 
wobei m = m a + m b . 

Mit den Definitionen cj mo d = 2 ( w 2 “ 1 ) und ^mit = 2 (^2 + ^ 1 ) 

findet man 

i m a m b \ 

0 a _ (A cos <jü mo dÜ cos ^miü + ^ A-—-sin co mot [t J sin co mb t, 

/ m a \ 

^ b = I 2 A ÜT Sln ^mod 1 ) sm w mit t. 

Die Energie eines jeden Pendels läßt sich leicht ermitteln, wenn 
wir die Näherung für schwache Kopplung anwenden, bei der 
wir während einer raschen Schwingung mit der Frequenz cj m it 
die zeitliche Änderung des Sinus oder Cosinus von cj moc l ver¬ 
nachlässigen, weil wir cj moc l ^^mit voraussetzen. Ebenso 
vernachlässigen wir die Energie, die in jedem Augenblick in 
der Feder gespeichert ist. Dann sollten Sie herausbekommen 
/ 2 m a m b \ 

w b =w - 5 — [1 - cos(ui 2 — u>i)t] 

\ m / 

m a + m b + 2 m a m b cos (cj 2 ~ w 1 )t 
m 2 

Die Energie des Pendels a, in dem zum Zeitpunkt t = 0 die 
gesamte Energie steckte, ändert sich also sinusförmig mit der 
Schwebungsfrequenz und bewegt sich zwischen einem Höchst¬ 
wert W und einem Tiefstwert l(m a - m b )/m] 2 W. 

Die Energie des Pendels b oszilliert mit der Schwebungsfre¬ 
quenz zwischen einem Tiefstwert Null und einem Höchstwert 
(4m a m b /m 2 )W. Die Gesamtenergie W a + W b ist konstant, da 
wir ja die Dämpfung vernachlässigen. Sehen Sie sich nun 
Heimversuch 18 an. Erklären Sie auch qualitativ, warum der 
Energieaustausch sozusagen nicht vollständig durchgeführt 
wird, wenn die Massen ungleich sind. Hinweis: Betrachten 
Sie die zwei extremen Fälle a) m a sehr groß gegenüber m b 
und b) m a sehr klein gegenüber m b . 

20. Transversalschwingungen zweier gekoppelter Massen. Ermitteln 
Sie die zwei gekoppelten Bewegungsgleichungen für die trans¬ 
versalen Auslenkungen 0 a und 0 b in Bild 1.11, indem Sie 
entweder die Näherung stark gespannter Federn oder die Nähe¬ 
rung für kleine Amplituden anwenden. 

a) Ermitteln Sie die Frequenzen und Amplitudenverhältnisse 
der beiden Eigenschwingungen mit Hilfe der systematischen 
Methode. 

b) Ermitteln Sie Linearkombinationen von 0 a und 0 b , die 
ungekoppelte Gleichungen ergeben, d.h. ermitteln Sie die 
Normalkoordinaten sowie die Frequenzen und Amplituden- 
verhältnisse der beiden Eigenschwingungen. 

Lösung: Siehe Gin. (1.70) und (1.71). 

21. Schwingungen zweier gekoppelter LC-Kreise. Ermitteln Sie 
die beiden Eigenschwingungen der gekoppelten LC-Kreise von 
Bild 1.12, deren Bewegungsgleichungen die Gin. (1.77) und 
(1.78) sind. 

a) Gehen Sie nach der systematischen Methode vor. 

b) Gehen Sie an das Problem heran, indem Sie Normalkoor¬ 
dinaten aufsuchen. 

Lösung: Siehe Gl. (1.79). 


22. Schwingungen eines Gummistücks. Ein schwerer Gegenstand 
liegt auf einem Gummistück, das als Stoßdämpfer verwendet 
werden soll. Das Gummistück wird dadurch um 1 cm zusam¬ 
mengedrückt. Stößt man den Gegenstand in senkrechter Rich¬ 
tung an, so wird er schwingen. Schätzen Sie die Frequenz. 
Hinweis: Nehmen Sie an, das Gummistück verhalte sich gleich 
einer Feder, für die das Hookesche Gesetz gilt. 

Lösung: etwa 5 Hz. 


23. Longitudinale Schwingungen zweier gekoppelter Massen. Das 
System ist in Bild 1.9 dargestellt. Seine Bewegungsgleichungen 
sind die Gin. (1.62) und (1.63). Ermitteln Sie nach der syste¬ 
matischen Methode, die durch die Gin. (1.47) bis (1.59) dar¬ 
gestellt wird, die Eigenschwingungen. Sie sollten nicht einfach 
in diese Gleichungen einsetzen, Sie sollten vielmehr die ana¬ 
logen Schritte „ohne Hinsehen“ nachvollziehen. 

Lösung: Siehe Gin. (1.60) und (1.61). 


24. Schwappende Schwingung in einer Wasserschüssel - Heim¬ 
versuch. Die einfachste Eigenschwingung in einem geschlosse¬ 
nen Flüssigkeitsvolumen kann man als „schwappende“ Schwin¬ 
gung bezeichnen. Sie läßt sich leicht anregen, wie jedermann 
weiß, der einmal versucht hat, eine Schüssel voll Wasser ohne 
Überschwappen zu tragen. 

Schütten Sie Wasser in eine rechteckige Schüssel. Stoßen Sie 
die Schüssel ein wenig an. Das Wasser schwappt. Besser geht es, 
wenn man die Schüssel auf eine ebene horizontale Fläche stellt, 
sie bis zum Rand füllt und schließlich überfüllt, so daß sich 
das Wasser über die Höhe des Randes wölbt. Stoßen Sie die 
Schüssel sachte an. Sind die höheren Eigenschwingungen auf 
Grund der Dämpfung abgeklungen, so bleibt nur die schwap¬ 
pende Schwingung übrig, die dann mit äußerst geringer Dämp¬ 
fung weiterschwingt. Sie ist eine Gravitationsschwingung, ob¬ 
wohl Sie die Oberflächenspannung benützen, um das Wasser 
„oberhalb der Wände“ zu halten. Das macht man so, um die 
Dämpfung so klein wie möglich zu halten. Die Wasserober¬ 
fläche bleibt praktisch eben, nachdem die höheren Eigen¬ 
schwingungen infolge der Dämpfung verschwunden sind. 

Nehmen Sie an, die Oberfläche sei während der ganzen Bewe¬ 
gung eben und horizontal, wenn sie durch ihre Gleichgewichts¬ 
lage geht, und geneigt, wenn sie ausschwingt. Die Richtung x 
liege waagerecht, die Richtung y gehe senkrecht nach oben. 

Es seien x und y die Koordinaten des Wasserschwerpunktes 
in waagerechter bzw. senkrechter Richtung. Die Gleichge¬ 
wichtswerte von x und y seien x 0 und y 0 . Drücken Sie y - y 0 
als Funktion von x - x 0 aus. Ein Parameter, mit dem sich be¬ 
quem arbeiten läßt, ist die Wasserhöhe an einem Ende der 
Schüssel, bezogen auf die Gleichgewichtshöhe. Die Zunahme 
der potentiellen Energie des gesamten Wassers ist mg(y - y 0 ). 
Sie werden finden, daß y - y 0 proportional (x - x 0 ) 2 ist. 
Daher ist die Energie des Schwerpunkts ähnlich der eines har¬ 
monischen Oszillators. Wenden Sie das zweite Newtonsche 
Gesetz an, so als ob die gesamte Masse m im Schwerpunkt läge. 
Ermitteln Sie eine Formel für die Frequenz. 

Lösung: cj 2 = 3gho/L 2 , ho ist die Gleichgewichtstiefe des 
Wassers, g = 980 cm/s 2 und L die halbe Länge der Schlüssel in 
Richtung der Wellenbewegung, also in Richtung x. Probieren 
Sie diese Formel bei Ihrem Wasserschüsselversuch aus, d.h. 
messen Sie cj, h 0 und L und überprüfen Sie, wie diese Größen 
mit der Formel im Einklang stehen. Betrachten Sie nun 
Übung 25. 
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1. Freie Schwingungen einfacher Systeme 


25. Seiches *). Laut Lexikon ist die durchschnittliche Tiefe des 
Genfer Sees etwa 150 Meter. Die Länge beträgt etwa 60 Kilo¬ 
meter, wenn man das schmalere westliche Ende dazurechnet. 
Wenn wir als Näherung statt des Sees eine rechteckige Schüssel 
betrachten, können wir die Formel für uj 2 verwenden, die wir 
in Heimversuch 24 erhalten haben. Was sagt sie unter diesen 
Annahmen über die Schwingungsdauer der Seiches oder 
schwappenden Schwingungen aus, die in der Längsrichtung 
des Sees auftreten ? Die tatsächliche Schwingungsdauer be- 


1 ) Als Seiches bezeichnet man Schaukelbewegungen eines Sees. 
Es handelt sich um eine Resonanzschwingung des Seeinhalts 
(Anm. d. Übersetzers). 


trägt etwa eine Stunde. Wahrscheinlich werden die Seiches 
durch plötzlich auftretende Luftdruckunterschiede an ver¬ 
schiedenen Stellen des Sees hervorgerufen. Die beobachteten 
Amplituden betragen bis zu eineinhalb Meter. 

Im Juni 1954 traten im Michigan-See Seiches mit-einer 
etwa drei Meter hohen Amplitude auf und schwemmten eine 
Reihe von Personen, die beim Fischen waren, von den Molen. 
Laut Time vom 17. November 1967 riefen Stoßwellen von 
dem großen Erdbeben in Alaska am Karfreitag des Jahres 1964 
Seiches in Flüssen, Seen und Häfen entlang der Golfküste der 
Vereinigten Staaten hervor und bewirkten, daß in dem 
Schwimmbad eines Hotels in Atlantic City das Wasser über¬ 
schwappte. 



2 Freie Schwingungen von Systemen mit vielen 
Freiheitsgraden 


2.1. Einleitung 

In Kapitel 1 haben wir Schwingungen von Systemen 
mit ein oder zwei Freiheitsgraden untersucht. In diesem 
Kapitel werden wir uns mit Systemen von N Freiheits¬ 
graden befassen. Dabei kann N auch eine sehr große Zahl 
bedeuten, für die wir etwas ungenauer auch gelegentlich 
unendlich einsetzen werden. 

Für ein System mit N Freiheitsgraden gibt es immer 
genau N Eigenschwingungen (siehe 1.6, Übung 17). Jede 
Eigenschwingung hat ihre eigene Frequenz gü und ihre 
eigene „Form“, die durch die Amplitudenverhältnisse 
A : B : C : D... bestimmt wird, die jeweils zu den ent¬ 
sprechenden Freiheitsgraden a, b, c, d,... gehören. Bei 
jeder Eigenschwingung gehen alle bewegten Teile gleich¬ 
zeitig durch ihre Gleichgewichtslagen, d.h. jeder Freiheits¬ 
grad schwingt dann mit derselben Phasenkonstanten. So 
gibt es für die ganze Eigenschwingung eine einzige Phasen¬ 
konstante, die durch die Anfangsbedingungen festgelegt 
ist. Da in einer bestimmten Eigenschwingung jeder Frei¬ 
heitsgrad mit derselben Frequenz co schwingt, erfährt 
jeder bewegte Teil dieselbe rücktreibende Kraft pro Ein¬ 
heitsauslenkung und pro Einheitsmasse, nämlich c o 2 . 

Nehmen Sie z.B. ein System mit vier Freiheitsgraden 
a, b, c, d. Dann gibt es vier Eigenschwingungen. Sind bei 
Eigenschwingung 1 die Amplitudenverhältnisse 
A:B:C:D=1:0:—2:7, 

dann werden, wenn nur die Eigensch wingung 1 angeregt 
ist, die Bewegungen von a, b, c und d durch 

\p a = Ai cos(co! t + ^), i// b =0, i// c =-2i// a , i// d = 7i// a 

beschrieben, wobei A t und ^ von den Anfangsbedingun¬ 
gen abhängen. 

Enthält ein System eine große Anzahl bewegter Teile 
und sind diese in einem beschränkten Raumbereich ver¬ 
teilt, dann wird die mittlere Entfernung zwischen benach¬ 
barten bewegten Teilen sehr klein. Man stellt sich dann als 
Näherung vor, daß die Anzahl der Teile Unendlich wird 
und der Abstand zwischen benachbarten Teilen gegen Null 
geht. Dann sagt man, das System verhalte sich so, als wäre 
es „kontinuierlich“. In dieser Betrachtungsweise steckt 
die Annahme, daß die Bewegung nahe benachbarter Teile 
ungefähr dieselbe ist. Diese Annahme gestattet uns, die 
vektorielle Auslenkung aller bewegten Teile in einer klei¬ 
nen Umgebung eines Punktes x, y, z durch eine einzige 
Vektorgröße i/f(x,y,z, t) zu beschreiben. Die „Auslenkung“ 
(Verschiebung) i//(x,y,z, t) ist dann eine stetige Funktion 
des Ortes x, y, z und der Zeit t. Sie steht statt der Aus¬ 
lenkung der einzelnen Teile, also i// a (t), ^b(t) usw. Wir 
sagen dann, wir haben es mit Wellen zu tun. 

Stehende Wellen sind Eigenschwingungen. Die Eigen¬ 
schwingungen eines kontinuierlichen Systems heißen 
stehende Wellen. Gemäß den obigen Bemerkungen hat 


ein echt kontinuierliches System unendlich viele unabhän¬ 
gige bewegte Teile, obwohl diese nur einen endlichen 
Raumbereich ausfüllen. Es gibt daher unendlich viele 
Freiheitsgrade und folglich unendlich viele Eigenschwin¬ 
gungen. Dies stimmt für ein materielles System, wie es in 
der Praxis auftritt, nicht genau. Ein Liter Luft enthält 
nicht unendlich viele bewegte Teile, sondern nur 2,7 • 10 22 
Moleküle, von denen jedes drei Freiheitsgrade besitzt, und 
zwar für die Bewegungen in x-, y- und z-Richtung. Daher 
gibt es in einer Flasche mit 1 Liter Luft nicht unendlich 
viele mögliche Eigenschwingungen, sondern höchstens 
8 • 10 22 . Jeder, der einmal eine Flasche oder eine Flöte 
angeblasen hat, weiß, daß es nicht so leicht ist, mehr als 
die ersten paar Eigenschwingungen anzuregen. Wir unter¬ 
scheiden die Eigenschwingungen gewöhnlich dadurch, daß 
wir die mit der tiefsten Frequenz mit 1 bezeichnen, die 
mit der nächsthöheren mit 2 usw. In der Praxis werden 
wir uns oft nur mit den ersten paar Eigenschwingungen 
befassen, es können aber auch einige Dutzend oder einige 
tausend sein. Wie wir sehen werden, zeigt sich, daß sich 
die tiefsten Eigenschwingungen so verhalten, als wäre das 
System kontinuierlich. 

Die allgemeinste Bewegung eines Systems kann als 
Überlagerung aller seiner Eigenschwingungen angeschrie¬ 
ben werden, wobei die Amplitude und Phasenkonstante 
jeder Schwingung durch die Anfangsbedingungen fest¬ 
gelegt werden. In einer so allgemeinen Lage sieht das 
schwingende System sehr kompliziert aus, einfach weil 
das Auge und das Gehirn sich nicht gleichzeitig mit meh¬ 
reren Dingen befassen können, ohne verwirrt zu werden. 

Es ist nicht leicht, die vollständige Bewegung zu betrach¬ 
ten und jede Eigenschwingung getrennt zu „sehen“, wenn 
deren viele vorhanden sind. 

Eigenschwingungen einer Perlenschnur. Zuerst unter¬ 
suchen wir die transversalen Schwingungen von Perlen¬ 
schnüren. Wir werden annehmen, daß wir es mit linearen 
(d.h. dem Hookeschen Gesetz gehorchenden) masselosen 
Federn zu tun haben, die die Verbindung zwischen den 
Punktmassen m herstellen. In unseren Bildern werden wir 
die Federn als gerade Linien zeichnen, nicht als Schrau¬ 
benlinien. 

Bild 2.1 stellt eine Reihe von Perlenschnüren dar. Das 
System hat einen Freiheitsgrad, N = 1, das nächste zwei, 

N = 2, usw. In jedem Falle stellen wir ohne Beweis die 
Formen der jeweiligen Eigenschwingungen dar. Später 
werden wir die exakte Form und Frequenz einer jeden 
Eigenschwingung ableiten. 

Wenn Sie annehmen, daß die dargestellten Formen 
wirklich die der Eigenschwingungen sind, sollten Sie schon 
in der Lage sein zu erkennen, daß wir sie genau in der 
Reihenfolge ansteigender Frequenzen angeordnet haben. 
Dies deshalb, weil die Schnüre immer größere Winkel mit 
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2. Freie Schwingungen von Systemen mit vielen Freiheitsgraden 



Bild 2.1. Transversale Eigenschwingungen einer Perlenschnur. Eine Schnur mit N Massenpunkten hat N Eigenschwingungen. Bei der Eigenschwin¬ 
gung n kreuzt die Schnur die Gleichgewichtslage n - 1 mal und hat n halbe Wellenlängen. Die Eigenschwingung mit der höchsten Frequenz ist die 
„Zick-zack‘‘-Konfiguration. 


der Gleichgewichtsrichtung einschließen, wenn wir die 
Nummer der Eigenschwingung erhöhen und dabei die 
Auslenkung eines bestimmten Massenpunktes ungeändert 
lassen. Folglich nimmt für einen bestimmten Punkt in 
einem bestimmten System die rücktreibende Kraft pro 
Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse zu, wenn wir 
von einer Form zur nächsten übergehen. Daher wächst 
auch die Frequenz an. 

Es fällt ferner auf, daß unsere Folge angenommener 
Eigenschwingungsformen immer genau N Konfiguratio¬ 
nen ergibt: Die erste Eigenschwingung hat immer null 
„Knoten“ — das sind, mit Ausnahme der Endpunkte, 
Stellen, wo die Schnur die Achse kreuzt -, die zweite hat 
einen Knoten usw. Die höchste Eigenschwingung weist 
immer die größtmögliche Anzahl von Knoten auf, näm¬ 
lich N - 1. Diese wird durch eine auf- und abgehende 
„Zick-zack“-Linie erreicht, die die Achse zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Massen einmal schneidet. 


2.2. Transversale Eigenschwingungen einer 
kontinuierlichen Perlenschnur 

Wir lassen nun N sehr groß werden, etwa N = 1000 000. 
Dann liegen bei den untersten Eigenschwingungen, also 
etwa bei den ersten paar tausend, zwischen je zwei Kno¬ 
ten sehr viele Massenpunkte. Die Auslenkung ändert sich 
daher von einer Perle zur nächsten nur langsam. Wir wer¬ 
den die obersten Eigenschwingungen hier nicht unter¬ 
suchen, da diese als Grenzfall eine „Zick-zack-Linie“ er¬ 
geben und sich nicht durch eine stetige Funktion i//(x,y,z,t) 
beschreiben lassen. — Auf Grund des oben Gesagten wer¬ 
den wir die augenblickliche Form nicht durch die Aus¬ 
lenkungen der einzelnen Punkte, also i// a (t), \// b (t), ^c(t)> 
usw., beschreiben. Statt dessen schreiben wir allen 
Teilchen, deren Gleichgewichtslagen in der Umgebung 
des Punktes x, y, z (z.B. in einem infinitesimalen Würfel 
mit den Kantenlängen Ax, Ay, Az) liegen, denselben 
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augenblicklichen Verschiebungsvektor i//(x,y, z, t) 
y, z, t) = x \p x (x, y, z, t) + y \p y (x, y, z, t) 

+ zi// z (x,y,z,t) ( 2 . 1 ) 

zu, wobeix, y, z Einheitsvektoren, \jj X) \jj y , \p z die Kom¬ 
ponenten des Verschiebungsvektors \p sind. Es ist wichtig, 
sich klarzumachen, daß x,y,z die Gleichgewichtslage der 
Teilchen in dieser Umgebung bezeichnen. Also sind x, y, z 
keine Funktionen der Zeit. 

Longitudinale und transversale Schwingungen. Die 
GL ( 2 . 1 ) ist von viel allgemeinerer Form, als wir sie zur 
Untersuchung von Saitenschwingungen benötigen. Neh¬ 
men Sie an, die Saite sei im Gleichgewicht in der z-Rich- 
tung ausgespannt, dann genügt die Koordinate z, um die 
Gleichgewichtslage jedes Massenelements mit der Genauig¬ 
keit Az festzulegen. Gl. (2. 1 ) läßt sich in der einfachsten 
Form 

'Pi Z, t) = x\p x (z, t) + yi// y (z, t) + z|// Z (z, t) ( 2 . 2 ) 

schreiben. Schwingungen längs der z-Richtung heißen 
longitudinale Schwingungen, während solche in der x- 
und in der y-Richtung als transversale Schwingungen be¬ 
zeichnet werden. Im Augenblick interessieren wir uns nur 
für die transversalen Schwingungen der Saite. Daher setzen 
wir gleich Null: 

i//(z, t) = xip x (z,t) + y[p y (z, t). (2.3) 

Lineare Polarisation. Als weitere Vereinfachung neh¬ 
men wir an, daß die Schwingungen ausschließlich in der 
x-Richtung ausgeführt werden, d.h. \p y = 0. Dann sagt 
man, die Schwingungen seien in der x-Richtung linear 
polarisiert. In Kapitel 8 werden wir allgemeinere Polari¬ 
sationszustände untersuchen. - Nun können wir den 
Einheitsvektor x sowie den Index bei weglassen und 
schreiben: 

augenblickliche transversale Auslenkung 
z, t) = der Teüchen an der Stelle z mit der Gleich¬ 
gewichtslage x = 0 . ^2 4 ) 

Betrachten Sie nun ein sehr kleines Stückchen unserer 
Saite. Im Gleichgewicht liegt es in einem kleinen Bereich 
der Länge Az mit dem Mittelpunkt an der Stelle z. Seme 
Masse Am, dividiert durch die Länge Az, ist als Massen¬ 
dichte po definiert. Sie wird in Masseneinheiten pro 
Längeneinheit gemessen: 

Am = p 0 Az. (2.5) 

Die Massendichte soll über die gesamte Saite dieselbe sein. 
Auch die Saitenspannung im Gleichgewicht, T 0 , soll über¬ 
all dieselbe sein. 

Im allgemeinen, also auch wenn kein Gleichgewicht 
vorliegt, hat das Saitenelement Az eine Auslenkung \jj( z, t), 
die den Mittelwert über das Element darstellt (Bild 2.2). 
Das Element ist nicht mehr vollkommen gerade, sondern 
im allgemeinen leicht gekrümmt. Dies kommt in Bild 2.2 


dadurch zum Ausdruck, daß 0 1 und 0 2 nicht gleich groß 
sind. Die Spannung des Elements ist nicht mehr T 0 , da 
seine Länge nicht mehr der Gleichgewichtslänge entspricht. 
Wir wollen die auf das Element wirkende Gesamtkraft 
für den dargestellten Augenblick ermitteln. An seinem 
linken Ende wird das Element mit der Kraft T t sin 6 t hin¬ 
untergezogen. An seinem rechten Ende wird es mit der 
Kraft T 2 sin0 2 hinaufgezogen. Daher ist die Gesamtkraft 
nach oben 

F x (t) = T 2 sin0 2 ~T 1 sin0 1 . (2.6) 

Wir wollen F x (t) durch 0(z, t) und seine räumliche Ab¬ 
leitung 

d\p(z, t) _ Anstieg der Saite an der Stelle z , . 

3z zur Zeit t 


ausdrücken. Gemäß Bild 2.2 ist der Saitenanstieg an der 
Stelle Zj gleich tan0!, an der Stelle z 2 hingegen tan0 2 . 
Ferner ist Ti cos 0! die waagerechte Komponente des 
Federzuges an der Stelle z x , und T 2 cos0 2 ist die waage¬ 
rechte Komponente an der Stelle z 2 . Nun möchten wir 
aber eine lineare Bewegungsgleichung erhalten. Zu diesem 
Zweck nehmen wir an, daß wir entweder die Näherung 
stark gespannter Federn oder die Näherung für kleine 
Schwingungen verwenden können. In der ersten Näherung 
ist T um einen Faktor l/cos0 größer als T 0 , da das Ele¬ 
ment um diesen Faktor länger ist als Az. Daher güt 
T cos0 = T 0 . In der Näherung für kleine Schwingungen 
vernachlässigen wir die Längenänderung des Elements und 
setzen cos0 näherungsweise gleich Eins. Daher haben wir 
auch in diesem Fall T cos 0 = T 0 . Dann liefert Gl. (2.6): 

F x (t) =T 2 sin0 2 -T 1 sin0 1 

= T 2 cos0 2 tan0 2 - Ticos0! tan0! 

= T o tan0 2 ~ T o tan0! 



Betrachten Sie nun die Funktion f(z), die durch 


f(z) = 


9^(z,t) 

3z 


(2.9) 


definiert ist. Dabei haben wir die Variable t beim An¬ 
schreiben von f (z) nicht berücksichtigt, weil wir beab¬ 
sichtigen, t konstant zu halten. Wir entwickeln f(z) in 
eine Taylorreihe um z x und setzen dann z = z 2 (siehe An¬ 
hang, Gl. (A.3)): 

f(z 2 ) = f(z, ) + (Z 2 - Z,)(f } 4 (z2 - zi )2 (^), + • • • ’ 

( 2 . 10 ) 

wobei gemäß Büd 2.2 z 2 - z x = Az. Wir gehen nun zum 
Grenzfall über, in dem Az hinreichend klein ist, so daß 
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Bild 2.2. Transversale Schwingungen einer Saite. Unten die Gleichgewichtslage eines infinitesimalen Elements in Rich¬ 
tung der z-Achse. Oben eine beliebige Lage und Stellung desselben Elements. 


wir quadratische und höhere Terme in Gl. (2.10) vernach¬ 
lässigen können. Dann schreiben wir 


f( Zl ) - f(z,) = Az(f)_ = AZ 


= Az 


3z 2 


( 2 . 11 ) 


Beachten Sie, daß wir in Gl. (2.11) den Index 1 wegge¬ 
lassen haben. Der Grund dafür ist, daß es keine Rolle spielt, 
an welcher Stelle des Intervalls Az wir die Ableitung 
nach z nehmen. Wir vernachlässigen ja höhere Ableitungen 
in der Taylorreihe von Gl. (2.10). Beachten Sie auch, daß 
wir die räumliche Ableitung als partielle Ableitung schrei¬ 
ben können, sobald wir die Bezeichnung i//(z, t) verwen¬ 
den. 


Wir können nun die Gin. (2.9) und (2.10) in Gl. (2.8) 
benützen, um für die Gesamtkraft auf das Element das 
Ergebnis 

ö 2 \l/( z, t) 

F x (t) = T 0 Az-^^ (2.12) 


zu erhalten. 


Wir verwenden nun das zweite Newtonsche Gesetz. 

Die Kraft F x , gegeben durch Gl. (2.12), ist gleich der 
Masse Am des Elements mal seiner Beschleunigung. 
Geschwindigkeit und Beschleunigung des Elements mit 
der Gleichgewichtslage z werden mit Hilfe von \p(z, t) und 
seinen Ableitungen wie folgt ausgedrückt : 


Hz, t) 

d\p(z, t) 
_ dt 

d 2 Hz, t) 

9t 2 


Auslenkung 

Geschwindigkeit 

Beschleunigung 


(2.13) 
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Also ergibt das Newtonsche Gesetz mit 


d 2 \p d 2 i p 

p 0 Az w = F x =T 0 Ax^- r . 


d.h. 


Gl. (2.14) ein, kürzen den gemeinsamen Faktor cos(oot+ip) 
heraus und erhalten 


d 2 A(z) _ 
dz 2 



(2.18) 


3 2 ij/(z,t) _ 3 2 i//(z, t) 

3t 2 - Po 3z 2 


Klassische Wellengleichung. Gl. (2.14) ist eine berühmte 
lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Sie heißt die klassische Wellengleichung. Wir werden ihr 
oft begegnen, und wir werden zum Schluß viele ihrer 
Eigenschaften und viele physikalische Situationen kennen, 
in denen sie vorkommt. (Natürlich bezieht sich die posi¬ 
tive Konstante T 0 /po speziell auf die Saite. Bei anderen 
physikalischen Anwendungen treten in der Wellenglei¬ 
chung an ihrer Stelle irgendwelche anderen positiven 
Konstanten auf.) 


Stehende Wellen. Wir versuchen, die Eigenschwingungen, 
die stehenden Wellen, einer Saite zu ermitteln. Daher 
nehmen wir an, wir hätten eine Eigenschwingung. Alle 
Teile der Saite sollen eine harmonische Bewegung mit 
derselben Kreisfrequenz co und derselben Phasenkonstan¬ 
ten p ausführen. Die Größe \p(z, t), d.h. die Auslenkung 
der Saitenteilchen mit der Gleichgewichtslage z, sollte 
also für alle z dieselbe Zeitabhängigkeit haben, nämlich 
cos (cot + p). Gewöhnlich hängt die Phasenkonstante p 
von dem Zeitpunkt ab, an dem die Eigenschwingung 
beginnt. Die „Gestalt“ einer Eigenschwingung, die sich 
aus diskreten Freiheitsgraden a, b, c usw. herleitet, wird 
durch das Verhältnis der Schwingungsamplituden A, B, C 
usw. festgelegt. In dem vorliegenden Fall einer Saite, wo 
die unendlich vielen Freiheitsgrade durch den Parameter z 
bezeichnet werden, kann die Schwingungsamplitude der 
Freiheitsgrade bei z, d.h. in einer kleinen Umgebung von z, 
als stetige Funktion A(z) geschrieben werden. Die Gestalt 
von A(z) hängt von der Eigenschwingung ab, d.h. jede 
Eigenschwingung hat ein anderes A(z). So lautet der allge¬ 
meine Ausdruck für eine stehende Welle : 

i//(z, t) = A(z) cos (cot + p) . (2.15) 


Die zu Gl. (2.15) gehörende Beschleunigung ist 


a 2 i// 

at 2 


= - CO 2 l// = — CO 2 A(z) COS (cot + p) . 


(2.16) 


Die zweite partielle Ableitung der Gl. (2.15) nach z ist 

a 2 i//_ a 2 [A(z)cos(cot + p)] 
dz 2 dz 2 

= cos (cot + ifi) , (2.17) 


wobei nicht eine partielle, sondern vielmehr eine gewöhn¬ 
liche Ableitung nach z auftritt, denn A(z) hängt nicht 
von der Zeit ab. Wir setzen die Gin. (2.16) und (2.17) in 


Gl. (2.18) bestimmt die Gestalt der Eigenschwingung. Da 
jede Eigenschwingung eine andere Kreisfrequenz co hat 
und co 2 in Gl. (2.18) auftritt, sehen wir, daß verschiedene 
Eigenschwingungen unterschiedliche Gestalten aufweisen, 
wie wir es erwartet haben. 


Gl. (2.18) hat die Form der Differentialgleichung für 
harmonische Schwingungen, jedoch nicht in der Zeit, son¬ 
dern vielmehr im Raum. Die allgemeine Form einer har¬ 
monischen Schwingung im Raum kann als 


A(z) = A sin 



+ B cos 2 7T 


(2.19) 


geschrieben werden, wobei die Konstante X jene Strecke 
darstellt, auf der eine vollständige Schwingung ausgeführt 
wird. Daher heißt sie Wellenlänge. Sie ist für die Schwin¬ 
gung im Raum derjenige Parameter, der der Schwingungs¬ 
dauer T bei den Schwingungen in der Zeit entspricht. Die 
Einheit, in der X gemessen wird, ist Zentimeter pro 
Schwingung (d.h. pro voller räumlicher Schwingung in 
Richtung z) oder einfach Zentimeter. 

Um zu sehen, wie diese Lösung mit Gl. (2.18) in Ein¬ 
klang zu bringen ist, differenzieren wir Gl. (2.19) zwei¬ 
mal : 


d 2 A(z) 
dz 2 


2 TT 


A( z ) • 


( 2 . 20 ) 


Vergleichen wir die Gin. (2.18) und (2.20) miteinander, 
so sehen wir,daß 


2 71 

X 


: co 


P ° 


To/ (2 ™ } To 


gelten muß, d.h. 


( 2 . 21 ) 


( 2 . 22 ) 


Wellengeschwindigkeit. Gl. (2.22) gibt die Beziehung 
zwischen Wellenlänge und Frequenz für transversale 
stehende Wellen auf einer homogenen Saite an. Die Kon¬ 
stante (To/Po) 172 hat die Dimension einer Geschwindig¬ 
keit, da X^ die Dimension Länge/Zeit hat. Die Geschwin¬ 
digkeit v 0 = (T 0 /p 0 ) 1/2 heißt die „Phasengeschwindigkeit 
für laufende Wellen“ für dieses System. Laufende Wellen 
werden wir in Kapitel 4 untersuchen. Bei unseren gegen¬ 
wärtigen Betrachtungen über stehende Wellen brauchen 
wir den Begriff der Phasengeschwindigkeit nicht, da 
stehende Wellen nirgends „hingehen“. Sie „stehen und 
schwingen“ wie ein großer „verteilter“ harmonischer 
Oszülator. Wir werden es fortan in diesem Kapitel unter- 
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lassen, den Ausdruck (To/Po) 172 als Geschwindigkeit zu 
bezeichnen, denn Sie sollen sich ja stehende Wellen vor¬ 
stellen. 

Die allgemeine Lösung für die Auslenkung \p(z, t) der 
Saite in einer einzigen Eigenschwingung, also einer stehen¬ 
den Welle, erhält man durch Kombinieren der Gin. (2.15) 
und (2.19): 

\p(z, t) = cos (cot + <p) [A sin (2 ttz/X) + B cos (27Tz/X)]. 

(2.23) 

Randbedingungen. Gl. (2.23) ist etwas zu allgemein. 

Sie enthält nicht die wichtigen Randbedingungen. Unsere 
schwingende Saite wird an beiden Enden festgehalten , 
doch haben wir diese Information noch nicht bei unserer 
Lösung berücksichtigt. Wir tun es nun auf folgende Weise. 
Nehmen Sie an, die Saite habe die Gesamtlänge /. Wählen 
wir den Koordinatenursprung so, daß das linke Ende der 
Saite mit z = 0 zusammenfällt. Das rechte Ende liegt dann 
bei z = /. Betrachten Sie den Punkt z = 0. Die Saite wird 
dort festgehalten, so daß \p( 0, t) für alle t Null sein muß. 
Diese Bedingung verlangt B = 0, da für alle Zeiten t gilt 

\p( 0, t) = cos (cot + ip) [0 + B] = 0. (2.24) 

Also haben wir 

2 7TZ 

\p(z, t) = A cos (cot + ip) sin -r— . (2.25) 

Die andere Randbedingung ist, daß die Saite an der Stelle 
z = / festgehalten werde, weshalb \p(l, t) für alle t Null 
sein muß. Wir wollen nicht etwa in Gl. (2.25) A = 0 wäh¬ 
len, denn das entspricht dem uninteressanten Fall, daß 
die Saite sich dauernd in Ruhe befindet. Die einzige an¬ 
dere Möglichkeit der Erfüllung der Randbedingung an 
der Stelle / ist 

2 7T / 

sin-—= 0. (2.26) 

Die einzigen Wellenlängen X, die diese Randbedingung zu 
erfüllen vermögen, sind jene, für die die Anzahl halber 
Wellenlängen 2//A eine ganze Zahl ist. Daher müssen die 
brauchbaren Wellenlängen eine der folgenden Möglich¬ 
keiten erfüllen: 

2irl 

—— = 7T, 2n, 3iT, 4 tt, 5tt, ... . (2.27) 

A 

(Warum haben wir den Fall 27T//A = 0 ausgeschlossen? ) 
Diese Folge von Möglichkeiten, die Randbedingungen zu 
erfüllen, entspricht sämtlichen möglichen Eigenschwin¬ 
gungen der Saite. Wir numerieren die Eigenschwingungen 
im Hinblick auf die Folge (2.27) und ordnen dem ersten 
Term die Nummer 1 zu. Dann güt gemäß Gl. (2.27) für 
die Wellenlängen der Eigenschwingungen 

X, = 2 /, X 2 =|x l; x 3 =|x 1; X 4 = ^ Xj ,( 2 . 28 ) 
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Harmonische Frequenzverhältnisse. Die zu den Wellen¬ 
längen gehörenden Frequenzen findet man mit Hilfe von 
Gl. (2.22): 

v 0 

^, v 2 =2v x , v 3 = 3 v x , i; 4 = 4, ... (2.29) 

Die Frequenzen 2v x , 3v x usw. heißen zweite, dritte usw. 
Harmonische der Grundfrequenz v x . Die Tatsache, daß 
die Eigenfrequenzen v 2 ,v 3 usw. eine Folge von Harmoni¬ 
schen der tiefsten Frequenz v x darstellen, rührt von un¬ 
serer Annahme her, daß die Saite vollkommen homogen 
und biegsam ist. In der Praxis bilden die Eigenfrequenzen 
der meisten physikalischen Systeme nicht diese harmoni¬ 
sche Folge von Frequenzverhältnissen. Z.B. bilden die 
Eigenfrequenzen einer Saite mit inhomogener Massen¬ 
dichte keine Folge von Harmonischen der Grundfrequenz. 
Statt dessen trifft man etwa v 2 = 2,78 v x ,v 3 - 4,62 v x 
usw. an. Bei einer Klavier- oder Violinsaite ergeben die 
Eigenfrequenzen annähernd, jedoch nicht exakt, die 
harmonische Folge. Das kommt daher, daß sie nicht voll¬ 
kommen biegsam sind. Wie diese harmonischen Frequenz¬ 
verhältnisse mit der Inhomogenität der Saite Zusammen¬ 
hängen, wird in Aufgabe 7 qualitativ behandelt. 

Die Eigenschwingungen der Saite sind in Bild 2.3 dar¬ 
gestellt. Zur Gleichgewichtslage würde der fehlende erste 
Term, 2nl/X = 0, der Folge von Gl. (2.27) gehören. Die 
zugehörige Frequenz ist Null. Es tritt keine Bewegung 
auf; der Gleichgewichtszustand wird nicht als Eigen¬ 
schwingung bezeichnet. 

Wellenzahl. Der Kehrwert der Wellenlänge A heißt 
Wellenzahl o. Ihre Dimension ist Schwingungen pro Zenti¬ 
meter oder, gebräuchlicher, „Zentimeter hoch minus 
Eins“. Sie spielt für räumliche Schwingungen dieselbe 
Rolle wie die Frequenz v für zeitliche Schwingungen 

o = ^ = Wellenzahl (cm -1 ) . (2.30) 

Die mit 2n multiplizierte Wellenzahl heißt ebenfalls 
Wellenzahl und wird mit k bezeichnet (Kreiswellenzahl). 
Ihre Dimension ist Radian pro Zentimeter. Diese Größe 
spielt bei räumlichen Schwingungen dieselbe Rolle wie 
die Kreisfrequenz co für zeitliche Schwingungen. 

2 7 r 

k = — = Wellenzahl (rad pro cm) . (2.31) 

Wir können die Rolle dieser Größen veranschaulichen, 
indem wir dieselbe stehende Welle in mehreren gleich¬ 
wertigen Formen schreiben: 

t z 

\p(z, t) = A sin 277 — sin 27r — = A sin 2tt vt sin 27r az 
1 A 

= A sin cot sinkz . 


(2.32) 
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Bild 2.3. Eigenschwingungen einer kontinuierlichen Saite mit 
festgehaltenen Enden 


Zur weiteren Veranschaulichung können wir die Folge 
von Eigenschwingungen der Gin. (2.27), (2.28) und (2.29) 
schreiben: 

k 1 / = 7rrad, k 2 / = 27rrad, k 3 / = 37rrad usw. (2.33) 
o x l = ^Schwingung, 

o 2 l= 1 Schwingung, (2.34) 

3 

o 3 l = - Schwingungen usw. 


Dispersionsrelation. Gl. (2.22) liefert den Zusammen¬ 
hang zwischen Frequenz und Wellenlänge der Eigenschwin¬ 
gungen der homogenen biegsamen Saite: 



oder, wenn wir mit 2tt multiplizieren, 



Gl. (2.35) beschreibt den Zusammenhang zwischen Fre¬ 
quenz und Wellenzahl für Eigenschwingungen der Saite. 
Beachten Sie, daß wir den Vorsatz „Kreis-“ in der Be¬ 
zeichnung „Kreisfrequenz“ und „Kreiswellenzahl“ fort¬ 
gelassen haben. Dies ist in der Praxis so üblich, die Sym¬ 
bole und Dimensionsangaben beseitigen jegliche Zwei¬ 
deutigkeit. Eine Beziehung wie Gl. (2.35), die co als Funk¬ 
tion von k angibt, heißt Dispersionsrelation. Sie stellt 
eine bequeme Möglichkeit zur Charakterisierung der 
Wellen eines Systems dar. 

Dispersionsrelation für eine wirkliche Klaviersaite. Die 
durch Gl. (2.35) gegebene Dispersionsrelation ist äußerst 
einfach, doch werden wir später auf kompliziertere 
stoßen. In einer komplizierteren Dispersionsrelation ist 
die Größe = co/k nicht konstant, d.h. sie hängt von 
der Wellenlänge ab. Z.B. zeigt sich, daß die Dispersions¬ 
relation für eine Klaviersaite annähernd die Form 

^=S +ak2 < 2 - 36 ) 

hat, wobei a eine kleine positive Konstante ist, die im 
Falle einer vollkommen biegsamen Saite Null wäre. In 
diesem Fall geht Gl. (2.36) in Gl. (2.35) über. Die Eigen¬ 
schwingungen einer Klaviersaite haben dieselbe räumliche 
Abhängigkeit wie die einer vollkommen biegsamen Saite, 
also Xi = 2 /, X 2 - \ Xi, X 3 = | X 1 usw., weÜ die Rand¬ 
bedingungen dieselben sind. Die Eigenfrequenzen jedoch 
ergeben nicht die „harmonische“ Folge v 2 = 2v x ,v 3 =2>Vi 
usw., weü die Dispersionsrelation (2.36) nicht diese Folge 
liefert. Die harmonische Folge erhält man nur im Ideal¬ 
fall mit a = 0, wenn also güt \v = konstant. Bei einer 
Klaviersaite sind die Frequenzen der höheren Eigen¬ 
schwingungen etwas höher als die Frequenzen der har¬ 
monischen Folge. 

Dispersionsfreie und dispersionsbehaftete Wellen. 
Wellen, für die die einfache Dispersionsrelation 
co/k = konstant gilt, heißen „dispersionsfreie Wellen“. 
Wenn co/k von der Wellenlänge und somit von der Fre¬ 
quenz abhängt, heißen die Wellen „dispersionsbehaftet“. 
Für solche Wellen stellt man gewöhnlich ein Diagramm 
her, in dem man co gegen k aufträgt. Bei dem vorliegen¬ 
den Beispiel der biegsamen Saite besteht die Kurve bloß 
aus einer geraden Linie, die durch den Punkt co = k = 0 
geht und die Steigung (T 0 /Po) 12 aufweist, wie es in 
Büd 2.4 dargestellt ist. 
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Bild 2.4. Dispersionsrelation für eine kontinuierliche, homogene, 
biegsame Saite 


2.3. Allgemeine Bewegung einer kontinuierlichen 
Saite und Fourieranalyse 

Wir betrachten den allgemeinsten Bewegungszustand 
der Saite für transversale Schwingungen in der x-Richtung, 
wenn beide Enden festgehalten werden. Dieser ist eine 
Überlagerung aller Eigenschwingungen 1 , 2, 3,... , zu 
denen die Amplituden A x , A 2 , A 3 ,... und die Phasen¬ 
konstanten {fix , y 2 , ^ 3 ,... gehören: 

i//(z, t) = A x sin k x z cos (coi t + ) 

+ A 2 sink 2 z cos(cc 2 1 + y> 2 ) + ••• > (2.37) 

wobei die k n , wie im vorhergehenden Abschnitt be¬ 
schrieben, so gewählt sind, daß sie die Randbedingungen 
bei z = 0 und z = / erfüllen. Die co n sind mit den k n durch 
die Dispersionsrelation cj(k) verknüpft. Die Amplituden 
A n und die Phasenkonstanten y? n , die die Beschreibung der 
Bewegung für alle Lagen z und alle Zeiten t vervollstän¬ 
digen, werden durch Vorgabe der Anfangsbedingungen 
festgelegt. Dies sind die augenblickliche Auslenkung ^(z,t) 
und die dazugehörige augenblickliche Geschwindigkeit 
v(z, t) = d\p( z, t)/9t für jeden Punkt z zur Zeit t = 0. 

Bewegung einer an beiden Enden festgehaltenen Saite. 
Nehmen Sie an, wir zwingen der Saite für t < 0 mit Hüfe 
einer Schablone eine vorgegebene Gestalt auf. Zur Zeit 
t = 0 geben wir die Saite plötzlich frei, indem wir die 
Schablone entfernen. Daher hat zur Zeit t = 0 jeder Teil 
der Saite eine Auslenkung \p(z, 0) = f(z) und die Ge¬ 
schwindigkeit v(z, 0) = 0. Nun ist der n-te Term in der 
Geschwindigkeit, also in der zeitlichen Ableitung der 
Gl. (2.37), proportional sin(co n t + ^ n ). Dieser Ausdruck 
vereinfacht sich zur Zeit t = 0 zu sin</? n . Daher können 
wir v(z, 0) für alle z zum Verschwinden bringen, indem 
wir alle Phasenkonstanten y? n entweder gleich Null oder 
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gleich 7r setzen. Setzen wir aber y x = rr, so ist dies gleich¬ 
bedeutend mit dem Setzen eines Minuszeichens vor Ai. 
Daher können wir die Anfangsbedingungen erfüllen, wenn 
wir alle Phasenkonstanten Null setzen, doch sowohl posi¬ 
tive als auch negative Amplituden Ai, A 2 usw. zulassen. 
Daher haben wir für v(z, 0) = 0 

0(z, t) = Ai sinkiZ coscüi t + A 2 sink 2 z cosco 2 1 + ... 

(2.38) 

und zur Zeit t = 0 

t//(z,0) = f(z) = AisinkiZ + A 2 sink 2 z + ... (2.39) 

Wie wir unten sehen werden, legt Gl. (2.39) die Ampli¬ 
tuden Ai , A 2 usw. fest. 

Fourierreihe einer Funktion mit Nullstellen an beiden 
Enden. Nun kann die Funktion f(z) sehr allgemein sein. 
Die einzige Bedingung war, daß die Saite nach ihr verlau¬ 
fen sollte. Daher fordern wir von f(z) nur, daß f(z) = 0 
für z = 0 und z = /. Außerdem soll f(z) über „kleine“ 
Intervalle nicht „gezackt“ sein, denn wir nahmen von 
unserer Wellenfunktion i//(z, t) an, daß sie sich nur lang¬ 
sam mit z ändert. Also muß f(z) hinreichend glatt sein, 
damit die Saite nach dieser Funktion verlaufen kann und 
außerdem noch die Differentialgleichung erfüllt, die wir 
in der „stetigen“ Näherung erhalten haben. Auf diese 
Weise haben wir gefunden, daß jede vernünftige Funktion 
f(z), die bei z = 0 und z = / verschwindet, in eine Reihe 
von der Form der Gl. (2.39) entwickelt werden kann, sich 
also als Summe sinusförmiger Schwingungen darstellen 
läßt. Gl. (2.39) heißt eine Fourierreihe oder Fourier¬ 
entwicklung. Sie ist insofern ein Sonderfall einer Fourier¬ 
reihe, als sie nur für Funktionen f(z) gilt, die bei z = 0 
und z = / verschwinden. Es läßt sich jedoch eine wesent¬ 
lich größere Klasse von Funktionen durch entsprechende 
Fourierentwicklung darstellen. Wir werden diese größere 
Klasse jetzt ermitteln. 

Unsere Funktion f(z) hatte den Zweck, den Verlauf 
der Saite anzugeben, und war daher nur zwischen z = 0 
und z = / definiert. Die Funktionen sinki z, sin 2k i z, 
sin3kiZ usw., die die unendliche Reihe der Gl. (2.39) 
bilden, sind hingegen für alle z von — 00 bis +°° definiert. 
Wir bemerken auch, daß sinki z periodisch in z mit der 
Periode X x ist, also die Periodizitätsbedingung erfüllt. 

D.h. für jedes z muß der Wert an der Stelle z + X x derselbe 
sein wie an der Stelle z, wobei die Periode X x in unserem 
Falle gleich 21 ist. Wir bemerken, daß die Funktion 
sin 2k! z auch periodisch in z mit der Periode X x ist. Na¬ 
türlich führt sie in einem Intervall der Länge X x zwei volle 
Schwingungen aus. Sie ist deshalb periodisch sowohl mit 
der Periode \X x als auch mit der Periode X x . Tatsächlich 
sind alle Sinusfunktionen in Gl. (2.39) periodisch in z 
mit der Periode X x . Daher ist auch die Reihe selbst perio¬ 
disch mit der Periode X x . Somit können wir die Klasse 
der Funktionen, die eine Fourierreihe von der Form der 
Gl. (2.39) besitzen, erweitern: Alle periodischen Funktio- 
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Bild 2.5. Konstruktion einer periodischen Funktion F(z) mit der Periode \\ = 21 aus einer Funktion f(z), die für z = 0 und z = l verschwindet. 
Beachten Sie, daß F(z) die Periodizitätsbedingung erfüllt. 


nen F(z) mit der Periode X x , die bei z = 0 und z = |X x 
verschwinden, können in eine Fourierreihe von der Form 
der Gl. (2.39) entwickelt werden. Liegt eine Funktion 
f(z) vor, die nur zwischen den Punkten z = 0 und z = / 
definiert ist und in diesen verschwindet, so können wir 
eine periodische Funktion F(z) konstruieren, die dieselbe 
Fourierreihe wie f(z) besitzt. Dies geschieht auf folgende 
Weise: Zwischen z = 0 und z = / lassen wir F(z) und f(z) 
zusammenfallen. Zwischen l und 21 konstruieren wir F(z) 
als „umgekehrtes Spiegelbild“ von f(z), wobei der „Spie¬ 
gel“ bei z = / liegt. Nun, da wir F(z) zwischen z = 0 und 
z = 21 vorgegeben haben, definieren wir F(z) einfach durch 
Wiederholung in aufeinanderfolgenden Intervallen der 
Länge 21. Die Konstruktion ist in Bild 2.5 gezeigt. 

Fourieranalyse einer periodischen Funktion von z. 

Wir erweitern nun abermals die Klasse von Funktionen, 
für die wir Fourierentwicklungen anschreiben können: 

Gl. (2.39) gilt nur für Funktionen, die periodisch mit der 
Periode X x sind und für z = 0 sowie z = ~X l verschwinden. 
Nun war aber die Bedingung, daß die Funktion für z = 0 
und z = verschwinden sollte, das Ergebnis unserer 
besonderen Wahl der Randbedingungen, nämlich daß 
beide Enden der Saite festgehalten werden. Ohne diese 
besonderen Randbedingungen hätten wir für die Saiten¬ 
schwingung Lösungen erhalten, die nicht nur die Terme 
mit sinrn^z, sondern auch solche mit cosmkiZ enthalten 


hätten. Diese Funktionen sind ebenfalls periodisch in z 
mit der Periode X x , verschwinden jedoch nicht bei z = 0 
und z = . Sie entsprechen Saitenschwingungen mit 

einem freien Ende oder zwei freien Enden. Indem wir sie 
in die Reihe aufnehmen, gelangen wir schließlich zu einer 
sehr allgemeinen Klasse von Funktionen, für die wir 
Fourierreihen anschreiben können: Alle vernünftigen 
periodischen Funktionen F(z) mit der Periode X { , d.h. 
Funktionen mit der Eigenschaft F(z + X L ) = F(z) für alle z, 
können in eine Fourierreihe der Form 


oo 

F(z) = V A n sinn ~^z + B n cosn z 
„ L X { Xi J 


n = 0 


= B 0 + ^ A n sinn j^z + ^ B n cosn ^z 


n = 1 


= B° + ^ AnSinnkiZ + ^ BnCosn^z (2.40) 


n = 1 


entwickelt werden. 

Berechnung der Fourierkoeffizienten. Der Vorgang, 
nach dem man die Amplituden oder Fourierkoeffizienten 
B 0 , A n und B n einer gegebenen periodischen Funktion 
F(z) für alle n ermittelt, heißt Fourieranalyse. Wir werden 
nun zeigen, wie man diese Koeffizienten findet. 
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Zuerst ermitteln wir B 0 : Wir integrieren beide Seiten 
von Gl. (2.40) über eine beliebige vollständige Periode 
von F(z). D.h., wir integrieren von z = z x nach z = z 2 , 
wobei Zi irgendein z und z 2 -z x + ist. Die Funktion 
F(z) ist als bekannt vorausgesetzt. Daher kann ihr Integral 
von z x nach z 2 , das gleich ist dem Integral auf der linken 
Seite der Gl. (2.40), berechnet werden. Betrachten Sie 
nun das Integral auf der rechten Seite der Gl. (2.40). Es 
treten unendlich viele Terme auf, daher müssen wir un¬ 
endlich viele Integrale berücksichtigen. Der erste Term, B 0 , 
ergibt folgendes Integral: 


Da n — m und n + m ganze Zahlen sind, wird in einer be¬ 
liebigen vollständigen Periode von F(z) mit der Länge X x 
jeder der beiden Terme auf der rechten Seite der Gl. (2.43) 
gleich oft positiv und negativ. Daher ergibt das Integral 
über beide Terme Null, außer im Fall n = m, den wir be¬ 
reits untersucht haben. Analog verschwindet auf Grund 
der Identität 

cosnki z sinmki z = ^ sin(m + n)ki z + ^ sin(m - n)ki z 

das Integral über die Terme von der Form cosnki z sinmki z. 
Wir finden also 




B 0 dz = B 0 (z 2 


Zl 


Zi)— B 0 X 


(2.41) 



J 


sinmk! z F(z)dz . 


z 


(2.44) 


Alle anderen Terme, integriert über eine Periode, ergeben 
Null. Der Grund dafür ist, daß sinnkiZ und cosnkiz in 
jeder beliebigen vollständigen Periode gleich oft positiv 
und negativ werden und daher ihr Integral verschwindet: 


sinnk^ dz = 0, j* cosnkizdz = 0. 

Zl 


Wir haben also B 0 berechnet. Es lautet 


Auf ähnliche Weise können wir die Koeffizienten B m 
ermitteln, indem wir beide Seiten der Gl. (2.40) mit 
cosmk! z multiplizieren und über eine Periode der Länge 
Xi integrieren. Der einzige nicht verschwindende Beitrag 
zum Integral auf der rechten Seite kommt von dem Term 
mit dem Koeffizienten B m . Wir finden also 



I' 


cosmkiZ F(z)dz. 


(2.45) 


Z 2 

B 0 Xi = f F(z) dz. 


(2.42) 


Z 


Als nächstes zeigen wir, wie Sie die A m finden, wobei m 
irgendein gegebener Wert von n in Gl. (2.40) ist, der zwi¬ 
schen 1 und 00 liegen kann. Der Kniff besteht nun darin, 
daß man beide Seiten der Gl. (2.40) mit sinmki z multi¬ 
pliziert und beide Seiten über eine vollständige Periode 
von F(z) integriert. Das Integral auf der linken Seite läßt 
sich berechnen, da F(z) bekannt ist. Betrachten Sie nun 
das Integral auf der rechten Seite: Der erste Term ist das 
Integral von B 0 sinmki z, das Null ergibt, weil es m voll¬ 
ständige Perioden von sinmki z umfaßt. Es bleiben noch 
die Integrale von sinnki z sinmki z und cosnki z sinmki z 
für n = 1, 2,... . Betrachten Sie im besonderen den Term 
mit n = m. Der Mittelwert aus dem Quadrat von sinmki z 
über eine Periode von F(z) mit der Länge X x , die m voll¬ 
ständigen Perioden der Funktion sinmki z entspricht, ist 
gleich \. Dies ergibt einen Beitrag \ A m Xi zum Integral 
auf der rechten Seite von Gl. (2.40). Alle anderen Terme 
liefern keinen Beitrag. Dies sehen wir folgendermaßen 
ein: Betrachten Sie z.B. den Integranden sinnkizsinmkiz, 
wobei m ungleich n sei. Er läßt sich auf folgende Weise 
schreiben: 


sinnkiz sinmkj z = — cos(n -m)kiz - 


\ 

2 


cos(n + m)kiZ. 


(2.43) 


Fourierkoeffizienten. Unsere Ergebnisse sind in den 
Gin. (2.40), (2.42), (2.44) und (2.45) festgehalten. Wir 
fassen sie nun zusammen, um uns später bequem auf sie 
berufen zu können: 


m = 1 


F(z) = B 0 + ^ A m sinmki z + ^ B m cosmki z, 

m = 1 

z l+\l 

B 0 =^- j' F(z)dz, 


Z i 

Zi+Xi 


Al 


F(z) sinmki z dz, 


Zl 

Zi+\, 


B m =— | F(z)cosmkizdz, 


(2.46) 


wobei Zi ein beliebiger Wert von z ist. Die Gin. (2.46) 
geben an, wie wir an einer beliebigen periodischen Funk¬ 
tion F(z) mit der Periode \ x die Fourieranalyse auszu¬ 
führen haben. 


Die Rechteckwelle. Die Fourieranalyse einer „Rechteck¬ 
welle“ liefert ein illustratives Beispiel. Die Funktion f(z) 
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Bild 2.6 

Rechteckwelle f(z). Periodische 
Rechteckwelle F(z) 



verschwinde in den Punkten z = 0 und z = /, sei jedoch 
gleich +1 für 0 < z < /. Diese Funktion weist bei z = 0 
und z = l Unstetigkeiten auf, erfüllt also nicht die Voraus¬ 
setzung, die wir bei der obigen Diskussion gemacht haben: 
daß sie überall „glatt“ sein sollte. Daher können wir nicht 
gut erwarten, daß die Fourierreihe eine vollkommen ge¬ 
treue Darstellung der Rechteckwelle liefert. Es zeigt sich, 
daß bei z = 0 und z = / ein „überschießender Zacken“ 
auftritt, und zwar für jede Partialsumme der Reihe. Ad¬ 
diert man immer mehr Terme, so wird der Zacken schär¬ 
fer, seine Höhe geht jedoch nicht gegen Null ( Gibbs-Phä - 
nomen). 

Die periodische Funktion F(z), die wir gemäß der Vor¬ 
schrift von Bild 2.5 konstruieren, sieht folgendermaßen 
aus: F(z) = 0 für z = 0; +1 für 0 < z < /; 0 für z = /; 

— 1 für / < z < 2/ usw., wie es in Bild 2.6 dargestellt ist. 

Mit Hilfe der Gin. (2.46) erhält man leicht (Übung 11) 

B 0 = 0; B m = 0 für alle m; A m = 0 für m = 2,4,6,8,... 
(gerade Zahlen); A m = für m = 1,3, 5,7, ...(ungera¬ 
de Zahlen). Daher ist F(z) 

oo oo 

F(z) = B 0 + ^ B m cosrn^z + ^ A m sinnüqz 

m = 1 m = 1 

= ^ jsin^z + ^-sinSk^ + jsin5k!Z + ... j 

= 1,273 sin j 1 + 0,424 sin “p + 0,255 sin y 5 + ... 

{2A1) 

In Bild 2.7 sind die Rechteckwelle f(z), die in Gl. 

(2.47) auftretenden ersten drei Terme sowie die Überlage¬ 
rung dieser ersten drei Terme dargestellt. 


Nehmen Sie an, daß wir einer Spiralfeder die eckige 
Gestalt der Funktion f(z) nicht aufzuzwingen versuchen, 
die wir bisher untersucht haben, sondern daß die Feder 
zur Zeit t = 0 genau nach der Funktion 

g(z) = 1,273 sin ~ + 0,424 sin ~ + 0,255 sin ~ 

(2.48) 

verläuft. Diese besteht aus den ersten drei Termen der 
Gl. (2.47) und ist in Bild 2.7 b aufgezeichnet. Nun lassen 
wir zur Zeit t = 0 die Spiralfeder los. Wie sieht i//(z, t) aus? 
Bleibt die Gestalt mit an wachsendem t konstant? 

(Siehe Übung 16). 

Fourieranalyse einer periodischen Funktion der Zeit. 

Nehmen Sie an, es sei eine Funktion F(t) gegeben, die für 
alle t definiert und periodisch in t mit der Periode T! ist: 

F(t + Ti) = F(t) für alle t. (2.49) 

Wir nehmen an, daß sich F(t) in die Fourierreihe 

oo oo 

F(t) = B 0 + 2 An sinnest* ^ B n cosncoit 

n = 1 n = i (2.50) 

entwickeln läßt, wobei 

«i=2jti;, =|^. (2.51) 

Die Fourierkoeffizienten erhalten wir direkt aus unseren 
Ergebnissen der Fourieranalyse einer räumlich periodischen 
Funktion F(z), die wir oben untersucht haben. Der mathe¬ 
matische Formalismus macht keinen Unterschied zwischen 
den Variablen 6 = t und 6 = k t z. Daher erhalten wir 
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Bild 2.7 

Fourieranalyse einer Rechteckwelle f(z) 

a) die Rechteckwelle f(z) und die ersten 
drei Anteile ihrer Fourierzerlegung; 
die Indizes 1, 3, 5 beziehen sich auf 
die Eigenschwingungen 1, 3, 5 

b) die Rechteckwelle f (z) und die Über¬ 
lagerung f 1+3+5 ihrer ersten drei 

F ourierkomponenten 


die Koeffizienten in den Gin. (2.50) direkt aus den 
Gin. (2.46): 

ti+Tj 

Bo = ~ J F(t)dt, 

ti 

11 + T i 

B n = —■ J F(t)cosnco! tdt, 

ti 


A n = 


_ 2 _ 

Ti 


ti+T, 


F(t) sinnest dt, 


(2.52) 


wobei ti irgendein günstig gewählter Zeitpunkt ist. 


Klang eines Klavierakkordes. Wir werden dieses Thema 
nicht durch die Fourieranalyse einer gegebenen Funktion 
F(t) erläutern, sondern vielmehr durch eine Kombination 
bekannter Elemente. Nehmen Sie an, Sie hätten ein Kla¬ 
vier, das nach der „wissenschaftlichen Tonleiter“ ge¬ 
stimmt ist. — Wenn Sie mehr über Tonleitern wissen wollen, 
so verweisen wir Sie auf Heimversuch 6. — Es sei v x - 128 Hz. 


Dies ist jenes c, das eine Oktave unter c 1 ( = „mittleres c“) 
liegt, also dessen halbe Frequenz hat. Nun sei 
v 3 ~ 3^ = 384 Hz. Dies ist g 1 über c 1 . Ferner sei 
v$ ~ 5^i = 640 Hz. Dies ist e 2 über c 1 . Schlagen Sie nun 
alle drei Töne gleichzeitig an. Man hört einen hübschen 
„offenen“ Akkord. Wenn Sie alle genau gleichzeitig an¬ 
schlagen und die Stärke der Anschläge so wählen, daß 
- in entsprechenden Einheiten - die von den Saiten 
c = 128, g 1 =384 und e 2 = 640 an Ihrem Ohr erzeugten 
Überdrücke gleich sind 1,273 sin 2nv\ t, 0,424 sin 27 tp 3 t 
und 0,255 sin 27 t^ 5 t, dann ist der Gesamtdruck p(t) an 
Ihrem Ohr gleich der Überlagerung 

p(t) = 1,273 sm2nvit + 0,424 sin27TP 3 t 

+ 0,255 sin27TF 5 t. (2.53) 

Nun ist aber Gl. (2.53) der Gl. (2.48) sehr ähnlich, deren 
Kurve in Bild 2.7b aufgezeichnet ist. Alles, was wir tun 
müssen, um ein Schaubild von p(t) zu erhalten, ist die 
Variablenänderung von z auf t und die Erweiterung 
der in Bild 2.7b wiedergegebenen Kurve. Dann erhalten 
wir das in Bild 2.8 dargestellte Ergebnis. 

Schlagen wir nicht alle Tasten gleichzeitig an, d.h. inner¬ 
halb einer wesentlich kürzeren Zeit als y~^s, so werden 
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Bild 2.8. Überdruck am Ohr, erzeugt durch Überlagerung der Töne c, g 1 und e 2 mit den Amplituden- und Phasenverhältnissen der 
Gl. (2.53). Die Periode Ti beträgt 1/128 s 


die Phasenbeziehungen der drei Töne nicht dieselben 
sein wie in Gl. (2.53), und die Überlagerung wird nicht 
wie die in Bild 2.8 aussehen. Ihr Ohr bemerkt dies jedoch 
nicht! Ihr Ohr unterzieht im Zusammenwirken mit dem 
Gehirn den Gesamtdruck einer Fourieranalyse. Dies muß 
so sein, denn Sie „hören“ die einzelnen Töne des Akkor¬ 
des und erkennen sie. Die Information über die Phasen¬ 
beziehungen der Töne geht jedoch offenbar verloren oder 
kommt vielleicht gar nicht an. Andernfalls würden Sie 
im Klang Unterschiede feststellen, die von den Phasen¬ 
beziehungen abhängen. 

Der Mechanismus im Ohr, der die Tonhöhe feststellt, 
ist die Basilarmembran. Sie ist in einem flüssigkeitsgefüü- 
ten, spiralförmigen Organ im inneren Ohr eingeschlossen, 
in der sogenannten Cochlea . Die Cochlea ist mechanisch 
mit dem Trommelfell verbunden. Das dem Trommelfell 
zunächst liegende Ende der Basüarmembran gerät bei 
etwa 20000 Hz in Resonanz, das entgegengesetzte Ende 
jedoch bei etwa 20 Hz. Daher umfaßt der größtmögliche 
Hörfrequenzbereich Frequenzen etwa von 20 Hz bis 
20 kHz. Der Cochleanerv besitzt in der Basüarmembran 
Sensoren und setzt die mechanischen Schwingungen in 
elektrische Signale um, die dem Gehirn zugeführt werden, 
wo sie auf bestimmte Weise zu unseren Hörempfindungen 
verarbeitet werden. Wir können den Akkord immer und 
immer wieder anschlagen und sehen, daß unsere Empfin¬ 
dung die gleiche bleibt, obwohl doch p(t) recht verschie¬ 
dene Gestalten annehmen muß, die von den Phasenbezie¬ 


hungen abhängen. Daraus lernen wir, daß die Informatio¬ 
nen über die Phasenbeziehungen von Schwingungen ver¬ 
schiedener Teüe der Basüarmembran irgendwo verloren 
gehen. Vielleicht wird diese Information niemals aufge¬ 
griffen. Vielleicht ist der Umsetzer ein Empfänger mit 
quadratischer Charakteristik , der ein elektrisches Signal 
liefert, das dem Quadrat der Schwingungsamplitude der 
Membran proportional ist. Oder vielleicht überträgt zwar 
der Nerv die Phaseninformation, also etwa \//(z, t) und 
nicht nur i// 2 (z, t), doch wertet sie das Gehirn nicht aus; 
es überlagert die verschiedenen Nervensignale nicht zu 
i//(z, t). Offenbar hat die Phaseninformation keinen be¬ 
sonderen Wert für das Überleben; sonst hätten wir im 
Laufe der Evolution sicher einen Mechanismus zur Fest¬ 
stellung der Phasen entwickelt. 

Andere Randbedingungen. Bei der allgemeinen Unter¬ 
suchung der transversalen Saitenschwingungen ist es nicht 
nötig, beide Enden der Saite festzuhalten. Ein oder beide 
Enden können „frei“ sein, zumindest was die transver¬ 
salen Schwingungen anlangt. Man kann die Spannung und 
die Gleichgewichtskonfiguration der Feder beibehalten, 
indem man als Fühmng einen masselosen und reibungs¬ 
freien Ring nimmt, der an einer festen, in der x-Richtung 
liegenden Stange entlanggleitet, also transversal zur Gleich¬ 
gewichtsachse der Feder, die wir stets in die z-Richtung 
legeu. Die Eigenschwingungen werden dann anders aus¬ 
sehen als jene, die wir für eine Saite mit zwei festgehal¬ 
tenen Enden erhalten haben. Sie haben noch immer die 
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Gestalt sinusförmiger Funktionen von z, wie sie durch 
Gl. (2.19) gegeben sind. Auch ist die Dispersionsrelation 
zwischen Frequenz und Wellenlänge dieselbe wie die in 
Gl. (2.22). Tatsächlich ist unsere gesamte Diskussion bis 
zur Gl. (2.23), also bis zur allgemeinen Lösung für die 
Auslenkung der Saite in einer einzigen Eigenschwingung, 
unabhängig von den Anfangsbedingungen. Erst in den 
Betrachtungen, die nach Gl. (2.23) kamen, haben wir die 
Lösung auf eine Saite spezialisiert, die bei z = 0 und z = / 
eingespannt ist. 

An einem freien Ende einer schwingenden Saite wirkt 
nach Voraussetzung keine transversale Kraft auf die Saite, 
d.h. der reibungsfreie Stab übt keine transversale Kraft 
auf den reibungsfreien Ring aus. Dann üben auf Grund 
des dritten Newtonschen Gesetzes auch die Saite und der 
reibungsfreie Ring keine transversale Kraft auf den rei¬ 
bungsfreien Stab aus. Dies bedeutet, daß die Saite hori¬ 
zontal liegen muß. Die Steigung der Saite an einem freien 
Ende ist zu allen Zeiten gleich Null Versucht man, eine 
transversale Kraft auf das freie Saitenende wirken zu las¬ 
sen, so weicht die Saite im‘selben Augenblick aus, um die 
Kraft zum Verschwinden zu bringen. Diese wird nie un¬ 
gleich Null, und die Saite bleibt horizontal, doch selbst¬ 
verständlich nicht bewegungslos. Das Wesentliche ist, daß 
Sie nicht gegen etwas stoßen können, das zu keinerlei 
Gegenstoß bereit ist, daß Sie es aber nach Belieben ver¬ 
schieben können. 

Bild 2.9 zeigt die Eigenschwingungen einer Saite mit 
einem festgehaltenen und einem freien Ende. Die aufein¬ 
anderfolgenden Eigenschwingungen sind nach der Anzahl 
der Viertel-Wellenlängen, die in der Saitenlänge / enthal¬ 
ten sind, bezeichnet. Beachten Sie, daß die geraden Ober¬ 
schwingungen mit den Frequenzen 2v x , 4v x usw. fehlen. 
Die Fourieranalyse für Funktionen, die bei z = 0 gleich 
Null sind und deren Steigung bei x = / verschwindet, wird 
in Übung 29 behandelt. 

Abhängigkeit der Tonqualität von der Art der Anre¬ 
gung. Wird eine Klaviersaite von ihrem Hammer ange¬ 
schlagen, so werden die Grundfrequenz ( v x ), die zweite 
harmonische Oberschwingung, d.h. die Oktave (2*q), die 
Oktave plus einer Quint (3 v x ), die zweite Oktave (4v x ), 
die zweite Oktave plus einer großen Terz (5*q) sowie die 
zweite Oktave plus einer Quint (6v x ) in gewissem Aus¬ 
maße angeregt, dazu noch höhere Oberschwingungen des 
Grundtones v x . Der Betrag und die Phase jeder Fourier¬ 
komponente, also jeder Oberschwingung, hängen von der 
anfänglichen Lage und Geschwindigkeit aller Saitenele¬ 
mente unmittelbar nach dem Hammerschlag ab. Diese 
wiederum sind sehr stark von der Lage des Hammers ab¬ 
hängig, d.h. von seiner Entfernung vom Ende der Saite. 
Keine Eigenschwingung, die an der Stelle des Anschlags 
einen Knoten, also einen stets ruhenden Punkt aufweist, 
wird durch den Hammer angeregt, denn dieser erteilt je¬ 
nem Teil der Saite eine Geschwindigkeit, den er trifft 



Bild 2.9. Eigenschwingung einer Saite mit einem festgehaltenen 
und einem freien Ende 


Wird z.B. die Saite in der Mitte angeschlagen, so werden 
die Eigenschwingungen, die dort einen Knoten besitzen, 
nicht angeregt. Aus Bild 2.3 ersieht man, daß in diesem 
Falle alle geraden Oberschwingungen fehlen. Schlagen wir 
also die Saite c 128 in der Mitte an, so erwarten wir, daß 
sie in einer Überlagerung von c 128, g 1 384, e 2 640 usw. 
schwingt. Die „Tonqualität“ unterscheidet sich dann 
merklich von jener, die man erhält, wenn die Saite nahe 
einem Ende angeschlagen wird und in einer Überlagerung 
von c 128, c 1 256, g 1 384, c 2 512, e 2 640, g 2 768 usw. 
schwingt. 

Die Eigenschwingungen einer homogenen Saite bilden 
ein vollständiges Funktionensystem. Als wir am Anfang 
eine Saite mit zwei festgehaltenen Enden untersuchten, 
stellten wir fest, daß jede vernünftige Funktion f(z), die 
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zwischen z - 0 und z = / definiert ist und an diesen Stellen 
verschwindet, in die Fourierreihe 


f(z)= ^ Ansinnkiz; k x / = 7r (2.54) 

n = 1 

entwickelt werden kann. Aus diesem Grunde sagt man, 
die Funktionen sinnk^ mit n = 1,2,3,... bilden ein voll¬ 
ständiges Funktionensystem bezüglich der Funktionen f(z), 
die bei z = 0 und z = / verschwinden. Ein vollständiges 
Funktionensystem ist dadurch definiert, daß jede vernünf¬ 
tige Funktion f(z) als Überlagerung von Funktionen aus 
dem System geschrieben werden kann, wobei die kon¬ 
stanten Koeffizienten geeignet zu wählen sind. 

Inhomogene Saite. Gibt es außer den Sinusfunktionen 
der Fourierreihe noch andere vollständige Systeme? Ja, 
unendlich viele! Wir sehen dies folgendermaßen ein: neh¬ 
men Sie an, die Saite sei nicht homogen, d.h. ihre Massen¬ 
dichte, ihre Spannung oder beide zusammen seien stetige 
Funktionen des Ortes z. Ein Beispiel für eine derartige 
„Saite“ mit veränderlicher Massendichte und Spannung 
liefert eine senkrechte Spiralfeder, bei der sowohl das 
untere als auch das obere Ende befestigt ist. Die Spannung 
ist oben um das Gewicht mg größer als unten, wobei m 
die gesamte Federmasse ist. In diesem Falle führt die 
Bewegungsgleichung für ein kleines Saitenelement nicht 
zur klassischen Wellengleichung 

3 2 i//(z , t) _ To 8 2 1 //(z, t) 

3 t 2 Po 3z 2 


Statt dessen erhalten wir für die Gleichgewichtsspannung 
T 0 (z) und Gleichgewichtsdichte p 0 (z) ohne Schwierig¬ 
keiten (Übung 10) 


d 2 »Kz,t) = 1 9_ [ , . d\[/(z, t) 

9t 2 Po( z ) 9z L 9z 


(2.55) 


Sind T 0 (z) und p 0 (z) konstant, also unabhängig von z, 
so reduziert sich diese Gleichung auf die klassische Wellen¬ 
gleichung. In einer Eigenschwingung dieser inhomogenen 
Saite schwingt bei der homogenen Saite jeder Teil har¬ 
monisch mit derselben Frequenz und Phasenkonstanten: 


\p( z, t) = A(z) cos (cot + <p) . 

(2.56) 

Also gilt 


3 2 i \j 

= ~ co A(z) cos (cot + <p) , 
dr * 

(2.57) 


Sinusförmige Gestalt der stehenden Wellen ist charak¬ 
teristisch für homogene Systeme. Die Gestalt der Eigen¬ 
schwingung ist durch A(z) festgelegt, das man aus Gl. (2.59) 
mit den entsprechenden Randbedingungen, A(z) = 0 für 
z = 0 und z = /, erhält. Die Funktion A(z) ist nicht sinus¬ 
förmig, wenn T 0 und p 0 keine Konstanten sind. Daher 
sind sinusförmige Schwingungen im Raum nur für die 
Eigenschwingungen eines homogenen Systems charakteri¬ 
stisch. 

Die Eigenschwingungen einer inhomogenen Saite bil¬ 
den ein vollständiges Funktionensystem. Wir teilen Ihnen 
ohne Beweis das Wesentlich über die Eigenschwingungen 
einer Saite mit, deren Enden bei z = 0 und z = / festgehal¬ 
ten werden. Die tiefste Eigenschwingung entspricht einer 
Lösung Aj (z) der Gl. (2.59), die nur für z = 0 und z = / 
verschwindet. Man könnte dies als halbe Wellenlänge 
einer „verzogenen Sinuswelle“ bezeichnen, die zwischen 0 
und / keine Knoten aufweist. Diese Eigenschwingung hat 
die Frequenz coj. Die nächste hat zwischen z = 0 und 
z = / einen Knoten und ähnelt daher der vollen Wellen¬ 
länge einer Sinuswelle. Sie hat die charakteristische Fre¬ 
quenz co 2 • Die m-te Eigenschwingung hat m - 1 Knoten 
zwischen z = 0 und z = / und entspricht m halben Wellen¬ 
längen einer verzogenen Sinuswelle. Es gibt für die Saite 
unendlich viele Eigenschwingungen. Die Funktionen 
A t (z), A 2 (z), A 3 (z), ... , die die Raumabhängigkeit der 
Eigenschwingungen festlegen, bilden ein vollständiges 
System bezüglich beliebiger vernünftiger Funktionen f(z), 
die bei z = 0 und z = / verschwinden. Eine vernünftige 
Funktion soll so definiert sein, daß die Saite oder die 
Spiralfeder ihrem Verlauf ohne Verletzung einer unserer 
Annahmen folgen kann. In diesem Falle können wir eine 
Schablone hersteilen, die inhomogene Saite daran anle- 
gen und zur Zeit t = 0 aus der Ruhelage loslassen. Die 
Saite wird in einer Überlagerung unendlich vieler Eigen¬ 
schwingungen schwingen: 

oo 

>Kz. t) = 2! C m A m (z) cos GJ m t. (2.60) 

m = 1 

Dann haben wir zur Zeit t = 0 

oo 

i//(z,0) = f(z)= 2 c m A m (z). (2.61) 

m = 1 


3i p 

— = cos (cot + <p) 


dA(z) 

dz 


(2.58) 


Setzen wir dies in Gl. (2.55) ein und kürzen den gemein¬ 
samen Faktor cos (cot + <p) heraus, so erhalten wir die 
Differentialgleichung für die Gestalt A(z) der Eigen¬ 
schwingung : 


_J_ d^ 

Po(z) dz 


To(z) 


dA(z) 

dz 


- CO 1 A(z) . 


(2.59) 


Gl. (2.61) zeigt, daß die Funktion f(z), die unseren An¬ 
nahmen unterworfen ist, nach den Funktionen A m (z) 
entwickelt werden kann. Daher bilden die A m (z) ein voll¬ 
ständiges Funktionensystem. Diese Schlußfolgerung ist 
genau dieselbe wie jene, mit der wir uns überzeugt haben, 
daß die sinusförmigen Funktionen einer Fourierreihe ein 
vollständiges Funktionensystem bezüglich Funktionen 
f(z) bilden, die bei z = 0 und z = / verschwinden. 
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Eigenfunktionen. Es gibt unendlich viele verschiedene 
Möglichkeiten, eine Saite mit inhomogener Massendichte 
und Spannung zu konstruieren. Daher gibt es auch unend¬ 
lich viele verschiedene vollständige Systeme A m (z). 
Sinusfunktionen von z sind daher nicht das einzige voll¬ 
ständige System, nach dem man Funktionen f(z) ent¬ 
wickeln kann. Sie bilden jedoch ein sehr wichtiges System, 
weil sie einfach und leicht zu verstehen sind. Außerdem 
stellen sie die Gestalt der Eigenschwingungen dar, wenn 
ein räumlich homogenes physikalisches System vorliegt. 

Ist dies nicht der Fall, so nützen die Sinusfunktionen nicht 
viel. Statt ihrer versucht man, jene Funktionen A m (z) 
zu ermitteln und zu verwenden, die den Eigenschwingun¬ 
gen des Systems entsprechen. Diese Funktionen A m (z) 
oder allgemeiner A m (x,y,z) für den dreidimensionalen 
Fall, heißen Eigenfunktionen. Sie beschreiben die Raum¬ 
abhängigkeit der Eigenschwingungen. 

Für jede Stelle x, y, z ist die ZezYabhängigkeit einer 
Eigenschwingung immer durch cos(ojt + y>) gegeben. Da¬ 
her ist eine Eigenschwingung im wesentlichen nichts an¬ 
deres als ein gleichzeitiges Schwingen aller bewegten Teile 
mit derselben Frequenz und derselben Phasenkonstanten, 
wobei die Amplituden hinreichend klein sein müssen, um 
lineare Gleichungen zu ergeben. Befindet sich ein System 
in einer Eigenschwingung allein, so pulsiert oder schlägt 
es wie ein einziger Oszillator. Jede Eigenschwingung hat 
ihre eigene „Gestalt“, d.h. ihre spezielle Eigenfunktion. 

Die Beziehung zwischen Frequenz und Gestalt einer Eigen¬ 
schwingung, also die Funktion co(k), heißt Dispersions¬ 
relation, wenn die Eigenfunktionen sinusförmig sind. 

Trifft dies nicht zu, so gibt es natürlich nicht so etwas 
wie die Wellenlänge oder die Wellenzahl k. Dann wird die 
Beziehung zwischen Frequenz und Gestalt der Eigen¬ 
schwingung gewöhnlich nicht als „Dispersionsrelation“ 
bezeichnet. 

Wir werden inhomogene Systeme nicht weiter unter¬ 
suchen. Wenn Sie Quantenphysik studieren, werden Sie 
sich mit den Eigenfunktionen stehender de Broglie-Wellen 
in Systemen mit nichtkonstanter potentieller Energie 
befassen. Diese sind analog den stehenden Wellen einer 
inhomogenen Saite. Siehe Ergänzung 10.2. 


2.4. Eigenschwingungen eines diskontinuierlichen 
Systems mit N Freiheitsgraden 

In Abschnitt 2.2 untersuchten wir eine kontinuierliche 
Saite, also ein System mit unendlich vielen Freiheitsgra¬ 
den. Doch kein mechanisches System in der Natur hat 
unendlich viele Freiheitsgrade; wir interessieren uns aber 
gerade für natürliche Systeme. In diesem Abschnitt wer¬ 
den wir die exakte Lösung für die Eigenschwingungen 
einer an den Enden festgehaltenen gleichmäßigen Perlen¬ 


schnur mit N Perlen ermitteln. Für den Grenzfall unend¬ 
lich vieler Perlen bei endlicher Länge werden wir die ste¬ 
henden Wellen finden, die wir im Abschnitt 2.2 unter¬ 
sucht haben. Dies ist jedoch nicht unser einziges Ziel. 
Vielmehr werden wir finden, daß wir beim Übergang auf 
den Grenzfall der kontinuierlichen Saite einige höchst 
interessante Eigenschaften des Systems unberücksichtigt 
ließen. Erinnern Sie sich, daß wir bei großem, aber nicht 
unendlichem N die höchsten Eigenschwingungen, also 
jene mit m = N, N — 1, N — 2 usw., von unserer Betrach¬ 
tung ausschließen müssen, um die glatte Funktion i//(z, t) 
zur Beschreibung der Auslenkung verwenden zu können. 

Wir müssen uns auf solche m beschränken, die wesentlich 
kleiner als N sind. Der Grund dafür ist, daß die Eigen¬ 
schwingung N die Zick-zack-Konfiguration von Bild 2.1 
aufweist, weshalb benachbarte Punkte nicht näherungs¬ 
weise gleiche Auslenkungen haben. 

Das interessanteste neue Ergebnis, das wir in diesem 
Abschnitt erhalten werden, ist folgende Aussage: Das 
Dispersionsgesetz, das wir für die kontinuierliche Saite 
erhalten haben, nämlich „co gleich einer Konstanten mal k“, 
gilt nicht allgemein. Diese Beziehung zwischen Frequenz 
und Wellenlänge, nach der zur halben Wellenlänge die 
doppelte Frequenz gehört und sich harmonische Frequenz¬ 
verhältnisse ergeben, ist eine Näherung, die für die bieg¬ 
same Saite nur im kontinuierlichen Grenzfall güt. Die 
Tatsache, daß sie im Falle einer „steifen“, im übrigen aber 
homogenen Saite nicht zutrifft, ist ein Beispiel für eine 
interessante physikalische Erscheinung, die sogenannte 
Dispersion. Ein Medium, für das die obige einfache Disper¬ 
sionsrelation „oj gleich einer Konstanten mal k“ gilt, 
heißt dispersionsfrei für die entsprechenden Wellen. Gilt 
irgendeine andere Dispersionsrelation, so heißt das Medi¬ 
um dispersionsbehaftet (dispergierend). Betrachten Sie 
nun das folgende Beispiel: 

• Beispiel: 1. Transversale Schwingungen einer 
Perlenschnur. Das System ist in Bild 2.10 dargestellt. Es 
sind N Perlen vorhanden. Die Schnur wird bei z = 0 und 
z = / festgehalten. Die Perlen befinden sich an den Stellen 
z = a, 2a,... , Na. Die Gesamtlänge beträgt (N + l)a. Die 
Masse jeder Perle ist m. Die Schnurstücke zwischen den 
Perlen sind untereinander gleich, masselos, und es gilt das 
Hookesche Gesetz. Die Gleichgewichtsspannung ist T 0 . 
Trifft für die Schnur die Näherung stark gespannter Fe¬ 
dern zu, ist also die Spannung der Länge proportional, 
so gelten für die Schwingungen auch bei noch so großen 
Amplituden lineare Bewegungsgleichungen. Handelt es 
sich jedoch nicht um Spiralfedern, so werden wir uns auf 
Schwingungen mit kleinen Amplituden beschränken, um 
lineare Gleichungen zu erhalten. 

Nun betrachten wir die allgemeine Konfiguration, die 
in Büd 2.11 dargestellt ist. Sie ist nur insofern nicht völlig 
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Bild 2.10 

Gleichgewichtslage einer Perlenschnur 



Bild 2.11 

Beliebige Lage einer Perlenschnur für 
transversale Schwingung in der x-Richtung 



allgemein, als wir im Augenblick nur transversale Schwin¬ 
gungen in der x-Richtung untersuchen. Später werden wir 
die longitudinalen Schwingungen in der z-Richtung be¬ 
trachten. Selbstverständlich ist die allgemeine Bewegung 
eine Überlagerung von longitudinalen Schwingungen in 
der z-Richtung und von transversalen Schwingungen in 
der x- und in der y-Richtung. Die Auslenkung der n-ten 
Perle aus ihrer Gleichgewichtslage, in Bild 2.11 nach oben, 
ist t// n (t),mit n = 1,2,3,..., N — 1, N. Wir beobachten 
eine beliebige Perle n und ihre Nachbarperlen, n — 1 zur 
Linken, n + 1 zur Rechten. • 

Bewegungsgleichung. Wir suchen die Bewegungsglei¬ 
chung für die Perle n. Schon einmal haben wir eine Auf¬ 
gabe gelöst, die dieser sehr ähnlich war, und zwar in Ab¬ 
schnitt 1.2 für einen Freiheitsgrad und in Abschnitt 1.4 
für zwei Freiheitsgrade. Daher überlassen wir es Ihnen, 
zu zeigen, daß das Newtonsche Gesetz sowohl in der 
Näherung stark gedehnter Federn als auch in der Näherung 


für kleine Schwingungen für die Bewegung des Punktes n 
die Gleichung 

d 2 ^n(t)_^ ['/ / n+l(t)- , / / n(t)’l T [’/'nCO “ ^n-l(t) 

m_ dt r ' T °L ä J To - a J 

(2.62) 

liefert. Gl. (2.62) ist völlig allgemein. Sie gilt für eine belie¬ 
bige Bewegung des frei schwingenden Systems, d.h. für 
eine beliebige Überlagerung der N verschiedenen Eigen¬ 
schwingungen. 

Eigenschwingungen. Wir wollen die Frequenzen und 
Formen der einzelnen Eigenschwingungen ermitteln. Da¬ 
her nehmen wir an, wir hätten eine einzelne Eigenschwin¬ 
gung mit der Frequenz co. Jeder Massenpunkt schwingt 
harmonisch mit derselben Frequenz co und derselben 
Phasenkonstanten y?. Die Gestalt der Eigenschwingung ist 
durch die Amplitudenverhältnisse der Perlen festgelegt. 
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Wir bezeichnen die Schwingungsamplitude der Perle n in 
der betrachteten Eigenschwingung mit A n . Daher gilt für 
eine einzelne Eigenschwingung 

\{/! (t) = A t cos (cot + <p); \f/ 2 (t) = A 2 cos (cot + <p);... ; 
^n-i (t) = A n _ 1 cos(cot + v?); r// n (t)= A n cos(cot + <p); 
i// n+1 (t) = A n+1 cos(cot + ^);... • (2.63) 

Wegen Gl. (2.63) haben wir 

—= -co 2 )// n (t)= -oj 2 A n cos(6Jt + i/>). (2.64) 

Nun setzen wir Gl. (2.64) für die linke Seite der Gl. (2.62) 
ein, auf der rechten hingegen die Gin. (2.63). Wir kürzen 
den gemeinsamen zeitabhängigen Faktor cos (cot + <p) her¬ 
aus und erhalten 

To 

— mco A n = ~~~ (A n +i — 2 A n + A n „i) ; 
also 

A n+ i +A n _! =A n (2- f^ 2 )- (2-65) 

GL (2.65) sieht furchterregend aus. Sie bestimmt die Ge¬ 
stalt der Eigenschwingung mit der Frequenz co. Wir wol¬ 
len sie durch kühnes Raten lösen. Dabei lassen wir uns 
von unserer vorhergehenden Lösung für die Eigenschwin¬ 
gungen einer kontinuierlichen Saite mit festgehaltenen 
Enden bei z = 0 und z = / anleiten. Damals fanden wir die 
Gestalt der Eigenschwingungen als 

2 7T 7 

A(z) = A sin —r— = A sin kz . (2.66) 

A 

Unsere Lösung für die A n muß im Grenzfall unendlich 
vieler Perlen, also im kontinuierlichen Grenzfall, selbst¬ 
verständlich in Gl. (2.66) übergehen. Untersuchen wir eine 
Lösung, die wir erhalten, wenn wir einfach in GL (2.66) 
z = Na setzen: 

A n = A sin = A sin kna. (2.67) 

A 

Dann gilt 

A n +1 = A sin k(n + 1) a = A sin (kna + ka) 

= A (sin kna cos ka + cos kna sin ka). 

A n ~i = Asink(n- l)a= Asin(kna-ka) 

= A (sin kna cos ka - cos kna sin ka). 
A n+1 +A n _j = 2A sin kna cos ka = 2A n coska. (2.68) 

Wir setzen GL (2.68) in GL (2.65) ein und erhalten 

2A n coska = A n ^2 - ~^co 2 j . (2.69) 

Exakte Dispersionsrelation für die Perlenschnur. Wir 
setzen voraus, daß GL (2.69) für jede Perle n gilt, gleich¬ 
gültig, ob A n in einer bestimmten Eigenschwingung zu¬ 
fällig verschwindet oder nicht. Daher können wir anneh¬ 


men, daß die Perle n keinen Knoten darstellt, daß also 
A n -=h 0 ist. Dann kürzen wir A n und erhalten die Bedin¬ 
gung, die unser erratener Ausdruck erfüllen muß, um 
wirklich eine Lösung zu sein: 


2 cos ka = 2 - co 2 , 
lo 


also 


9 T 

co 2 = (1 ~cos ka) 


ma 

2T, 

ma 




ka . 2 ka 
cos- - - sin - 


2 4T 0 . 2 ka 4T 0 . 2 na 

w = iH^ sin mäT sin T- 


(2.70) 


GL (2.70), die eine Beziehung zwischen Frequenz und 
Wellenlänge oder Wellenzahl einer Eigenschwingung mit 
der Frequenz co herstellt, ist die Dispersionsrelation für 
die Perlenschnur. 

Randbedingungen. Wir haben die Randbedingungen 
noch nicht vollständig festgelegt. Als wir statt des allge¬ 
meineren Ausdrucks 

A n = A sin kna + B cos kna (2.71) 

GL (2.67) anschrieben, war die Randbedingung für z = 0 
bereits erfüllt, daß nämlich die Auslenkung der Schnur 
für alle Eigenschwingungen verschwinden sollte. Setzt 
man in GL (2.71) z = na = 0 und fordert man A 0 = 0, so 
ergibt sich B = 0. Wir müssen noch die Randbedingung bei 
z = / erfüllen, daß nämlich die Auslenkung auch dort ver¬ 
schwindet. Die Wand bei z = / entspricht der „festgehal¬ 
tenen Perle N + 1“. Daher brauchen wir A N + i = 0: 

A n + 1 = Asink(N + l)a= A sink/ = 0. (2.72) 

GL (2.72) hat N mögliche Lösungen. Jede Lösung ent¬ 
spricht einer einzelnen Eigenschwingung p, wobei 
p = 1, 2, ... , N. Wir numerieren die Eigenschwingungen 
so, daß für p = 1 die Wellenlänge am größten ist. Daher 
haben wir 

k 1 / = 7r, k 2 / = 2tt, ..., k p / = p7r,..., k N / = Ntt. (2.73) 

Der Grund dafür, daß es nur N Lösungen gibt, nämlich 
die durch GL (2.73) festgelegten Eigenschwingungen, ist, 
daß der letzte Term der Folge von GL (2.73) einer voll¬ 
kommenen Zick-zack-Konfiguration entspricht: Begin¬ 
nen wir bei z = 0, so steigt der erste Schnurabschnitt an, 
der zweite fällt ab usw., der N + 1-te Abschnitt steigt 
oder fällt zur Wand. Zwar hat GL (2.72) weitere Lösun¬ 
gen k N+1 l = (N + 1)tt, k N + 2 / = (N + 2)tt usw., doch wären 
zur Herstellung der zugehörigen Zick-zack-Formen mehr 
Abschnitte notwendig, als wir zur Verfügung haben. 

Die GL (2.65) für die Gestalt der Eigenschwingungen 
erhielten wir ohne Berücksichtigung von Randbedingun¬ 
gen. (Bild 2.11 enthält keine Randbedingungen.) Die all¬ 
gemeinste Lösung dieser Gleichung ist durch GL (2.71) 
gegeben, wobei B/A und k durch die Randbedingungen 
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bestimmt werden. Setzen Sie Gl. (2.71) in Gl. (2.65) ein, 
so finden Sie die Dispersionsrelation (2.70) unabhängig 
von den Randbedingungen, d.h. unabhängig von A, B 
und k, wie Sie leicht zeigen können (Übung 19). Für 
unsere speziellen Randbedingungen (Schnur bei z = 0 und 
z = / festgehalten) erhalten wir die Eigenschwingungsfor¬ 
men der Gl. (2.72), wobei die k m durch Gl. (2.73) gege¬ 
ben sind. Dann werden die Frequenzen durch Gl. (2.70) 
bestimmt. 


Beachten Sie, daß die Eigenschwingungen der Gl. (2.73) 
genau jene sind, die wir für die kontinuierliche Saite er¬ 
halten haben, mit dem einzigen Unterschied, daß wir dort 
N = oo hatten und folglich keine höchste Eigenschwingung 
vorfanden. Auch sind bei der Perlenschnur die Schnur¬ 
stücke gerade und folgen nicht der glatten sinusförmigen 
Funktion A m , die durch die Perlen verläuft. 

Zur Veranschaulichung der Eigenschwingungen zeigen 
wir in Bild 2.12 den Fall N = 5. In Bild 2.13 stellen wir 
die durch Gl.(2.70) angegebene Dispersionsrelation dar: 

co(k) = 2y^siny. (2.74) 

Die fünf bezeichneten Punkte geben k und co für die fünf 
Eigenschwingen einer Schnur mit fünf Perlen an, bei der 
beide Enden festgehalten sind. Wäre die Anzahl der Perlen 
oder wären die Randbedingungen verschieden — könnte 
z.B. ein freies Ende bei z = / vorliegen —, so würden die 
Punkte, die die Eigenschwingungen darstellen, an anderen 
Stellen derselben Kurve co(k) liegen. Also gilt Büd 2.13 
für jede Perlenschnur. 

Kontinuierlicher Grenzfall oder Grenzfall für große 
Wellenlängen. In der kontinuierlichen Näherung nehmen 
wir unendlich viele Perlen zwischen z = 0 und z = / an. 
Daher geht der Perlenabstand a gegen Null. Es ist interes¬ 
sant, die Eigenschaften unserer exakten Dispersionsrela¬ 
tion (Gl. (2.74)) für „sehr kleine“, aber nicht exakt ver¬ 
schwindende Abstände a zu betrachten und zu sehen, daß 
die Dispersionsrelation in jene der kontinuierlichen Schnur 
übergeht. Wir müssen wissen, was wir unter „klein“ ver¬ 
stehen sollen, also klein in Bezug auf was? Die stetige 
Näherung ist dann zutreffend, wenn der Abstand a klein 
ist gegenüber der Wellenlänge X: 

a«A; ka = 2 tt 7 < 1. 

A 


Wir benützen nun die Taylorreihenentwicklung [Anhang 
Gl. (A.4)] 

1 3 A 

sin x = x - — x + ... 

6 

und setzen diese Reihe mit x gleich \ ka in Gl. (2.74) ein: 


co(k) = 2 


-ka 


48 


(ka) 3 + 


T 0 a 

----- k 

m 


1 - ^;( ka ) 2 



Bild 2.12. Eigenschwingungen einer Perlenschnur mit fünf Perlen 


also 



Gl. (2.75) stellt die Dispersionsrelation für den „disper¬ 
sionsfreien“ Fall dar, die wir für die kontinuierliche Saite 
in Abschnitt 2.3 erhalten haben, wo m/a = p 0 war. 
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Bild 2.13 

Dispersionsrelation für die Perlenschnur. 
Die fünf bezeichneten Punkte entsprechen 
den fünf Eigenschwingungen einer Schnur 
mit fünf Perlen, bei der beide Enden fest¬ 
gehalten sind. Andere Randbedingungen 
oder eine andere Perlenzahl würden andere 
Punkte in diesem Diagramm ergeben. 


Dispersionsrelation für eine wirkliche Klaviersaite. Wir 

haben entdeckt, daß für die Eigenschwingungen einer 
diskontinuierlichen Saite nicht die dispersionsfreie Dis¬ 
persionsrelation der Gl. (2.75) gilt. Wir erwarten daher, 
daß die Obertöne einer Klaviersaite, z.B. der Saite mit 
dem Grundtun c 128, nicht genau als Oktave c 1 256, als 
Duodezime g 1 384, als Doppeloktave c 2 512 usw. auf- 
treten. Das ist richtig. Nach Gl. (2.74) oder einfacher nach 
ihrem Diagramm in Bild 2.13 bewirkt ein Anwachsen von k 
nicht ein proportionales Anwachsen der Frequenz, son¬ 
dern vielmehr eine etwas schwächere Zunahme. Daher er¬ 
warten Sie vielleicht, daß die Obertöne der Klaviersaite 
etwas,,tiefer“ sind, als es die Theorie der kontinuierlichen 
Saite voraussagt, d.h. Sie erwarten bei der zweiten Harmo¬ 
nischen v 2 < 256 Hz, bei der dritten v 3 < 384 Hz usw. 

Das ist nicht richtig! Die Obertöne einer Klaviersaite sind 
nicht zu tief, sie sind vielmehr höher als die einfachen 
„harmonischen Obertöne“, die von Gl. (2.75) vorausgesagt 
werden. Der Grund dafür ist, daß weder das Modell der 
vollkommen kontinuierlichen und der vollkommen bieg¬ 
samen Saite noch jenes der Perlenkette die Klaviersaite 
genau beschreibt. Tatsächlich ist das Modell der Perlen¬ 
kette weniger geeignet als jenes der kontinuierlichen Saite, 
da es dem Ergebnis des letzteren eine „Korrektur“ mit 
dem falschen Vorzeichen hinzufügt! Die Schwierigkeit 
mit dem Modell der kontinuierlichen Saite zur Beschrei¬ 
bung einer Klaviersaite liegt nicht etwa darin, daß man 
einige Perlen hinzufügen müßte, sondern vielmehr darin, 
daß eine Klaviersaite in Wirklichkeit nicht vollkommen 
biegsam ist. Wird sie gebogen, so ist sie bestrebt, sich 


wieder auszurichten, auch wenn keine Spannung vorhan¬ 
den ist, die beim Geradeziehen mithilft. Folglich ist die 
rücktreibende Kraft, die ein kleines gekrümmtes Saiten¬ 
element, das im Gleichgewicht gerade ist, auszurichten 
sucht, etwas größer als vom „vollkommen biegsamen“ 
Modell vorausgesagt. Die Frequenz der Eigenschwingung 
ist natürlich durch co 2 = rücktreibende Kraft pro Einheits¬ 
auslenkung und pro Einheitsmasse gegeben. Die höheren 
Eigenschwingungen haben kürzere Wellenlängen und sind 
daher stärker gebogen. Die Steifheit spielt also für die 
höheren Eigenschwingungen eine größere Rolle als für die 
niedrigeren, weshalb die Frequenz stärker ansteigt, als es 
nach dem Modell der biegsamen Saite zu erwarten wäre. 

Es gibt zu dieser Erklärung eine interessante „Feinheit“. 
Die mcktreibende Kraft, die von der Spannung herrührt, 
sowie jene, die in der Steifheit begründet ist, wachsen 
beide mit k an. Spielt daher die Steifheit bei höheren Wer¬ 
ten von k eine verhältnismäßig größere Rolle als bei niedri¬ 
geren, so muß die durch die Steifheit erzeugte rücktrei¬ 
bende Kraft stärker mit k ansteigen als die durch die 
Spannung erzeugte. Die von der Spannung herrührende 
mcktreibende Kraft ist proportional k 2 . Die von der Steif¬ 
heit kommende erweist sich als proportional k 4 . Daher 
ist die Dispersionsrelation für eine Klaviersaite in Wirklich¬ 
keit 

% Ii k 2 +ak 4 , (2.76) 

H 0 

wobei o: eine positive, von der Steifheit herrührende Kon¬ 
stante ist. Wäre der Steifheitsterm ebenfalls proportional 



2.4. Eigenschwingungen eines diskontinuierlichen Systems mit N Freiheitsgraden 


49 


n — I 
m 


2 

m 


N— 1 
in 


N 

m 


K K K K 

; — ü a 2a (N- Da A'a (A'-hli«-/ 


z 0 


2« 


IN—l)a 




Mi 






■ 1 




Bild 2.14. Longitudinale Schwingungen von N Massen und N + 1 Federn, a) Gleichgewichtslage, b) allgemeine Lage 


k 2 , so würden wir weiterhin die „dispersionsfreie“ Disper¬ 
sionsrelation, Gl. (2.75), erhalten, wobei bloß T 0 /Po 
durch (To/Po) + a ersetzt wäre. Dann hätten wir weiter¬ 
hin die „harmonischen“ Frequenzverhältnisse v 2 - 2v x , 
v 3 = 3vi usw. Nun betrachten wir weitere Beispiele: 

• Beispiel: 2. Longitudinale Schwingungen eines 
Systems von Federn und Massen. Dieses Beispiel ist wich¬ 
tig, denn es wird uns später ein ganz einfaches Modell 
zum Verständnis von Schallwellen liefern. Schallwellen 
bestehen aus longitudinalen Schwingungen, die Schwin¬ 
gungen verlaufen also senkrecht zu den „Wellenfronten“. 

Wir haben in den Abschnitten 1.2 und 1.4 bereits die 
Fälle N = 1 bzw. N = 2 untersucht. Wir betrachten nun 
den allgemeinen Fall mit N Massen, die, wie in Bild 2.14 
dargestellt, durch Federn gekoppelt sind. 

Die Bewegungsgleichung der Kqgel n läßt sich sehr 
leicht herleiten. Sollten Sie Schwierigkeiten haben, so 
betrachten Sie nochmals die Herleitung für N = 2 in Ab¬ 
schnitt 1.4. Man findet 

= K(V/ n+ !-*„)- K(^n -K-i). (2.77) 

Gl. (2.77) hat dieselbe mathematische Form wie die Be¬ 
wegungsgleichung für transversale Auslenkungen Gl. (2.62), 
nur ist die Konstante T 0 /a durch die Federkonstante K 
ersetzt. Daher können wir wieder alle früheren mathema¬ 


tischen Schritte durchführen. So bekommen wir, wenn 
wir T 0 /a in Gl. (2.74) durch K ersetzen, für die Dispersion 
die Beziehung 

n\ . ka .-i/T . 7ra f . 

«(k) = 2 |/iS m y = 2|/-smy. (2.78) 

In der Eigenschwingung mit der Wellenzahl k wird die 
Bewegung der Masse m durch 

\p n (t) = A sinmkacos [co(k)t + </>] (2.79) 

beschrieben, wobei k gemäß 

k x / = 7T, k 2 /= 2 tt, ..., k N /= N7T (2.80) 

N verschiedene Werte annehmen kann. Die Dispersions¬ 
relation, deren Diagramm in Büd 2.13 dargestellt ist, 
braucht nur auf geeignete Weise bezeichnet zu werden, 
um Gl. (2.78) darzustellen. • 

Diskret und kontinuierlich verteilte Parameter. Bei 

der Untersuchung von transversalen Schwingungen einer 
Perlenkette gingen wir zum kontinuierlichen Grenzfall 
über, indem wir den Punktabstand a gegen Null gehen 
ließen, dabei aber / konstant hielten. Ist man einmal auf 
ein hinreichend kleines a/X übergegangen, so daß die kon¬ 
tinuierliche Näherung gut erfüllt ist, dann kann man ein 
anderes physikalisches Modell für das System verwenden. 
Statt den Abstand a immer mehr gegen Null gehen zu 
lassen und dabei die Vorstellung der masselosen Federn 
zwischen den Massenpunkten beizubehalten, könnten wir 
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auch die Masse gleichmäßig längs der ganzen Feder vertei¬ 
len. Dann gibt es einfach eine lange Feder mit einer Feder¬ 
konstanten und einer Masse. Ein geeignetes Beispiel wäre 
eine Spiralfeder. Anstelle des Punktabstandes a nehmen 
wir jetzt die längs z gemessene Länge einer Spiralfeder¬ 
windung. Die Parameter m und K sind nun als die Masse 
einer Spiralwindung besser als deren Federkonstante zu 
interpretieren. Besitzt die Spiralfeder N Windungen (mit 
N wird also nicht mehr die Anzahl der Freiheitsgrade be¬ 
zeichnet!), dann ist ihre Gesamtmasse durch N • m gege¬ 
ben. Die gesamte Federkonstante, d.h. die Federkonstante 
der ganzen Feder der Länge / = Na, ist durch K/N gege¬ 
ben. (Dies kommt daher, weil zwei völlig gleichartige, an¬ 
einander gereihte Federn zusammen eine doppelt so lange 
Feder mit der halben Federkonstanten der einzelnen 
Feder bilden.) 

Es ist möglich, die Windungslänge a völlig zu eliminie¬ 
ren, indem wir in der kontinuierlichen Näherung m/a durch 
die Masse p 0 pro Längeneinheit (Liniendichte der Masse) 
ersetzen, wobei p 0 = m/a. Ähnlich kann man auch die 
Federkonstante K einer Windung eliminieren und durch 
eine Größe ersetzen, die für das Material und die Bauweise 
der Feder charakteristisch ist. Diese Größe ist die inverse 
Federkonstante pro Längeneinheit, K _1 /a. Dies ist leicht 
einzusehen: Für eine Feder der Gesamtlänge / = Na ist 
die Federkonstante K; N-mal kleiner als K: 

K, = ^K=fK. (2.81) 


Daher erhalten wir K// = Ka, und diese Größe ist unab¬ 
hängig von /. Ka ist also eine charakteristische Größe der 
„Federkraft“ des Materials und hängt nicht von der Länge 
der Feder ab. Da wir gerne mit Größen der Dimension 
„irgend etwas pro Längeneinheit“ arbeiten, schreiben 
wir die Beziehung 

K,/ = Ka 


in der Form 


k^ = El! 

a / • 


(2.82) 


Wir können nun dieses Ergebnis in Worte kleiden: Die 
inverse Federkonstante pro Längeneinheit ist eine von der 
Länge unabhängige charakteristische Größe der Feder. 


• Beispiele: 3. Schraubenfeder (slinky). Wir betrachten 
eine Schraubenfeder mit N « 100 Windungen, deren jede 
etwa 7 cm Durchmesser hat. Die Ruhlänge beträgt ungefähr 
6 cm. Wird die Feder auf eine Länge / von etwa lm ausge¬ 
dehnt, so erfüllt sie die Näherung stark gedehnter Federn 
sehr gut. Als „wiederholte Länge“ a läßt sich bequem die 
Länge pro Windung, a = //N, verwenden. Ferner ist K die 
Fe der konstante für eine Windung, und K _1 /a ist von der 
Länge / unabhängig. Selbstverständlich ist die Masse ver¬ 
teilt und tritt nicht etwa in Intervallen der Länge a diskret 


auf. Die Dispersionsrelation für longitudinale Schwingun¬ 
gen erhält man, ausgehend von Gl. (2.78), durch Über¬ 
gang zum kontinuierlichen Grenzfall: 

w( k ) = 2 V^ sin y 


= 2 


K Tka _ l/k§\ 3 
m L2 6 \ 2 / + 



Ka 2 

m 


k 



(2.83) 


Die Dispersionsrelation für transversale Schwingungen 
lautet [siehe Gl. (2.75)]: 




(2.84) 


da in der Nähemng stark gedehnter Federn T 0 = Ka gilt. 
Folglich ist bei der Schraubenfeder die Dispersionsrelation für 
longitudinale Schwingungen dieselbe wie die für transver¬ 
sale Schwingungen. Wenn daher die Randbedingungen die¬ 
selben sind - z.B. beide Enden starr befestigt für Schwin¬ 
gungen in den Richtungen x, y oder z -, dann haben die 
Eigenschwingungen in der x-, y- oder z-Richtung dieselbe 
Folge von Wellenlängen und Frequenzen. Sie können 
leicht selbst nachprüfen, daß die longitudinalen und trans¬ 
versalen Eigenschwingungen dieselben Frequenzen haben. 
Wir empfehlen Ihnen nachdrücklich, jetzt einige der Heim¬ 
versuche mit Schraubenfedern durchzuführen. Es gibt 
keinen besseren Weg zum Verständnis von Wellen, als selbst 
welche herzustellen. Besorgen Sie sich also eine Schrauben¬ 
feder. • 


• 4. LC-Schaltung. Betrachten Sie die Anordnung 
gekoppelter Induktivitäten und Kapazitäten in Bild 2.15 
Aus Bild 2.15b und aus unserer Besprechung derselben 
Schaltung für N = 2 in Abschnitt 1.4 erhalten wir ohne 
Schwierigkeit die Gleichung für die elektromotorische 
Kraft an der n-ten Induktivität: 

L = — c -1 Q' + C" 1 Q 


Dann gilt 



-C" 1 


dQ\ r -i dQ 
dt dt ’ 


Berücksichtigen wir die Erhaltung der Ladung, um 
dQ'/dt und dQ/dt zu eliminieren, so erhalten wir 

L^=-C- 1 [I n -I n+1 ] + C- 1 [I n . 1 -I n ] 

= c 1 [l n+1 -Inl-C- 1 [I n -I n _,]. (2.85) 
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Bild 2.15. Schaltung aus gekoppelten Induktivitäten und Kapazitäten 

a) die diskreten Parameter, b) allgemeine Strom- und Ladungsverteilung bei der n-ten Induktivität 


Gl. (2.85) hat dieselbe mathematische Form wie die 
Bewegungsgleichung für die longitudinalen Schwingungen 
einer Anordnung von Massen und Federn, (Gl. (2.77). 
Daher können wir jetzt, ohne uns Gedanken über die 
Randbedingungen zu machen, die Dispersionsrelation und 
die allgemeine Lösung für die Spulenströme anschreiben. 
Die Dispersionsrelation erhält man, wenn man in Gl. (2.78) 
K/m durch C~ 1 /L ersetzt: 

/ r - 1 i/o 

co(k) = 2 y — sin — . (2.86) 

Die allgemeine Lösung der Gl. (2.85) für eine einzelne 
Eigenschwingung ist, ohne Rücksicht auf die Randbedin¬ 
gungen 

I n (t) = [A sinnka + B cosnka] cos [co(k)t + , (2.87) 

wobei die Konstanten A und B sowie die Folge der Werte 
von k, die den verschiedenen Eigenschwingungen ent¬ 
spricht, von den Randbedingungen an den Enden des 
Systems abhängen. • 

Die Bedeutung von ka. Es ist Ihnen vielleicht aufgefal¬ 
len, daß die Bewegungsgleichung (2.85) für den LC-Kreis 
den Abstand a nicht enthält. Wir haben einen solchen 


Abstand in Bild 2.15 angegeben, doch hätten wir dies nicht 
zu tun brauchen, da ein Schaltbild kein räumliches Dia¬ 
gramm darstellt und das Verhalten der Schaltung nicht 
von ihrer räumlichen Anordnung abhängt. Doch was ver¬ 
stehen wir dann unter dem Ausdruck ka in der Disper¬ 
sionsrelation (Gl. (2.86)) und in der allgemeinen Lösung 
für die Ströme (Gl. (2.87))? Wenn die Länge in der 
z-Richtung wirklich eine wichtige physikalische Bedeutung 
besitzt, wie es bei der schwingenden Saite der Fall ist, 
dann wissen wir: k bedeutet den Zuwachs der Phase der 
Funktion A sinkz + B coskz, die die Gestalt der Eigen¬ 
schwingung angibt, bezogen auf die Längeneinheit in der 
z-Richtung. Liegen, wie bei der Perlenschnur, diskrete 
Parameter vor, so schreiben wir z = na, wobei n = 1,2,... 
die Nummer der Perle ist. Dann ist die Größe ka, die in 
der Gestaltsfunktion A sinnka + B cosnka auftritt, gleich 
dem Produkt Phase der Gestaltsfunktion (in Radian) pro 
Längeneinheit mal dem Abstand zwischen den diskreten 
Massen. Also ist ka der Phasenzuwachs von der diskreten 
Masse n zu der darauffolgenden diskreten Masse n + 1. 

Im Falle der diskreten Induktivitäten und Kapazitäten 
stellt die Größe ka analog den Phasenzuwachs der „Ge- 
stalts“-Funktion A sinnka + B sinnka dar, wenn wir von 
einer diskreten Induktivität zur nächsten übergehen. 
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Wir brauchen den Abstand a, durch den die Induktivi¬ 
täten voneinander getrennt sind, nicht näher zu bestim¬ 
men. Wir könnten höchstens ka durch irgendein Symbol 
ersetzen, etwa durch 6. Dieses 6 würde dann den Phasen¬ 
zuwachs bezeichnen, wenn n in der Gestaltsfunktion 
Asinnö + Bcosnö um 1 zunimmt. Diese Bezeichnungs¬ 
weise ist zu abstrakt für uns und verwischt außerdem die 
mathematische Ähnlichkeit mit den mechanischen Bei¬ 
spielen, weshalb wir uns weiterhin vorstellen, daß die 
diskreten Induktivitäten durch den Abstand a voneinan¬ 
der getrennt sind. 

Andere Formen der Dispersionsrelation. Es ist Ihnen 
vielleicht aufgefallen, daß jedes der Systeme mit diskre¬ 
ten Parametern, die wir bisher betrachtet haben, eine 
exakte Dispersionsrelation der Form 

I/O 

w(k) = w max sin —, (2.88) 

wie sie in Bild 2.13 dargestellt ist, aufweist, wobei co max 
eine vom physikalischen System abhängige Konstante ist. 
Der Grund dafür liegt in der Wahl unserer Systeme. In je¬ 
dem der betrachteten Fälle hatten wir ein System gewählt, 
in dem die auf eine bestimmte Masse bzw. Induktivität 
wirkende rücktreibende Kraft vollständig von der Kopp¬ 
lung zwischen dieser Masse und ihren Nachbarmassen her¬ 
rührt und proportional der relativen Auslenkungen der 
Masse und ihrer Nachbarn ist. Solche Systeme treten häu¬ 
fig auf, doch gibt es noch viele andere interessante und 
wichtige Formen von Dispersionsrelationen. Z.B. findet 
man Systeme, bei denen sich die auf einen bewegten Teil 
wirkende riicktreibende Kraft aus folgenden zwei unab¬ 
hängigen Anteilen zusammensetzt: Der erste kommt von 
der Kraft, die durch die Kopplung mit benachbarten ähn¬ 
lichen bewegten Teüen entsteht. Wäre er der einzige An- 
teü, so hätte die Dispersionslrelation die Form der Gl. 
(2.88). Der zweite Anteil rührt von der Wechselwirkung 
mit irgendeiner „äußeren“ Kraft her. Dieser äußere Anteü 
hängt nur von der Auslenkung des bewegten Teiles aus 
seiner Gleichgewichtslage ab, nicht jedoch von den Aus¬ 
lenkungen der benachbarten Teile. Wäre er der einzige 
Anteü, so wären die bewegten Teüe nicht gekoppelt, und 
ihre Auslenkungen wären die Normalkoordinaten des 
gesamten Systems. Zur Illustration dieser Art von Syste¬ 
men dient das folgende Beispiel. 

• Beispiele: 5. Gekoppelte Pendel Das System ist in 
Bild 2.16 dargestellt. Auf jede Masse wirkt eine aus zwei 
Anteilen bestehende rücktreibende Kraft. Der „äußere“ 
Anteil rührt von der Schwerkraft her. Er ist der Auslenkung 
der Masse aus ihrer Gleichgewichtslage proportional und 
hängt nicht von den Auslenkungen der Nachbarmassen ab. 
Der zweite unabhängige Anteil der Kraft kommt von der 
Kopplung zwischen einer bestimmten Masse und ihren 
Nachbarmassen mittels der Federn. Dieser Anteil hängt 
von der Auslenkung der benachbarten Massen ab. 


Versuchen wir, die Dispersionsrelation zu erraten. 
Hätten wir nur die Kopplung zwischen den Massen, wäre 
also g gleich Null, so würden wir die Dispersionsrelation 
für longitudinale Schwingungen gekoppelter Massen er¬ 
halten. Daher wäre die rücktreibende Kraft pro Einheits¬ 
auslenkung und pro Einheitsmasse, co 2 , durch Gl. (2.78) 
gegeben: 

n Ko ka 

co = 4 — sin 2 — , wenn g = 0. (2.89) 

Nehmen Sie nun an, daß (mit g = 0) eine einzelne Eigen¬ 
schwingung auftrete. Diese hat eine vom jeweiligen Wert 
von k festgelegte Gestalt, wobei k durch die Randbedin¬ 
gungen bestimmt wird. Stellen Sie sich vor, wir könnten 
mit Hüfe eines „Schwerkraftschalters“ g allmählich von 
Null auf seinen Endwert von 980 cm/s 2 an wachsen lassen. 
- Es wäre möglich, eine praktischere Methode zu erfinden. 
Was könnten Sie noch verändern? — Wenn wir g von Null 
auf den sehr kleinen Wert g' ansteigen lassen, wächst die 
rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Ein¬ 
heitsmasse für jedes Teilchen um denselben Betrag, um 
den von g herrührenden Anteü, an: 

p 

Der Beitrag von g zu co 2 ist y für jede Masse. 

Das heißt, daß die Massen mit derselben Konfiguration, 
mit demselben k und mit derselben Linearkombination 
von sinkz und coskz weiterschwingen werden, nur werden 
sie rascher schwingen. Der Grund dafür ist, daß sie die¬ 
selbe rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung und pro 
Einheitsmasse hatten , als g gleich Null war, und wir nun 
zum Quadrat der Frequenz jeder Masse gleich viel hinzu¬ 
gezählt haben. Daher besitzen weiterhin alle Massen das¬ 
selbe co 2 und befinden sich weiterhin in einer Eigen¬ 
schwingung. Wenn wir also g allmählich „einschalten“, 
erhalten wir die Eigenschwingungen, ohne sie zu ver¬ 
mischen. Die Gestalten und Wellenlängen sind dieselben 
wie für g = 0, und die gesamte rücktreibende Kraft pro 
Einheitsauslenkung und Einheitsmasse ist jetzt 

w2 ( k ) = f + ir sin2 y- ( 2 - 9 °) 

Wenn Ihnen eine weniger qualitative Herleitung dieser 
Beziehung lieber ist, so betrachten Sie Übung 26. Dort 
werden Sie die Bewegungsgleichung der Masse n ermitteln, 
die Dispersionsrelation Gl. (2.90) verifizieren und die 
Formen der Eigenschwingungen auffinden. (Können Sie 
bereits sehen, daß die niedrigste Eigenschwingung im Falle 
der Randbedingungen von Büd 2.16 die Wellenzahl k = 0 
hat? ) 

Später werden wir weitere Beispiele für Dispersions¬ 
gesetze von der Form der Gl. (2.90) antreffen, die wir 
allgemein so schreiben können: 

co 2 (k) = cüq + co 2 sin 2 ~ . 


(2.91) 
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Bild 2.16. Gekoppelte Pendel, a) Gleichgewicht, b) beliebige Lage 


Im kontinuierlichen Grenzfall, wo ka 1 gilt, geht diese 
Beziehung in 

oj 2 (k) = coq + Vq k 2 (2.92) 

über, wobei Vq die Konstante co 2 a 2 /4 ist. 

Wir werden Dispersionsgesetze von der Form der 
Gl. (2.92) antreffen, wenn wir elektromagnetische Strahlung 
in einem Wellenleiter und elektromagnetische Wellen in der 
Erdionosphäre untersuchen. Auch hat das Dispersions¬ 
gesetz für relativistische de-Broglie-Wellen bei der quanten¬ 
mechanischen Beschreibung von Teilchen diese Form. 

Das Diagramm für Gl. (2.91) ist in Bild 2.17 dargestellt. • 

• 6. Plasmaschwingungen. Wir betrachten nun ein 
interessantes Beispiel für ein System, dessen Dispersions¬ 
relation von derselben Form ist wie jene der gekoppelten 
Pendel. In Kapitel 4 werden wir die Dispersionsrelation 
für elektromagnetische Wellen in der Erdionosphäre ab¬ 
leiten. Sie wird von der Form der Gl. (2.92) sein: 

co 2 (k) = co 2 + c 2 k 2 , (2.93) 


wobei c die Lichtgeschwindigkeit und cc p die sogenannte 
„Plasmafrequenz“ bedeutet. Sie ist gegeben durch 


co n 


4fl~ Ne 2 
m e 


(2.94) 


N ist die Dichte der Elektronen, gemessen in Elektro¬ 
nen pro cm 3 , e die Ladung des Elektrons und m e seine 
Masse. Aus Bild 2.17 ersehen wir, daß zu der Eigenschwin¬ 
gung mit der niedrigsten Frequenz, die bei einem System 
mit einer Dispersionsrelation von der Form der Gl. (2.91) 
oder Gl. (2.92) möglich ist, die Wellenzahl k = 0 gehört, 
d.h. unendliche Wellenlänge. Dies bedeutet aber, daß alle 
Pendel mit derselben Phasenkonstanten und Amplitude 
schwingen. Für die Pendelfrequenz gilt dann die Beziehung 
c o 2 = g//. In dem vorliegenden Beispiel ist die Frequenz 
dieser niedrigsten Schwingung gleich der Plasmafrequenz 
co p ,wie wir sehen, wenn wir in Gl. (2.93) k = 0 setzen. 

Wir werden nun diese Eigenschwingung untersuchen und 
für ihre Frequenz Gl. (2.94) herleiten. 
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Büd 2.17 

Dispersionsrelation für 
gekoppelte Pendel 


Unter einem quasineutralen Plasma versteht man ein 
Gas aus neutralen und einigen ionisierten Molekülen. Jedes 
einfach ionisierte Molekül besteht aus einem positiven Ion, 
das ein negatives Elektron abgegeben hat. Die Erdiono¬ 
sphäre ist eine Luftschicht (eigentlich besteht sie aus 
mehreren Schichten mit etwas voneinander abweichenden 
Eigenschaften), die viele ionisierte Luftmoleküle, also N 2 - 
und 0 2 -Moleküle enthält. Ein Luftmolekül wird gewöhn¬ 
lich durch Absorption eines ultravioletten Lichtquants, 
das von der Sonne ausgesandt wurde, ionisiert. Die Dichte 
der Ionen und freien Elektronen ist etwa 200.. .400 km 
über der Erdoberfläche am größten. Weiter oben nehmen 
Elektronen- und Ionendichte ab, da die Dichte der für die 
Ionisation zur Verfügung stehenden Luftmoleküle geringer 
wird. Weiter unten nimmt die Elektronendichte ab, weil 
die ultraviolette Strahlung schon fast gänzlich absorbiert 
worden ist. (Wir würden ohne die schützende Luftschicht 
über uns bald an Sonnenbrand sterben.) 

Da das Plasma im Mittel neutral ist, erzeugt es kein 
elektrostatisches Feld. Jedoch kann zu irgendeinem Zeit¬ 
punkt in einem Bereich des Plasmas ein geringer Ladungs¬ 
überschuß auftreten, was einen entsprechenden Mangel 
in einem benachbarten Bereich zur Folge hat. Diese Er¬ 
scheinung erzeugt ein elektrisches Feld im Plasma. Unter 
seinem Einfluß werden die Ionen in der einen Richtung, 
nämlich in der Feldrichtung, beschleunigt, die Elektronen 
in der anderen. Die Ladungen sind bei ihren Bewegungen 
bestrebt, die das elektrische Feld hervorrufenden Ladungs¬ 
überschüsse und -defizite auszugleichen. Daher beobachten 


wir eine „riicktreibende Kraft“. In dem Zeitpunkt, da der 
Ladungsüberschuß und das zugehörige elektrische Feld 
verschwunden sind, haben die Ionen und Elektronen eine 
gewisse Geschwindigkeit erlangt. Auf Grund ihrer Trägheit 
„schießen sie übers Ziel hinaus“; es treten von neuem 
Ladungsüberschuß und Ladungsmangel auf, diesmal mit 
dem entgegengesetzten Vorzeichen. Dieses Beispiel ist 
typisch für Vorgänge, bei denen einmal angeregte Schwin¬ 
gungen aufrechterhalten werden. 

Interessieren wir uns nur für die von einem Bereich zu 
einem anderen hin- und hergehende Nettobewegung der 
Ladung, so können wir die positiven Ionen außer acht 
lassen und annehmen, daß die Bewegung der Ladung aus¬ 
schließlich von der Elektronenbewegung herrührt. Der 
Grund dafür ist, daß die Beschleunigung eines Elektrons 
um das Verhältnis der beiden Massen, also um etwa 3 • 10 4 , 
größer ist als die eines einfach geladenen Ions. Die elek¬ 
trische Kraft ist nämlich für beide dieselbe. 

Untersuchen wir den einfachen Fall, daß das Plasma 
zwischen Begrenzungswänden eingeschlossen ist. Wir ver¬ 
nachlässigen die Bewegung der Ionen gegenüber jener der 
Elektronen. In irgendeinem Augenblick kann an einer 
Wand ein Ladungsüberschuß Q, an der anderen hingegen 
ein entsprechender Ladungsmangel auftreten. Dies ruft 
im Plasma ein räumlich homogenes Feld 
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Bild 2.18. Schwingungen in einem eingeschlossenen Plasma 


hervor (ß ind 2, Abschnitt 3.5), wobei A die Fläche der 
Wand ist und das Minuszeichen bedeutet, daß E x die La¬ 
dung Q zum Verschwinden zu bringen sucht. Eine andere 
Quelle für das elektrische Feld ist nicht vorhanden. Das 
Plasma zwischen den Wänden ist quasineutral, denn jedes 
Elektron, das sich aus einem bestimmten Bereich nach 
rechts hinausbewegt, wird durch ein von links hereinkom¬ 
mendes anderes ersetzt. Ein einzelnes Elektron hat die 
Masse m 0 und die Ladung e. Das zweite Newtonsche 
Gesetz liefert für jedes Elektron im Plasma 

m e d 2 x 

~j ^2 “ eE x . (2.96) 

Dabei vernachlässigen wir andere auf die Elektronen wir¬ 
kende Kräfte, die von Stößen zwischen Elektronen und 
Ionen herrühren. Diese Kräfte heben sich im Mittel auf 
und verursachen keine Nettobewegung der Ladung. 
Nehmen Sie nun an, in einem Kubikzentimeter befänden 
sich N freie Elektronen, und jedes Elektron sei aus seiner 
Gleichgewichtslage um das Stück x ausgelenkt. Dann ist 
die an einer Wand auftretende (und an der anderen Wand 
fehlende) Nettoladung gleich 

Q = NeA x . (2.97) 


Differenzieren wir Gl. (2.97) zweimal nach der Zeit und 
setzen wir die Gin. (2.96) und (2.95) ein, so erhalten wir 


d 2 Q = 47 rNe 2 
dt 2 “ nie ^ 


(2.98) 


Die Lösung dieser Gleichung ist 


Q = Q 0 cos(cct + q>) 
mit 


00 


47rNe 2 

m e 


= oo 


2 

P * 


(2.99) 


Die Größe co p heißt Plasmafrequenz. 

Die Dichte N der freien Elektronen in der Erdatmosphäre 
ändert sich mit der Höhe und mit der Zeit. Die Rekom¬ 
bination von Ionen und Elektronen zu neutralen Mole¬ 
külen hält auch nach Sonnenuntergang an, die Bildung 
neuer Ionen hört dann jedoch auf. Daher nimmt die Elek¬ 
tronendichte in der Nacht ab. Typische Plasmafrequenzen 
p p = cc p /27T während des Tages sind 

p p = 10...30 MHz. (2.100) 

Die zugehörige Dichte beträgt N ^ 10 6 ... 10 7 freie Elek¬ 
tronen pro cm 3 . • 


• Esoterische Beispiele. Die de Brogliesche Hypothese 
schreibt einem Teilchen mit dem Impuls p eine Wellen¬ 
zahl k zu, die durch die Beziehung p = hk bestimmt ist. 

Die „Bohrsche Frequenzbedingung“ sagt aus, daß ein Teil¬ 
chen mit der Energie E eine Wellenfrequenz co besitzt, 
die der Beziehung E = hc o genügt. Kombiniert man die 
beiden Aussagen, so kann man eine Dispersionsrelation 
zwischen co und k für Teilchen finden, wenn der Zusam¬ 
menhang zwischen E und p gegeben ist. Beispiele finden 
sich im Abschnitt 10.2. • 


2.5. Übungen und Heimversuche 

1. Abhängigkeit der Frequenz einer Schraubenfeder von der Länge - 
Heimversuch. Halten Sie die erste Windung Ihrer Schraubenfeder 
in der Linken, die letzte in der Rechten. Dabei soll die Entfer¬ 
nung zwischen Ihren Händen etwa 90 cm betragen. Messen Sie 
die Frequenz der senkrechten transversalen Schwingungen, 
wobei Sie sich über das Durchhängen der Feder keine Gedan¬ 
ken zu machen brauchen. Dehnen Sie dann die Spiralfeder so 
weit aus, wie Ihre Arme reichen. Messen Sie die Frequenz. 
Befestigen Sie nun jedes Ende an irgendeinem Gegenstand, so 
daß die Gesamtlänge 2- m oder 3 m beträgt. Messen Sie die 
Frequenz. Erklären Sie Ihr Ergebnis. Benützen Sie Ihre Fre¬ 
quenzmessung zur Bestimmung der reziproken Federkonstan¬ 
ten pro Windung. Nehmen Sie an, die Gesamtzahl der Windun¬ 
gen sei N 0 . Halten oder befestigen Sie die Spiralfeder so, daß 

nur N Windungen freibleiben. Sagen Sie vor Ausführung des 
Versuches die Abhängigkeit der Frequenz von N/Nq voraus. 
Führen Sie dann den Versuch durch. 

2. Schrauben feder als kontinuierliches System - Heimversuch. Befe¬ 
stigen Sie jedes Ende an irgendeinem unbeweglichen Gegen¬ 
stand. Dabei können Klebeband, Bindfaden und Schraub¬ 
zwingen von Nutzen sein. Günstig ist eine Länge von m 

oder 3 m. Machen Sie sich wegen des Durchhängens keine 
Gedanken. Regen Sie nun die niedrigste Eigenschwingung in 
jeder transversalen Richtung an. Messen Sie die Frequenzen 
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beider Eigenschwingungen. Regen Sie auch die niedrigste lon¬ 
gitudinale Eigenschwingung an und messen Sie ihre Frequenz. 
Eine gewünschte Eigenschwingung erreicht man auf zwei Arten. 
Erstens kann man die Feder festhalten und dann loslassen. 
Zweitens kann man sie nahe einem Ende halten, sie vorsichtig 
mit der richtigen Frequenz anstoßen, bis eine brauchbare 
Amplitude auftritt. Verwenden Sie beide Möglichkeiten. 

Lernen Sie dann, die zweite Eigenschwingung anzuregen, bei 
der die Länge / zwei halben Wellenlängen entspricht. Führen 
Sie den Versuch für alle drei Richtungen x, y und z durch. 

Messen Sie die Frequenzen. Mit etwas Übung sollte es Ihnen 
gelingen, auch die dritten Eigenschwingungen anzuregen. 

Regen Sie nun die niedrigste transversale und die zweite lon¬ 
gitudinale Eigenschwingung gleichzeitig an. Dies gelingt leicht, 
wenn man die Feder am Anfang in geeigneter Weise festhält. 
Beachten Sie das System und messen Sie die Frequenz der 
Schwebung zwischen der zweiten longitudinalen und dem 
Doppelten der untersten transversalen Eigenschwingung. Dies 
bereitet keine Schwierigkeiten, wenn es Ihnen einmal gelungen 
ist und Sie einige Minuten lang üben. Dabei kann man sich gut 
mit eigenen Augen davon überzeugen, daß beim Übergang von 
der ,,Grundfrequenz“ zur „ersten Oktave“ genau der Faktor 2 
in der Frequenz auftritt. Auf ähnliche Weise können Sie auch 
die niedrigste transversale und die zweite longitudinale Eigen¬ 
schwingung gleichzeitig anregen. 

3. Nullpunktsmessungen. Lesen Sie die Übung 2 durch, obwohl 
Sie bei der Behandlung dieser Aufgabe den Versuch nicht 
durchzuführen brauchen. Nehmen Sie an, Sie messen die Fre¬ 
quenzen der Schraubenfeder, indem Sie etwa 10 s lang die 
Schwingungen zählen und dann die Anzahl der vollen Durch¬ 
gänge durch die Zeit dividieren. Nehmen Sie ferner an, Sie 
lesen die Uhr mit einer Genauigkeit von ± 1 s ab, und Sie können 
eine „volle“ Schwingung mit einer Genauigkeit von etwa ± 4 
eines Durchgangs ab schätzen. Die Frequenz v\ der niedrigsten 
Eigenschwingung beträgt etwa 1 Hz, die der zweiten, v 2 , etwa 

2 Hz. 

a) Wie groß ist ungefähr die relative (prozentuelle) Genauigkeit, 
die Ihre Messung für v\ ergeben würde? Für v 2 ? 

Wir erwarten eine Antwort wie = (1,0 ± 0,l)Hz, 
v 2 = ( 2,0 ± 0 , 2 )Hz“, oder was eben herauskommt. 

b) Nehmen Sie nun an, Sie sollten beide Eigenschwingungen 
gleichzeitig anregen und die Frequenz der Schwebung zwi¬ 
schen 2v\ und v 2 messen, wie es Übung 2 beschrieben hat. 

Zu diesem Zweck könnte man etwa 10 s lang die Schwebun¬ 
gen beobachten, wobei ungefähr 10 Schwingungen der 
Frequenz v\ ablaufen. Nehmen Sie an, Sie könnten - bei 
einer Genauigkeit von ^ Durchgang - in dieser Zeit keine 
Schwebung zwischen 2v\ und v 2 feststellen. Daher wäre 
Ihr Versuchsergebnis v 2 —2v\ - 0. Wie groß ist die Ver¬ 
suchsgenauigkeit? (Wir erwarten eine Antwort wie 

„v 2 - 2v\ = 0 ± 0,10 1 ^ 1 “, oder was eben herauskommt.) 

Wie groß ist, in derselben Weise ausgedrückt, die Genauig¬ 
keit einer Abschätzung der Größe v 2 - 2v ±, die Sie durch 
Kombination Ihrer unabhängigen Meßergebnisse für 
und v 2 aus Teil a) erhalten? Erkennen Sie in der Methode, 
die Schwebungen zu zählen, einen Vorteil für Ihre Ver¬ 
suche? Erklären Sie, weshalb Sie mit dieser Methode 
wesentlich bessere Ergebnisse erzielen. Versuchen Sie, 
diese Erfahrung in Form einer Aussage: „wie man nach 
Möglichkeit Messungen durchführen soll“, zu verallgemei¬ 
nern. 

4. „Klangfarbe “ einer Schraubenfeder - Heimversuch. Die Klang¬ 
farbe eines Musikinstrumentes hängt davon ab, welche Ober¬ 
töne angeregt werden. (Z.B. fehlen - wenigstens näherungs¬ 


weise - bei einer Klarinette die geraden Obertöne, und nur 
v\ , 3v\ , 5v x usw. treten auf.) Stellen Sie nun die Mitte Ihrer 
Schraubenfeder fest, die wie bei Übung 2 aufgehängt sein soll. 
Versetzen Sie durch einen plötzlichen Handstoß gegen die 
Mitte die Feder in Bewegung. Versuchen Sie es mit verschie¬ 
den harten Stößen. Sie sollten bald erkennen können, daß die 
geraden Oberschwingungen stets fehlen und daß um so mehr 
ungerade Eigenschwingungen angeregt werden, je kräftiger 
Sie anstoßen. Gibt es eine Möglichkeit, nur die geraden Eigen¬ 
schwingungen anzuregen ? 

Versuchen Sie, eine Gitarren- oder Klaviersaite an verschiede¬ 
nen Stellen - in der Mitte oder nahe einem Ende - anzu¬ 
zupfen, und stellen Sie fest, ob Sie einen Unterschied in der 
„Klangfarbe“ heraushören. 

5. Klavier als Fourieranalysator - Unempfindlichkeit des Ohres 
für die Phase - Heimversuch. Treten Sie an einem Klavier das 
Dämpfungspedal. Rufen Sie „he“ gegen die Saiten und in den 
Resonanzkasten. Horchen Sie. Rufen Sie dann „uh“. Probie¬ 
ren Sie alle Vokale aus. Die Klaviersaiten greifen, wenn auch 
in ziemlich verzerrter Form, die Fourieranalyse Ihrer Stimme 
auf und erhalten sie. Beachten Sie, daß der Klang des Vokals 
einige Sekunden lang merklich anhält. Welche Aufschlüsse gibt 
Ihnen das über die Rolle, die die Fourierkomponenten des 
Schalles für Ihr Ohr im Zusammenwirken mit dem Gehirn 
spielen? 

6 . Obertöne des Klaviers - wohltemperierte Stimmung - Heim¬ 
versuch. In den meisten Tabellen physikalischer Größen findet 
man die Frequenzen der verschiedenen Tonleitern. Die Bezeich¬ 
nungen sind allerdings nicht einheitlich. Hier werden wir 
betrachten: 

wohltemperierte chromatische Tonleiter mit dem Amerikani¬ 
schen Standardton (a 1 440), 

wohltemperierte chromatische Tonleiter mit dem Internatio¬ 
nalen Ton (a*435), 

wissenschaftliche oder richtige Tonleiter (aufgebaut auf dem 
Ton c 1 256, so daß sich für a 1 426,67 Hz ergeben). 

Zuerst soll die wissenschaftliche Tonleiter erklärt werden. 

Eine Frequenzeinheit, also v = 1, entspreche 256 Hz. Die Ober¬ 
töne dieses Grundtones sind dann als v = 2, 3,4 usw. die Unter¬ 
töne sind als v = ^ usw. definiert. Das mittlere c auf 

einem Klavier dieser Stimmung ist c 1 256, wobei sich der 
Index auf die Oktave bezieht und beim Übergang auf die 
nächsthöhere Oktave um Eins wächst. Nehmen Sie an, 
für die Klaviersaiten gelte exakt das Dispersionsgesetz der 
„kontinuierlichen, vollkommen biegsamen Saite“. In diesem 
Falle würden die Eigenfrequenzen einer bestimmten Saite die 
harmonische Folge vi,2vi,3vi usw. bilden. Die Bezeichnun¬ 
gen und Frequenzen der ersten 16 Obertöne der c 1 -Saite 
wären die folgenden, wobei wir c 1 und seine Oktaven unter¬ 
streichen : 

Bezeichnung: f c c 1 c 2 g 2 c 3 e 3 g 3 b 3 

v: |^1234567 

4 ,4 4 o4 4 4 ,4 , 4 5 

cdefgabhc 

8 9 10 11 12 13 14 15 16 

Eine Oktave hat immer eine um den Faktor zwei höhere Fre¬ 
quenz, wie vergleichsweise g 3 und g 4 . Wir wollen nun inner¬ 
halb der Oktave zwischen c 1 und c 2 eine Tonleiter aufbauen, 
indem wir die Ober- und Untertöne von c 1 durch geeignete 
Potenzen von 2 dividieren oder sie mit solchen multiplizieren. 
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Dann erhalten wir die wissenschaftliche oder richtige diatoni¬ 
sche Tonleiter in C-Dur. (Diatonisch bedeutet, daß wir nur die 
,,weißen Tasten“ des Klaviers verwenden, die „schwarzen 
Tasten“ hingegen nicht.) Diese Tonleiter lautet: 

Bezeichnung: c 1 d 1 e 1 f 1 g 1 a 1 h 1 c 2 

1 9 5 4 3 5 _15 2 

V ' i 843238 

Wir haben stillschweigend a 1 mit hineingenommen. Es ent¬ 
spricht |f x . c 1 heißt Grundton dieser Tonleiter. 

Das kleinste Intervall in dieser diatonischen Tonleiter heißt 
kleine Sekunde. Das Frequenzverhältnis für eine kleine Sekunde 
ist fVe 1 = c 2 /h 1 = y 5 = 1,067. Das nächsthöhere Verhältnis 
heißt große Sekunde. Davon gibt es zwei Arten: dVc 1 =g 1 /f 1 

= h 1 /a 1 =| = U25 unde'/d 1 = a>/g' = f = 1,111. Es gibt 
auch zwei Varianten des nächsthöheren Verhältnisses, der klei- 
nen Terz: f'/d 1 = ff = 1,185 und g'/e 1 = c 2 /a‘ = | = 1,200. 

Von der großen Terz gibt es nur eine: e'/c 1 = a'/f 1 = h l /g 1 
= | = 1,250. Nun ergibt sich, musikalisch gesehen, die Schwierig¬ 
keit. Nehmen Sie an, Sie komponieren für ein nach dieser Tonlei¬ 
ter gestimmtes Klavier und fassen plötzlich den Entschluß, auf 
eine andere „Tonart“ überzugehen, d.h., auf eine diatonische 
Tonleiter mit einem anderen Grundton. Sie möchten z.B. von 
C-Dur auf D-Dur überwechseln, dabei aber die Art der Tonleiter 
beibehalten, d.h., die Frequenzverhältnisse sollen dieselben sein 
wie vorher. Sie wollen also, daß die erste große Sekunde in der 
neuen Tonleiter, eVd 1 , ,,von der Art der großen Sekunde dVc 1 “ 
mit dem Frequenzverhältnis 1,125 sei. Leider können Sie das e 1 , 
das schon > Fanden ist, nicht verwenden, denn dieses ergibt 
eVd 1 = 1,111. So brauchen Sie eine neue Saite q 1 mite'Vc 1 
= (1,125)(d 1 /c 1 ) = 1,265, während eVc 1 = 1,250 ist. Der auf 
e a folgende Ton benötigt ebenfalls eine neue Saite, die die 
Bezeichnung fis 1 trägt. Wir geben ihr das Verhältnis fis 1 /d 1 = eVc 1 , 
so daß fis 1 = (f )(§) = 1,407 ist. Das ist eine „schwarze Taste“ 
auf dem Klavier. Beachten Sie, daß das Klavier nun eine neue 
Art der kleinen Sekunde hinzubekommen hat, nämlich 
fis 1 /f 1 = 1,0555. Je weiter Sie die Tonleiter vervollständigen, 
um so mehr Tasten müssen Sie hinzufügen. Wenn Sie dann in 
wieder anderen Tonarten spielen wollen, wird die Lage immer 
schlimmer. Versuchen Sie z.B., die d-Tonleiter zu vervollstän¬ 
digen. Dazu müssen Sie die „schwarze Taste“ cis 2 hinzuneh¬ 
men, um jenen Ton zu erhalten, der dem h 1 in der c-Tonleiter 
entspricht. Doch welche „gestrichenen“ Saiten benötigen 
Sie noch? 

Die wohltemperierte Tonleiter umgeht alle diese Schwierig¬ 
keiten dadurch, daß alle ihre Töne im logarithmischen Maß¬ 
stab gleich weit auseinanderliegen. Die Oktave ist in 12 kleine 
Sekunden, sogenannte „Halbtöne“, unterteilt, von denen jede 
das Frequenzverhältnis 2 1/12 = 1,059 aufweist. Dann haben 
alle großen Sekunden das Verhältnis 2 2712 = 1,122, alle klei¬ 
nen Terzen 2 3712 usw. Keines der Intervalle mit Ausnahme der 
Oktaven ist „richtig“, doch liegen alle Intervalle nahe den 
richtigen Werten der diatonischen Tonleitern mit irgendeinem 
Grundton. 

Führen Sie folgende Versuche aus: 

a) Drücken Sie eine Taste, beispielsweise die für b 3 , andauernd 
nach unten, so daß der Dämpfer hochgehoben wird, jedoch 
kein Ton erklingt. Schlagen Sie nun einen tieferen Ton 
scharf an, halten Sie ihn einige Sekunden lang und lassen 
Sie dann seine Taste los, so daß er gedämpft wird. Wenn 
Sie die b 3 -Saite klingen hören, so muß sie durch einen der 
Obertöne im Eigenschwingungsspektrum der tieferen Saite 
angeregt worden sein. Probieren Sie mehrere tiefere Saiten 
aus. Es sollte mit dem um eine Oktave tieferem Ton gehen, 


ebenso wie mit dem um 12 Stufen tieferen Ton, dem es 2 , 
da b 3 sein dritter Oberton ist. Der Effekt sollte auch mit 
der c 1 -Saite auftreten, für die das b 3 den siebenten Ober¬ 
ton darstellt, vorausgesetzt, dieser Oberton tritt bei der 
schwingenden c 1 -Saite auf. Man kann diesen Versuch 
auch anders ausführen, indem man immer denselben tie¬ 
feren Ton, etwa c 1 , anschlägt und dabei verschiedene 
höhere Tasten ohne Klingen der zugehörigen Saiten nieder¬ 
hält, um zu sehen, ob sie angeregt werden. Haben Sie einen 
Ton gefunden, der angeregt wird, so versuchen Sie es mit 
dem um eine kleine Sekunde benachbarten Ton. Wird er 
angeregt ? 

b) Drücken Sie diesmal die Taste eines tiefen Tones ohne 
Klingen der Saite nach unten und schlagen Sie einen höhe¬ 
ren Ton scharf an. Ist der höhere Ton ein Oberton der 
tieferen Saite, so werden Sie bei der tieferen Saite diesen 
Oberton anregen, nicht jedoch die niedrigste Eigenschwin¬ 
gung, also die Grundfrequenz der tieferen Saite. So können 
Sie den Klang der Obertöne der tieferen Saite hören, wenn 
sie nicht vom lauten Grundton übertönt werden. 

c) Verwenden Sie die Methode von b), um herauszufinden, 
wie die ersten sechs oder sieben Obertöne von c 1 oder 
einem tieferen c klingen. Lernen Sie dann, wie man einen 
bestimmten Oberton des Tonspektrums heraushört, wenn 
die tiefere Taste auf die übliche Weise angeschlagen wird. 
Wollen Sie z.B. lernen, den siebenten Oberton, also b 3 , 
herauszuhören, wenn c 1 angeschlagen wird, so drücken 
Sie die c 1 -Taste ohne Klingen der Saite nach unten und 
schlagen Sie b 3 scharf an. Dann hören Sie, wie b 3 klingt, 
wenn es der siebente Oberton von c 1 ist. Schlagen Sie dann, 
solange Sie den Ton noch frisch im Gedächtnis haben, die 
c 1 -Saite an und konzentrieren Sie sich darauf, b 3 aus dem 
Tongemisch herauszuhören, das vom Grundton der c 1 -Saite 
beherrscht wird. Beachten Sie, daß die Frequenz dieses 
Tones, wenn er als siebenter Oberton der c 1 -Saite auftritt, 
nicht genau dieselbe sein wird wie jene des Grundtones der 
b 3 -Saite. Sie wird wahrscheinlich nahe genug daranliegen, 
um angeregt zu werden, doch sobald die b 3 -Saite gedämpft 
ist und die c 1 -Saite einige Sekunden lang Zeit hatte, die 
Art ihrer Anregung zu vergessen, wird die c 1 -Saite mit ihrer 
eigenen Frequenz des siebenten Obertones schwingen und 
nicht mit der anregenden Frequenz. Daher klingt sie leicht 
verschieden vom anregenden Ton. (Selbstverständlich kann 
sie bei verstimmtem Klavier sehr verschieden klingen.) Auf 
Grund dieses kleinen Frequenzunterschiedes können Sie 
auf folgende Weise Schwebungen hören: 

d) Drücken Sie die c 1 -Taste ohne Klingen der Saite nach un¬ 
ten. Schlagen Sie das c 2 scharf an. Dadurch wird die zweite 
Eigenschwingung der c 1 -Saite angeregt. Dämpfen Sie nun, 
bevor diese abklingt, die c 2 -Saite und schlagen Sie das c 2 
nochmals an, diesmal aber vorsichtig. Versuchen Sie dabei, 
seine Lautstärke an den noch vorhandenen Rest des ersten 
Obertones der c 1 -Saite anzupassen. Können Sie Schwebun¬ 
gen heraushören? Dieser Versuch geht bei manchen Kla¬ 
vieren besser als bei anderen. Er sollte in einem sonst 
stillen Zimmer ausgeführt werden. 

e) Die beiden tiefsten Töne auf dem Klavier sind j A = 27,5 
und i Ais = 29,1. Ihre Schwebungsfrequenz beträgt also 

1,6 Hz und ist somit leicht festzustellen. Schlagen Sie beide 
Töne gleichzeitig sachte an. Sobald Sie Schwebungen zu 
hören glauben, lassen Sie eine Taste los, die andere jedoch 
nicht. Verschwinden die Schwebungen? (Ist das Klavier 
gestimmt? ) 
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7. Weshalb eine ideale kontinuierliche Saite exakt „ harmonische“ 
Frequenzverhältnisse ergibt , eine Massenpunktkette jedoch 
nicht. Betrachten Sie eine Massenpunktkette (z.B. eine Perlen¬ 
kette) mit sehr vielen - etwa 100 - Massenpunkten. Beide 
Enden seien festgehalten. Wir werden diese Kette als im we¬ 
sentlichen kontinuierlich auffassen. Nehmen Sie an, sie 
schwinge mit ihrer niedrigsten Eigenfrequenz. Dann entspricht 
die Länge / einer halben Wellenlänge einer Sinuswelle. Betrach¬ 
ten Sie nun die zweite Eigenschwingung: Die Länge / entspricht 
zwei halben Wellenlängen, also ist die erste Hälfte von / gleich 
einer halben Wellenlänge. Vergleichen Sie nun die 50 Massen¬ 
punkte in der ersten Hälfte, wenn sich die Saite in ihrer zwei¬ 
ten Eigenschwingung befindet, mit allen 100 Massenpunkten, 
wenn sie sich in ihrer niedrigsten Eigenschwingung befindet. 

In beiden Fällen folgen die Massenpunkte einer Kurve, die 
einer halben Wellenlänge einer Sinuswelle entspricht. Verglei¬ 
chen Sie Massenpunkt 1 in der zweiten Eigenschwingung mit 
dem Mittel aus den Massenpunkten 1 und 2 in der ersten 
Eigenschwingung. Vergleichen Sie Massenpunkt 2 in der zwei¬ 
ten Eigenschwingung mit den Massenpunkten 3 und 4 in der 
ersten Eigenschwingung usw. So hat Massenpunkt 17 in der 
zweiten Eigenschwingung dieselbe Amplitude wie das Mittel 
aus den Massenpunkten 33 und 34 in der ersten, wenn die 
Amplituden der Sinuswellen dieselben sind. In der zweiten 
Eigenschwingung jedoch schließt die Saite bei Massenpunkt 17 
mit der Gleichgewichtsachse einen doppelt so großen Winkel 
ein wie in der ersten bei den Massenpunkten 33 und 34, wobei 
wir die Näherung für kleine Winkel verwenden. Daher ist die 
rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung, die auf Massen¬ 
punkt 17 wirkt, zweimal so groß wie jene, die auf die Massen¬ 
punkte 33 und 34 wirkt. Außerdem ist die Masse von 17 nur 
halb so groß wie die von 33 und 34. Daher ist die rücktrei¬ 
bende Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse 
für Massenpunkt 17 in der zweiten Eigenschwingung viermal 
so groß wie jene für die Kombination aus den Massenpunkten 
33 und 34 in der ersten Eigenschwingung. Wir finden also in 
der „fast kontinuierlichen“ Näherung, die aus der großen An¬ 
zahl von Massenpunkten resultiert, das Ergebnis u >2 = 2a>i. 

Diese Schlußfolgerung ist nicht anwendbar, wenn die Anzahl 
der Massenpunkte klein wird. Erklären Sie den Grund. Dann 
sehen Sie, weshalb Sie die „harmonischen“ Verhältnisse 
v 2 = 2i>i, i >3 = 3i>i usw. im kontinuierlichen Grenzfall erhalten, 
nicht jedoch im Falle von nur wenigen Massenpunkten, wie 
z.B. in Bild 2.12 dargestellt. 

8. Wohltemperierte Tonleiter. Nach wievielen Jahren wird sich 
Ihr Geld verdoppelt haben, wenn Sie es zu 5,9 % Zinsen pro 
Jahr, alljährlich berechnet, anlegen? (Hinweis: Betrachten 
Sie die wohltemperierte Tonleiter von Übung 6.) 

9. Diatonische Tonleiter. Vervollständigen Sie die „richtige“ 
diatonische Tonleiter für D-Dur, die wir in Übung 6 begonnen 
haben. Dort fanden wir, daß wir eine neue Saite hinzunehmen 
mußten, die wir e' 1 nannten. Wir benötigten unsere erste 
„schwarze Taste“, das fis 1 , und wir werden auch noch eine 
weitere benötigen, nämlich cis 2 . Wie verhält es sich mit f 1 , g 1 , 
a 1 und h 1 ? Können wir die bereits vorhandenen Töne benützen 
oder brauchen wir f* 1 , g* 1 , d ! 1 und h' 1 ? 

10. Wellengleichung für eine inhomogene Saite. Leiten Sie 
Gl. (2.55) her. 

11 .Fourierkoeffizienten. Ermitteln Sie Gl. (2.47) für die Fourier¬ 
koeffizienten der in Bild 2.6 dargestellten Funktion F(z). 

12. Eigenschwingungen einer kontinuierlichen Saite. Erm itteln 
Sie die Formen und Frequenzen der ersten drei transversalen 
Eigenschwingungen einer kontinuierlichen Saite mit der Span¬ 


nung Tq, der Massendichte po und der Länge /, mit den Rand¬ 
bedingungen, daß beide Enden frei seien. Diese bewegen sich 
an reibungsfreien Stäben entlang, die durch massenlose Ringe an 
jedem Ende der Saite hindurchgehen. Zeigen Sie, daß bei der 
niedrigsten Eigenschwingung der Sonderfall unendlicher Wellen¬ 
länge und verschwindender Frequenz auftritt. Dieser schließt 
die Möglichkeit ein, daß die Saite mit beliebiger Auslenkung 
in Ruhe bleibt. 

13. Eigenschwingungen einer Massenpunktkette. Ermitteln Sie 
die Formen und Frequenzen der drei transversalen Eigen¬ 
schwingungen einer Massenpunktkette mit drei gleichmäßig 
angeordneten Massenpunkten und vier Abschnitten, mit den 
Randbedingungen, daß beide Enden frei seien. Die äußeren 
Abschnitte tragen an den Enden massenlose Ringe und gleiten 
an reibungsfreien Stäben entlang. Vergleichen Sie die niedrig¬ 
ste Eigenschwingung mit jener von Übung 12. 

14. Eigenschwingung einer LC-Schaltung. Betrachten Sie eine 
LC-Schaltung aus drei Induktivitäten und vier Kapazitäten, 
die wie in Bild 2.15 für N = 3 angeordnet sind, nur daß die 
beiden äußeren Kondensatoren kurzgeschlossen sind. Ermitteln 
Sie die drei Eigenschwingungen, ihren Stromverlauf und ihre 
Frequenzen. Vergleichen Sie die physikalische Bedeutung der 
„besonderen“ niedrigsten Eigenschwingung mit jener in 
Übung 13. 

15. Spannung einer Saite. Betrachten Sie die Klaviersaite mit dem 
mittleren c, also Cj 256, nach der wissenschaftlichen Ton¬ 
leiter. Die Dichte des Stahles der Saite beträgt etwa 9 g/cm 3 . 
(Diese ist nicht die Linien-Massendichte p 0 . Warum nicht ? ) 
Nehmen Sie für die Saite einen Durchmesser von ^ rnm und 
eine Länge von 100 cm an. Wie groß ist ihre Spannung in dyn, 
kp und N? 980 dyn = 1 p; 102 p^l N. 

Lösung: T 0 ^47 kp ^470 N. 

16. Schraubenfeder. Ermitteln Sie \p (z, t) für eine Schraubenfeder, 
die nach der durch Gl. (2.48) gegebenen Funktion g(z) verläuft. 
Zeichnen Sie \p( z, to), wobei cjito = 7r/3 ist. Vergleichen Sie 
die Form von to) mit jener der Funktion \p(z, 0), die in 
Bild 2.7 dargestellt ist. 

17. Stahlsaite und Darmsaite. Vergleichen Sie die Spannung einer 
Gitarrensaite aus Stahl mit jener einer Darmsaite derselben 
Länge, desselben Durchmessers und derselben Tonhöhe in der 
niedrigsten Eigenschwingung. Die Dichte des Stahles beträgt 
etwa 9 g/cm 3 , die der Darmsaite nicht viel mehr als 1 g/cm 3 . 
Haben Gitarrensaiten aus Stahl und solche aus Darm wirklich 
denselben Durchmesser? Sehen Sie sich Gitarren an und stel¬ 
len Sie das fest. Haben Sie nachgesehen und das Verhältnis 
der Durchmesser abgeschätzt, so rechnen Sie das Verhältnis 
der Spannungen in den beiden Fällen nach. 

18. Klassische Wellengleichung. Leiten Sie die Gl. (2.14) auf fol¬ 
gendem Wege her: Beginnen Sie bei der exakten GL (2.62) 
und gehen Sie zur kontinuierlichen Näherung über. Ersetzen 
Sie den Index n durch die Lagekoordinate z und berücksichti¬ 
gen Sie dabei, daß der Abstand der Massenpunkte gleich a ist. 
Verwenden Sie die Taylorreihenentwicklung auf der rechten 
Seite der Gl. (2.62). Schließen Sie einen Term mehr ein, als 
zur Ableitung der klassischen Wellengleichung notwendig ist. 
Geben Sie ein Kriterium dafür an, wann dieser Term und Terme 
höherer Ordnung vernachlässigt werden können. 

19. Dispersionsrelation. Zeigen Sie, daß man die Dispersions¬ 
relation Gl. (2.70) erhält, wenn man Gl. (2.71) als Lösung der 
Bewegungsgleichung (2.65) für transversale Schwingungen der 
Massenpunktkette nimmt. Zeigen Sie, daß diese Tatsache un¬ 
abhängig von der Wahl der Konstanten A, B und k ist, die nur 
von den Anfangs- und Randbedingungen abhängen. 
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20. Eigenschwingungen einer Massenpunktkette. Verwenden Sie 
die Gin. (2.73) und (2.70), um die Frequenzverhältnisse zu 
erhalten, die in Bild 2.12 Für N = 5 dargestellt sind. 

21. Eigenschwingungen einer Massenpunktkette. Ermitteln Sie 
die Formen und Frequenzen der Eigenschwingungen einer 
Massenpunktkette mit fünf Massenpunkten, bei der ein Ende 
festgehalten und eines frei ist. Zeichnen Sie die fünf zugehöri¬ 
gen Punkte auf der Dispersionskurve cj(k) ein, wie es in 

Bild 2.13 der Fall war. 

22. Eigenschwingungen einer Massenpunktkette. Zeigen Sie mit 
Hilfe von Bild 2.13 und einer Skizze des Systems einen ein¬ 
fachen Weg, wie man in Bild 2.13 noch sechs Punkte hinzu¬ 
fügen kann, so daß man die Eigenschwingungen einer Massen¬ 
punktkette erhält, bei der beide Enden festgehalten sind. 

23. Eigenschwingungen einer Massenpunktkette. Zeigen Sie, daß 
die Gin. (2.73) und (2.74) für N = 1 und N = 2 dieselben Fre¬ 
quenzen liefern, wie wir sie in den Abschnitten 1.2 und 1.4 
erhalten haben. 

24. Eigenschwingungen einer Massenpunktkette. Skizzieren Sie 
die Formen der fünf Eigenschwingungen einer Massenpunkt¬ 
kette mit fünf Massenpunkten gemäß den Gin. (2.78) bis (2.80). 

25. Dispersionsrelation. Zeichnen Sie das Diagramm der Disper¬ 
sionsrelation für das in Bild 2.15 dargestellte System. 

26. Gekoppelte Pendel. Zeigen Sie, daß bei dem in Bild 2.16 
dargestellten System gekoppelter Pendel die Bewegungsglei¬ 
chung des n-ten Pendelkörpers unter der Annahme kleiner 
Schwingungen durch 

d 2 ^ n g aK/Vn+1 "'M aK / ’J'n-A 
dt 2 - / ^n + m \ a / m \ a I 

gegeben ist. Zeigen Sie, daß die allgemeine Lösung für eine 
Eigenschwingung ungeachtet der Randbedingungen gleich 
^n(t) = cos (cot + <p) [A sinnka + B cosnka] 
ist. Zeigen Sie, daß die Dispersionsrelation die Form 


2 

CJ 


g + 4K 
l m 


sin 


2 ka 
2 


hat. Zeigen Sie, daß für die Randbedingungen von Bild 2.16 
- keine Federn zwischen den äußeren Pendelkörpern und der 
Wand - die obige Lösung in 
\p n (t) = cos (Cüt + <p) B cos nka 

übergeht, wobei die Lage des n-ten Pendelkörpers z = (n - ^)a 
ist. Zeigen Sie, daß die niedrigste Eigenschwingung k = 0 hat. 
Skizzieren Sie ihre Form. Wie würde sich das System mit dieser 
Form verhalten, wenn die Gravitationskonstante allmählich 
gegen Mull ginge ? Skizzieren Sie die Form für N = 3 und 
geben Sie die Frequenzen der drei ersten Eigenschwingungen 


27. Gekoppelte Kapazitäten und Induktivitäten. Ermitteln Sie 
jenes System gekoppelter Kapazitäten und Induktivitäten, das 
dem System gekoppelter Pendel in Bild 2.16 ,,analog“ ist. 

Dies ist so zu verstehen, daß die Bewegungsgleichung der 
n-ten Induktivität dieselbe Form haben soll wie die des n-ten 
Pendelkörpers, die Sie in Übung 26 gefunden haben. Ermitteln 
Sie die Dispersionsrelation. 


28 .Gekoppelte Pendel. Gehen Sie bei der Übung 26 mit den ge¬ 
koppelten Pendeln zum kontinuierlichen Grenzfall über. Zeigen 
Sie, daß die Bewegungsgleichung zu einer Wellengleichung der 
folgenden Form wird: 


d 2 * 

dt 2 


2 2 9 ip 

U 0 >P +V 0 ^. 


29. Eigenschwingungen einer kontinuierlichen Saite. Beweisen 
Sie jede der unten aufgezählten Behauptungen mit Hilfe zweier 
Methoden : I. mit der „physikalischen“ Methode, bei der man 
die Eigenschwingungen einer kontinuierlichen Saite mit ent¬ 
sprechenden Randbedingungen verwendet, und II. mit der 
Methode der Fourieranalyse einer periodischen Funktion von z. 

a) Jede im Intervall zwischen z = 0 und z = / definierte ver¬ 
nünftige Funktion, die bei z = 0 verschwindet und deren 
Anstieg bei z = / verschwindet, kann in eine Fourierreihe 
der Form 

f(z) = D A n sinnk^; n = 1,3, 5, 7. ... ; k il=Z 
n 1 

entwickelt werden. 

Anmerkung: Wenn Sie die Methode der Fourieranalyse 
verwenden, müssen Sie zuerst aus f(z) eine periodische 
Funktion konstruieren, damit Sie die Formeln der Fourier¬ 
analyse benützen können. 

b) Jede im Intervall zwischen z = 0 und z = / definierte (ver¬ 
nünftige) Funktion f(z), deren Anstieg bei z = 0 und z = / 
verschwindet, kann in eine Fourierreihe der Form 

f(z) = B 0 + 2 B n cosnki z ;n=l,2, 3,4, ...; k 1 / = 7r 

n 

entwickelt werden. 

c) Jede im Intervall zwischen z = 0 und z = / definierte (ver¬ 
nünftige) Funktion f(z), deren Anstieg bei z = 0 verschwin¬ 
det und die bei z = / verschwindet, kann in eine Fourier¬ 
reihe der Form 

f(z) = D B n cosnkiZ; n = 1, 3, 5, 7, ... ; k \l = ^ 
n l 

entwickelt werden. 

30. Fourieranalyse eines periodisch wiederkehrenden Rechteck¬ 
impulses. Wenn Sie periodisch in die Hände klatschen, kann 
der dadurch an Ihrem Ohr erzeugte Luftdruck durch einen 
periodisch wiederkehrenden Rechteckimpuls näherungsweise 
beschrieben werden. Der Überdruck an Ihrem Ohr werde 
durch F(t) dargestellt. Während des kurzen Zeitintervalls At 
sei F(t) gleich +1, vorher und nachher jedoch gleich Null. Die¬ 
ser „Rechteckimpuls“, der im Diagramm F(t) gegen t die Höhe 
Eins und die Breite At hat, kehrt in Zeitintervallen der Länge Ti 
periodisch wieder. Das kurze Intervall At gibt die Dauer eines 
jeden Klatschtones an. Die Periode ist die Zeit zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Klatschtönen. Die Klatschfrequenz 
ist v\ = Tj" 1 . Sie sollen die Fourieranalyse von F(t) durchführen. 

a) Zeigen Sie, daß Sie den Nullpunkt der Zeit so wählen kön¬ 
nen, daß nur der Kosinus von nc^t auftritt, daß also gilt: 

oo 

F(t) = B 0 + 2 B n cosncü!t. 

n= 1 

b) Zeigen Sie, daß B 0 = At/Ti ist. Dies ist gerade jener Bruch¬ 
teil der Zeit, in dem der Impuls „eingeschaltet“ ist. Zeigen 
Sie, daß folgende Beziehung gilt: 

2 

Bn = “ sin(n^! At), für n= 1,2, ... 

c) Zeigen Sie, daß im Falle At <^T! die Fourieramplituden B n 
des „Grundtones“ v\ und der niedrigen Obertöne 2y 1? 2>v\, 
4iq usw. im wesentlichen denselben Wert annehmen. 

d) Tragen Sie B n gegen nv\ auf und gehen Sie dabei bis zu 
hinreichend hohen Werten von n, so daß B n ein oder zwei 
Nullstellen durchläuft. 
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2. Freie Schwingungen von Systemen mit vielen Freiheitsgraden 


c) Zeigen Sie mit Hilfe von d), daß die „wichtigsten“ Fre¬ 
quenzen - jene mit verhältnismäßig großen B n - von der 
Grundfrequenz v\ bis zu einer Frequenz von der Größen¬ 
ordnung 1/At reichen. Daher können wir 1/At als v max 
bezeichnen. In Wirklichkeit gibt es natürlich keine größte 
Frequenz, da die Fourierreihe bis n = 00 geht. Die wichtig¬ 
sten Frequenzen liegen jedoch zwischen Null und v max . 

Die „Bandbreite“ des „Frequenzbandes“ beträgt etwa 
v max = 1/At. Demzufolge sind die wichtigsten Frequenzen 

V = 0, «M, 2i>i, 3^1, ... K max = J . 

Die Bandbreite der vorherrschenden Frequenzen kann als Av 
bezeichnet werden. Dann läßt sich Ihr Ergebnis in der Form 
Ai;At % 1 

schreiben. Diese Beziehung ist sehr wichtig. Sie gilt nicht 
nur für das von uns angenommene F(t), das einen „Recht¬ 
eckimpuls“ der Breite At beschreibt, sondern für jeden be¬ 
liebigen Impuls, der die meiste Zeit über verschwindet und 
nur während eines Intervalles At ungleich Null ist. Kehrt 
der Impuls wie in unserem Beispiel in Intervallen der Länge 
Tj wieder, so sind die vorherrschenden Frequenzen gleich 0, 
v\, 2v\, 3vi usw. bis etwa 1/At. Kehrt der Impuls nicht 
wieder, sondern tritt nur einmal auf, dann zeigt sich - wie 
wir in Kapitel 6 sehen werden -,daß das „Fourierspektrum“ 
der wichtigsten Frequenzen war noch immer das Frequenz¬ 
band von 0 bis etwa 1/At einnimmt, daß es jedoch ein 
kontinuierliches Spektrum ist und alle Frequenzen des 
Bandes enthält, nicht bloß eine Grundfrequenz v x und ihre 
Oberfrequenzen. 

Die vorliegende Aufgabe erleichtert Ihnen das Verständnis 
jener elektromagnetischen Strahlung, die als Synchrotron¬ 
strahlung bekannt ist und von einem relativistischen Elektron 
bei gleichförmiger Kreisbewegung ausgesandt wird. Es läßt sich 
zeigen (Kapitel 7), daß ein nichtrelativistisches Elektron bei 
gleichförmiger Kreisbewegung mit der Frequenz v x elektro¬ 
magnetische Strahlung mit der einzigen Frequenz v\ aussendet. 
Der Grund liegt darin, daß das elektrische Feld der Strahlung 
bei nichtrelativistischen Elektronengeschwindigkeiten genau 
jener Beschleunigungskomponente der Ladung proportional 
ist, die senkrecht auf die Verbindungslinie zwischen Ladung 
und Beobachter steht. Bei der Kreisbewegung führt diese Pro¬ 
jektion der Beschleunigung eine einfache harmonische Bewe¬ 
gung aus. Daher ist das von einem nichtrelativistischen Elektron 
ausgestrahlte Feld dem Kosinus bzw. Sinus von coit propor¬ 
tional. Bei einem relativistischen Elektron hat das ausgestrahlte 
Feld nicht die Zeitabhängigkeit coscjjt. Vielmehr ist die 
Strahlungsingensität sehr stark in der Richtung der augenblick¬ 
lichen Geschwindigkeit der Ladung konzentriert. Bewegt sich 
das Elektron direkt auf den Beobachter zu, so sendet es eine 
Strahlung aus, die später vom Beobachter empfangen wird. Zu 
anderen Zeitpunkten wird die vom Elektron ausgesandte Strah¬ 
lung den Beobachter nicht erreichen. Daher ist das vom Beob¬ 
achter gemessene elektrische Feld während jeder Periode Ti 
einmal in einem kurzen Zeitintervall At sehr stark, zu anderen 
Zeiten jedoch fast Null. Also besteht das beobachtete Frequenz¬ 
spektrum aus v\ = 1 /T 1 und seinen Oberfrequenzen 2v u 3v x 
usw. bis hinauf zu einer höchsten wichtigen Frequenz von der 
Größenordnung 1/At. Zeigen Sie, daß das Zeitintervall At 
näherungsweise durch At/Tj % A0/27T gegeben ist, wobei A 6 
die „volle Winkelbreite“ des Strahlungsgemisches ist. 

31. Sägezahnförmige stehende Seichtwasserwellen. Unter Seicht¬ 
wasserwellen versteht man Wellen, bei denen die Bewegungs¬ 
amplitude am Grund der Schüssel, des Sees oder des Ozeans 


etwa gleich groß ist wie die an der Oberfläche. Die schwappende 
Schwingung von Übung 24 in Kapitel 1 ist eine Seichtwasser¬ 
welle. Zeigen Sie dies im Versuch, indem Sie etwas Kaffeesatz 
ins Wasser mischen, so daß sich ein Teil davon am Grund be¬ 
findet. Regen Sie die schwappende Schwingung a, bei der die 
Oberfläche im wesentlichen eben bleibt, und beobachten Sie 
in der Mitte der Schüssel die Bewegung des Kaffeesatzes am 
Grund und an der Oberfläche. Beobachten Sie auch die Bewe¬ 
gung an den Rändern. 

Betrachten Sie nun die folgende sägezahnförmige stehende 
Seichtwasserwelle. Stellen Sie sich vor, Sie hätten zwei unab¬ 
hängige Schüsseln derselben Form mit Wasser derselben Gleich¬ 
gewichtstiefe h, das die schwappende Schwingung ausführt. 

Die Schüsseln grenzen aneinander, so daß sie bei Fehlen der 
Trennwände eine einzige lange Schüssel in der waagerechten 
Schwingungsrichtung bilden würden. Die Phasen der Schwin¬ 
gungen seien so beschaffen, daß die waagerechte Bewegung 
des Wassers in der einen Schüssel der des Wassers in der anderen 
stets entgegen gerichtet ist, weshalb das Wasser in beiden 
Schüsseln gleichzeitig an den beiden Trennwänden seine maxi¬ 
male Höhe erreicht. Stellen Sie sich nun vor, Sie entfernen die 
Wände, die die beiden Schüsseln voneinander trennen. Das 
Wasser an der Grenzfläche wies keine waagerechte Bewegung 
auf, als die Wände vorhanden waren. Sie weist auch jetzt noch 
keine auf, denn die Bewegung der beiden Wassermassen, die 
jetzt zu einer einzigen langen Masse vereinigt sind, ist symme¬ 
trisch. Die Bewegung würde unverändert weitergehen! Wenn 
wir wollen, können wir weitere Schüsseln hinzufügen. Wh 
beobachten hier eine stehende Welle mit sägezahnförmiger 
Gestalt. Approximieren wir diese Gestalt durch eine Sinuswelle. 
Dann sehen wir, daß die Länge einer Schüssel gleich einer hal¬ 
ben Wellenlänge ist. ( Anmerkung: Bei der Fourieranalyse 
dieser periodischen Funktion von z ist der erste und am stärk¬ 
sten hervortretende Term in der Fourierentwicklung jener, 
den wir zur Approximation des Sägezahnes benützen.) 
Verwenden Sie diese Näherungsfunktion in der Formel für die 
Frequenz der schwappenden Schwingung (siehe Kapitel 1, 
Übung 24). Zeigen Sie, daß man auf diese Weise die Beziehung 

\v = Vgh = 1,10 Vgh 

erhält. Wir sehen, daß diese Wellen dispersionsfrei sind. 

( Anmerkung: Als exakte DispersionsbeziehungJur sinusför¬ 
mige Seichtwasserwellen bekommt man \v = \/gh. Unsere 
Sägezahnnäherung liefert eine um 10% zu hohe Ausbreitungs¬ 
geschwindigkeit.) 

Von Tiefwasserwellen spricht man, wenn die Gleichgewichts¬ 
tiefe des Wassers groß ist gegenüber der Wellenlänge. In diesem 
Falle nimmt die Amplitude mit zunehmender Tiefe exponen¬ 
tiell ab. Wird die Tiefe um K = \I2tc größer, so wird die Ampli¬ 
tude um den Faktor e = 2,718 ... kleiner. Die Größe & (sprich: 
„Lambda quer“) ist die reduzierte Wellenlänge. In grober Nähe¬ 
rung können wir sagen, eine Tiefwasserwelle sei so etwas wie 
eine Seichtwasserwelle, die von der Oberfläche bis hinab zu 
einer effektiven Tiefe h = K reicht. In diesem Bereich ist näm¬ 
lich die Amplitude verhältnismäßig groß und annähernd kon¬ 
stant, während sie in wesentlich größeren Tiefen als ft sehr 
klein wird. Wir vermuten daher, daß wir die Dispersionsrelation 
der Tiefwasserwellen aus jener der Seichtwasserwellen erhalten 
können, wenn wir die Gleichgewichtstiefe h der Seichtwasser¬ 
wellen durch die mittlere Abklinglänge ft der Tiefwasserwellen 
ersetzen. Diese Vermutung erweist sich als richtig, wie wir in 
Kapitel 7 sehen werden. Daher lautet das Dispersionsgesetz für 
Tiefwasserwellen \v = \/gft. 
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32. Fourieranalyse eines symmetrischen Sägezahnes. Wir sprechen 
von einem symmetrischen Sägezahn, wenn Vorder- und Hinter¬ 
kante jedes Zahnes denselben Anstieg haben. Bei einer der 
Spitzen (Zahnpunkte) sei z = 0. Zeigen Sie, daß die Fourier¬ 
reihe des periodischen Sägezahnes f(z) 

f(z) = 0,82 A[coskiz + ^cos2k x z +1 cos3k x z + ...] 

lautet, wobei k x = 27r/\ x ist. Hier ist \ x die Zahnlänge (von 
einer Spitze zur nächsten) und A ist die Zahnamplitude, d.h. 

2A stellt die senkrechte Entfernung vom Minimum (an einem 
Tiefpunkt) zum Maximum (an einer Spitze) dar. Wir sehen, 
daß die Amplitude des n-ten Terms proportional 1/n 2 ist. Dies 
gibt Ihnen Aufschluß über die Güte unserer Approximation in 
Aufgabe 31, wo wir den Sägezahn durch seine erste Fourier¬ 
komponente approximierten und die Dispersionsrelation 
\v = 1,10 \/gh erhielten. 

33. Kapillarwellen - Heimversuch. Kreisförmige stehende Kapillar¬ 
wellen können auf folgende Weise klar sichtbar gemacht wer¬ 
den : Füllen Sie einen Papier- oder Plastikbecher bis zum Rande 
und geben Sie noch etwas dazu, so daß sich das Wasser über 

die Höhe des Becherrandes wölbt. Berühren Sie den Becher 
vorsichtig und beobachten Sie. Betrachten Sie, um die Wellen 
leicht erkennen zu können, das Spiegelbild des Himmels. Oder 
verwenden Sie eine kleine, helle Lichtquelle, die sich etwa 1 m 
über der Oberfläche befindet, und betrachten Sie das Muster 
am Grund, das durch die linsenähnliche Wirkung der Wellen 
hervorgerufen wird. Um zu sehen, daß wirklich die Kapillarität 
im Spiegel ist, fugen Sie dem Wasser etwas Reinigungsmittel bei. 

34. Randbedingungen an einem freien Ende der Massenpunktkette. 
Betrachten Sie die vier verschiedenen Systeme, die im Bild 2.19 
dargestellt sind. 

a) Zeigen Sie, daß alle vier Systeme in den dargestellten Eigen¬ 
schwingungen dieselbe Frequenz aufweisen. 

b) Nehmen Sie an, Sie wollen in den Fällen (III) und (IV) die¬ 
selbe Formel für die Bedingung, der die Wellenzahl genügen 
muß, anwenden wie im Falle (I). Zeigen Sie, daß in diesen 
Fällen das / in Ihrer Formel gleich (^)a sein muß. Geben 
Sie die Formel an. 



Büd 2.19 


35. Schwingungen einer Saite. Eine biegsame Saite der Länge / 
ist mit der Gleichgewichtsspannung T zwischen festen Halte¬ 
rungen eingespannt. Ihre Masse pro Längeneinheit ist p, so daß 
ihre gesamte Masse m = p/ beträgt. Die Saite wird durch einen 
Hammerschlag in Schwingung versetzt, der einem kleinen Ele¬ 
ment der Länge a in der Mitte mit einem Mal eine transversale 
Geschwindigkeit v 0 erteilt. Berechnen Sie die Amplituden der 
drei niedrigsten Eigenschwingungen, die angeregt werden. 




3. Erzwungene Schwingungen 


3.1. Einleitung 

In den Kapiteln 1 und 2 haben wir die freien Schwin¬ 
gungen verschiedener Systeme untersucht. In diesem Kapi¬ 
tel werden wir erzwungene Schwingungen dieser Systeme 
behandeln. Das heißt, wir werden das Verhalten der Sy¬ 
steme für den Fall untersuchen, daß eine vorgegebene 
äußere zeitabhängige Kraft irgendwie auf das System ein¬ 
wirkt. Ohne Einschränkung der Allgemeingültigkeit werden 
wir uns im besonderen mit harmonisch sich verändernden 
treibenden Kräften befassen und die erzwungene Schwin¬ 
gung des Systems in Abhängigkeit von der Frequenz unter¬ 
suchen. 

Im Abschnitt 3.2 werden wir auf die freien Schwingun¬ 
gen eines gedämpften eindimensionalen Oszillators ein- 
gehen. Dann werden wir den Einschwingvorgang betrach¬ 
ten, der auftritt, wenn der gedämpfte Oszillator seine 
Bewegung aus der Ruhelage beginnt und von einer har¬ 
monisch sich verändernden Kraft erregt wird. Wir werden 
die interessante Erscheinung der „Einschwingschwebungen“ 
zwischen der erregenden Kraft und der „vorübergehenden“ 
freien Schwingung finden. Dann werden wir die stationären 
Schwingungen untersuchen, die übrigbleiben, wenn der 
Einschwingvorgang vollständig abgeklungen ist. Wir wer¬ 
den auf die Resonanzschwingung des erregten Oszillators 
eingehen, die bei langsamer Änderung der erregenden Fre¬ 
quenz zu beobachten ist. Im Abschnitt 3.3 werden wir 
ein System mit zwei Freiheitsgraden untersuchen. Wir 
werden dabei feststellen, daß jede der freien Eigenschwin¬ 
gungen zu der erzwungenen Bewegung eines bestimmten 
bewegten Teiles einen Anteil liefert. Tatsächlich werden 
wir das ganz einfache Ergebnis herleiten, daß die Bewe¬ 
gung eines bestimmten bewegten Teiles eine Überlagerung 
unabhängiger Anteile — von jeder Eigenschwingung einer — 
darstellt. In Abschnitt 3.4 werden wir das merkwürdige 
Verhalten eines Systems mit mehreren Freiheitsgraden 
kennenlemen, das auftritt, wenn die erregende Frequenz 
oberhalb oder unterhalb der niedrigsten Eigenfrequenz 
des Systems liegt. In Abschnitt 3.5 wird schließlich auf 
das Verhalten eines erregten Systems aus vielen gekoppel¬ 
ten Pendeln eingegangen. Dies wird uns zur Entdeckung 
der Exponentialwellen führen. 

Alle in diesem Kapitel besprochenen Erscheinungen 
lassen sich experimentell sehr einfach mit gekoppelten 
Pendeln untersuchen. Dabei verwendet man eine Spiral¬ 
feder zur Kopplung, Suppendosen von der Größe, daß sie 
gut in die Spiralfeder hineinpassen, als Pendelkörper, so¬ 
wie den Teller eines Plattenspielers, der die erregende 
Kraft liefert. 

3.2. Erregter eindimensionaler gedämpfter harmo¬ 
nischer Oszillator 

Dieser Abschnitt ist zum Teil eine Wiederholung von 
Band 1, Kapitel 7, in dem die freien und die stationären 


erzwungenen Schwingungen eines gedämpften Oszillators 
beschrieben worden sind. Wir werden auch das „Einschwin¬ 
gen“ eines unter dem Einfluß einer harmonischen erregen¬ 
den Kraft stehenden Oszillators betrachten, das auftritt, 
wenn der Oszillator anfänglich in seiner Gleichgewichtslage 
mht. 

Betrachten Sie eine punktförmige Masse m, die in der 
x-Richtung schwingt. Ihre Auslenkung aus der Gleich¬ 
gewichtslage beträgt x(t). Die Masse m erfährt eine rück¬ 
treibende Kraft — mcüox(t), die von einer Feder mit der 
Federkonstanten K = mcoo herrührt. Wäre keine andere 
Kraft vorhanden, so würde die Masse aus diesem Grund 
eine harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz co 0 
ausführen. Die Masse erfährt jedoch auch eine Reibungs¬ 
kraft — mTx(t), wobei T eine Konstante ist, die wir als 
Dämpfungskonstante pro Einheitsmasse oder einfach als 
Dämpfungskonstante bezeichnen können. Schließlich ist 
die Masse noch einer äußeren Kraft F(t) unterworfen. Das 
zweite Newtonsche Gesetz liefert dann als Bewegungs¬ 
gleichung von m die inhomogene lineare Differential¬ 
gleichung zweiter Ordnung 

mx(t) = - mcoox(t) - mrx(t) + F(t). (3.1) 

Zuerst betrachten wir den Spezialfall ohne äußere 
Kraft. 

Abklingen der freien Schwingungen im Einschwing¬ 
vorgang. Die Bewegungsgleichung (3.1) wird zu 

x(t) + Tx(t) + coox(t) = 0. (3.2) 

Wir setzen eine Lösung x t (t) von der Form 

Xi(t) = e”Ü/2)t/r C0S ^ CJi t + 0) (3.3) 

an, wobei r, und 6 unbekannt sind. Durch direktes 
Einsetzen finden wir, daß Gl. (3.3) für jeden Wert der 
Phasenkonstanten 6 eine Lösung von Gl. (3.2) darstellt, 
wenn wir nur 

r = f (3.4) 

und 

w?=«o-|- r 2 (3.5) 

wählen. Die allgemeinste Lösung von Gl. (3.2) ist eine 
Überlagerung zweier linear unabhängiger Lösungen mit 
zwei „willkürlichen“ Konstanten, die so gewählt werden 
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können, daß die Anfangsauslenkung x x (0) und die An¬ 
fangsgeschwindigkeit Xi (0) herauskommen. Zwei unab¬ 
hängige Lösungen erhält man, indem z.B. 6 gleich Null 
oder - \ 7i gesetzt wird. Daher läßt sich die allgemeine 
Lösung in der Form 

Xi(t) = e"Ü/ 2 ) rt ( A x sin co! t + coscoi t) (3.6) 

schreiben. Es ist leicht zu sehen, daß die Konstanten 
und Bi durch B x = x { (0) und <jö x A 1 = x { (0) + \ TXi (0) 
bestimmt sind. Dann folgt aus Gl. (3.6) 


X!(t) = e G/ 2 ) r 1 1 x!(0) cosco 1 1 


+[x,(0) + ^rx 1 (0) 


sin co! t 


(3.7) 


Ist \ r klein gegenüber co 0 , so sagt man, die Schwingung 
sei schwach gedämpft. Ist \ T gleich co 0 , so heißt die 
Schwingung kritisch gedämpft. In diesem Fall ist nach 
Gl. (6.5) coi gleich Null. In der Gl. (3.7) ersetzen wir dann 
coscoi t durch 1 und (1/coi) sincoi t durch t, denn der 
Grenzwert von (1/coi) sin coit furcoi gegen Null ist 
gerade t. 

Ist j r größer als co 0 , so sagt man, der Oszülator sei 
überkritisch gedämpft. In diesem Fall ist nach Gl. (3.5) 
co 2 negativ. Daher güt für co t 

coi = ± il co! I, lcoil=yi^, (3.8) 


wobei i die Quadratwurzel aus -1 ist. Die Gl. (3.7) gilt 
weiterhin und kann (Übung 25) in der Form 


Xi(t) = e G/ 2 ) rt | Xl (0)cosh Icoi It 


xj(0)+ -r Xl (0) 


sinhlcojt ] 

1^,1 / 


(3.9) 


geschrieben werden. 


Wir werden uns nur mit jenem Fall befassen, bei dem 
\ T kleiner als co 0 ist. Der Oszülator heißt dann unter¬ 
kritisch gedämpft. Damnter fällt auch der Fall schwacher 
Dämpfung, in dem < co 0 ist. Im Falle schwacher 
Dämpfung können wir den Exponentialfaktor e _ 0 / 2 )rt 
während einer Schwingung im wesentlichen als konstant 
ansehen. Dann erhält man die Geschwindigkeit in hinrei¬ 
chend guter Näherung, wenn man die zeitliche Ableitung 
der Gl. (3.6) büdet und dabei e~0/2)rt als Konstante be¬ 
trachtet. Es kann dann leicht gezeigt werden, daß die 
Energie - kinetische plus potentielle - während einer 
Schwingung im wesentlichen konstant ist, jedoch während 
eines viele Schwingungen umfassenden Zeitintervalls ex¬ 
ponentiell abnimmt: 

W(t) = imxf(t) + imw^xj(t) 

= W 0 e- rt =W 0 e- t/T , (3.10) 


wobei 

W 0 = ^m(co? +o>2)(|a? +|b]). (3.11) 

Wir befassen uns jetzt mit dem Fall eines unterkritisch 
gedämpften Oszülators, der einer nichtverschwindenden 
äußeren Kraft F(t) unterworfen ist. 

Stationäre Schwingungen unter Einwirkung einer 
harmonisch erregenden Kraft. Eine sehr große Klasse von 
Funktionen F(t) kann mit Hüfe einer Fourierentwicklung 
über verschiedene Frequenzen co ausgedrückt werden: 

F(t) = ^ f(co) cos[cot + ip(co)]. (3.12) 

C 0 

Z.B. kann, wie wir in Abschnitt 2.3 gesehen haben, jede 
(vernünftige) periodische Funktion F(t) auf diese Weise 
entwickelt werden. Außerdem lassen sich, wie wir in 
Kapitel 6 sehen werden, auch viele aperiodische Funk¬ 
tionen in Fourierreihen oder Fourierintegrale entwickeln. 
Betrachten Sie eine einzelne Fourierkomponente einer 
solchen Kraft: 

F(t) = F 0 coscot, (3.13) 

wobei wir den Zeitnullpunkt so gewählt haben, daß die 
Phasenkonstante verschwindet. Wenn wir einmal wissen, 
wie sich x(t) bei einer harmonischen Kraft wie der von 
Gl. (3.13) ermitteln läßt, dann sind wir auch imstande, 
das x(t) für eine Überlagerung wie die in Gl. (3.12) zu be¬ 
stimmen. Gemäß unseren Betrachtungen in Abschnitt 1.3 
güt nämlich für die inhomogene lineare Gleichung ein 
Superpositionsprinzip, so daß die Lösung bei einer Über¬ 
lagerung verschiedener äußerer Kräfte gerade die Über¬ 
lagerung der einzelnen Lösungen ist. Daher brauchen wir 
nur die inhomogene Gleichung mit einer aus einer einzi¬ 
gen harmonischen Komponente bestehenden äußeren Kraft 
zu betrachten: 

mx(t) + mrx(t) + mcoox(t) = F 0 cos cot. (3.14) 

Wir wollen die stationäre Lösung der Gl. (3.14) ermit¬ 
teln. Sie gibt an, wie sich der Oszülator bewegt, nachdem 
die harmonisch anregende Kraft während einer gegenüber 
der Abklingzeit r langen Zeit auf ihn eingewirkt hat. Dann 
ist der „Einschwingvorgang“, der das Verhalten des Oszü¬ 
lators während der ersten paar mittleren Abklingzeiten 
nach dem Einsetzen der erregenden Kraft beschreibt, auf 
Null abgeklungen. Der Oszülator führt dann harmonische 
Schwingungen mit der erregenden Frequenz co aus. Nach 
Wunsch wählbare, d.h. „wülkürliche“, Konstanten gibt es 
nicht. Die Schwingungsamplitude ist der Amplitude F 0 
der erregenden Kraft proportional. Die Phasenkonstante 
steht mit der Phasenkonstanten der erregenden Kraft in 
fester Beziehung. 

Absorbierende und elastische Amplituden. Statt durch 
die Amplitude und die Phasenkonstante können wir die 
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Schwingung auch durch zwei Amplituden A und B be¬ 
schreiben. Diese gehören zu der Schwingungskomponenten 
A sin cot, die gegenüber der erregenden Kraft F 0 coscot 
um 90° phasenverschoben ist, und Bcoscot, die mit der 
erregenden Kraft in Phase ist. Also kann die stationäre 
Lösung x s (t) als 

x s (t) = Asincot + Bcoscot (3.15) 

geschrieben werden, wobei A und B geeignet zu wählen 
sind. Durch direktes Einsetzen können Sie nachprüfen, 
daß für x s (t) dann und nur dann die Gl. (3.14) güt, wenn 
A und B durch 

A _£o_rco__ A 

A "m [(co 2 0 -co 2 ) 2 +T 2 co 2 ] “ Aab 

F 0 (coq ~ co 2 ) _ 

B "m [(co 2 o-co 2 y 2 +rWT~ Ael 

gegeben sind. Die Konstante A ab heißt absorbierende 
Amplitude , die Konstante A el elastische Amplitude. 
(Manchmal wird die elastische Amplitude auch als „disper- 
sive“ Amplitude bezeichnet.) Diese Bezeichnungen wur¬ 
den gewählt, weü der zeitliche Mittelwert der zugeführten 
Leistung ausschließlich von dem Term A ab sin cot herrührt. 
Der Term A el coscot liefert zwar einen Beitrag zum augen¬ 
blicklichen Leistungsverbrauch P(t), ergibt jedoch im 
Mittel über eine stationäre Schwingung Null. Diese Ergeb¬ 
nisse folgen aus der Tatsache, daß die augenblickliche 
Leistung P(t) gleich der Kraft F 0 cos cot mal der Geschwin¬ 
digkeit x(t) ist. Die augenblickliche Geschwindigkeit be¬ 
steht aus einem Anteü, der mit der Kraft in Phase ist, und 
einem zweiten Anteü, der gegenüber der Kraft um 90° 
phasenverschoben ist. Nur jener Geschwindigkeitsanteü, 
der mit der Kraft in Phase ist, liefert zum zeitlichen Mittel¬ 
wert P der Leistung einen Beitrag. Diese „phasengleiche“ 
Geschwindigkeit kommt von der phasenverschobenen Aus¬ 
lenkung A ab sin cot her. Algebraisch stellen wir diese 
Beziehungen wie folgt dar: 

F(t) = F 0 coscot, 
x s (t) = A ab sin cot + A el cos cot, 
x s (t) = coA ab cos cot - coA el sin cot. 

Dann ist die augenblickliche zugeführte Leistung im sta¬ 
tionären Zustand gleich 

P(t) = F(t)x s (t) = F 0 cos cot [coA ab coscot — coA el sin cot]. 

(3.18) 

Bezeichnen wir das Zeitmittel über eine Schwingung durch 
Klammern < },so erhalten wir 

P = F 0 coA ab <cos 2 cot> - F 0 coA e i (coscot sin cot). 

Es güt aber 


(3.16) 

(3.17) 


<cos 2 cot> 



cos 2 co t dt 


to 


\ 

2 ’ 


(3.19) 


wobei T die Schwingungsdauer ist. Ebenso güt 

(coscotsincot>= ^(sin 2cot>= 0. (3.20) 

Daher bekommen wir für den zeitlichen Mittelwert der 
zugeführten Leistung im stationären Zustand 

P=|F 0 coA ab . (3.21) 

Mit Gl. (3.21) haben wir nachgewiesen, daß der zeitliche 
Mittelwert der zugeführten Leistung der Amplitude A ab 
jenes Anteiles der Auslenkung x s (t) im stationären Zu¬ 
stand proportional ist, der gegenüber der erregenden Kraft 
um 90° phasenverschoben ist. Dieses Ergebnis ist von der 
speziellen Phasenfestlegung der Kraft (cos cot) unabhän¬ 
gig ; es würde bei der allgemeineren Kraft (cos (cot + <p)) 
genauso gelten. 

Im stationären Zustand muß der zeitliche Mittelwert 
der Leistung dem zeitlichen Mittelwert der durch die Rei¬ 
bung aufgezehrten Energie gleich sein. Die augenblick¬ 
liche Reibungskraft beträgt -mTx(t). Die augenblickliche 
Reibungsleistung ist gleich der Reibungskraft mal der 
Geschwindigkeit. So ist leicht zu zeigen, daß der zeitliche 
Mittelwert der durch Reibung verlorengehenden Leistung 
gleich 

P rei b =mr<Xs> 

= ^mrco 2 [A ab + Aei] (3.22) 

ist und daß dies tatsächlich gleich dem durch Gl. (3.21) 
gegebenen Zeitmittel P der zugeführten Leistung ist 
(siehe Übung 6). 

Im stationären Zustand ist die im Oszülator gespeicherte 
Energie nicht vöüig konstant, weü die durch Gl. (3.18) an¬ 
gegebene augenblickliche zugeführte Leistung F(t)x s (t) 
nicht gleich der augenblicklichen durch Reibung verloren¬ 
gehenden Leistung mTxl (t) ist. Nur bei der Mittelung 
über eine Schwingung sind zugeführte und durch Reibung 
verlorengehende Leistung einander gleich. Wir interessie¬ 
ren uns für den zeitlichen Mittelwert der gespeicherten 
Energie. Es ist leicht einzusehen, daß dei zeitliche Mittel¬ 
wert W der gespeicherten Energie bei der stationären 
Schwingung gleich 

W= ^m<Xs>+ imcoo<Xs> 

= ^m(co 2 +w?)^Al b + ^ Ai,) (3.23) 

ist (siehe Übung 10). Beachten Sie, daß der Term mit co 2 
den zeitlichen Mittelwert der kinetischen Energie, jener 
mit coq den zeitlichen Mittelwert der potentiellen Energie 
darstellt. Diese sind nur für co = co 0 einander gleich. (Er¬ 
innern Sie sich, daß die zeitlichen Mittelwerte der kineti¬ 
schen und der potentiellen Energie beim schwach ge- 
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dämpften freien Oszillator einander gleich sind.) Diese 
Tatsache läßt sich qualitativ auf folgende Weise einsehen: 
Ist co groß gegenüber co 0 , so wird die Geschwindigkeit 
von m umgekehrt, bevor dieses eine große Auslenkung 
erreichen kann, und daher auch, bevor eine große poten¬ 
tielle Energie in der Feder gespeichert werden kann. Ist 
hingegen co klein gegenüber co 0 , so wird die Geschwindig¬ 
keit niemals groß, und der zeitliche Mittelwert der poten¬ 
tiellen Energie überwiegt. 

Beachten Sie, daß die durch Gl. (3.23) angegebene 
gespeicherte Energie im Falle co = co 0 gleich dem Produkt 
aus der im stationären Zustand verbrauchten Energie, die 
durch Gl. (3.22) angegeben wird, und der Abklingzeit r 
für freie Schwingungen ist. Dies ist qualitativ einsichtig: 
Würden wir die erregende Kraft ausschalten, so würde die 
Energie des Oszülators auf Grund der Reibung mit einer 
mittleren Abklingzeit r exponentiell „abklingen“, wie 
Gl. (3.10) zeigt. Erregen wir den Oszülator mit seiner 
natürlichen Frequenz, die bei schwacher Dämpfung im 
wesentlichen gleich co 0 ist, dann wächst die Schwingungs¬ 
amplitude an, bis — im stationären Zustand — die zuge¬ 
führte Leistung gleich der durch Reibung verlorengehenden 
Leistung ist. Da die Reibung den größten Teü der Energie 
in einer Zeit r aufzehrt, ist die gespeicherte Energie im 
stationären Zustand gleich jenem An teü, der von der er¬ 
regenden Kraft „vor kurzem“ geliefert wurde, d.h., inner¬ 
halb einer Zeit r. Wir erwarten daher, daß die gespeicherte 
Energie im Gleichgewicht ungefähr gleich der zugeführten 
Leistung mal r sein wird, was wiederum gleich der Rei¬ 
bungsleistung mal r ist. Wir haben gesehen, daß dies für 
co = co 0 tatsächlich der Fall ist. Ist co ungleich co 0 , so läßt 
sich die Beziehung zwischen zugeführter Leistung und ge¬ 
speicherter Energie nicht so leicht durch Vermutungen 
ableiten. 


Resonanz. Nun untersuchen wir, wie sich die erzwun¬ 
gene Schwingung des Oszülators verändert, wenn wir die 
erregende Frequenz langsam ändern. Dabei halten wir die 
Frequenz in jedem Zeitintervall von der Länge vieler mitt¬ 
lerer Abklingzeiten im wesentlichen konstant, so daß im 
wesentlichen immer ein stationärer Zustand vorliegt. Der 
zeitliche Mittelwert P der zugeführten Leistung ist nach 
den Gin. (3.21) und (3.16) 


P = Po 


r 2 co 2 


(coS - co 2 ) 2 +r 2 co 2 


(3.24) 


wobei P 0 den Wert von P „im Resonanzfall“, d.h. bei 
co — co 0 j darstellt. Der größte Wert von P tritt im Resonanz¬ 
fall auf. Als „Halbwertspunkte“ sind jene Werte von co 
definiert, bei denen P die Hälfte seines Maximalwertes an¬ 
nimmt. Sie können sich selbst davon überzeugen, daß 
(Übung 11) die Halbwertspunkte durch 

co 2 = Wjj ± Tw (3.25) 


bestimmt sind, was gleichbedeutend mit 

w =]/ w o + ^r 2 ±|r (3.26) 

ist. Beachten Sie, daß Gl. (3.25) zwei getrennte quadra¬ 
tische Gleichungen in co mit je einer positiven und einer 
negativen Lösung darstellt. Die beiden positiven Lösungen 
liefert Gl. (3.26). Das Frequenzintervall zwischen den bei¬ 
den Halbwertspunkten heißt Halbwertsbreite ofei Reso¬ 
nanzbreite und schreibt sich (Aco)h a ib oder einfach Aco. 
Nach Gl. (3.26) güt 

(Aco) haIb = r. (3.27) 


Nun haben wir aber bereits gefunden (Gl. (3.4)), daß die 
freien Schwingungen eine mittlere Abklingzeit r = 1/T 
besitzen. So haben wir eine sehr wichtige Beziehung zwi¬ 
schen der Halbwertsbreite der erzwungenen Schwingun¬ 
gen und der mittleren Abklingzeit der freien Schwingun¬ 
gen gefunden: 


(Aco)halb r frei 1 • 


(3.28) 


In Worten: Die Halbwertsbreite der Resonanzkurve ßr 
erregte Schwingungen ist gleich der reziproken Abkling¬ 
zeit der freien Schwingungen. Dies ist ein sehr allgemeines 
Ergebnis. Es güt nicht nur für Systeme mit einem Frei¬ 
heitsgrad, sondern auch, wie wir später sehen werden, für 
solche mit vielen Freiheitsgraden. In diesen Fällen zeigt 
sich, daß die Resonanzen bei den Frequenzen der un¬ 
gedämpften freien Eigenschwingungen auftreten, genau 
wie beim eindimensionalen Oszülator. Die Resonanz¬ 
frequenz co 0 ist nur dann gleich der Frequenz co x der 
freien Schwingungen, wenn die Dämpfungskonstante T 
verschwindet. Bei den gedämpften freien Schwingungen 
wird die Frequenz wegen des Dämpfungsfaktors e _ Ü/2)rt 
von co 0 nach co x „gezogen“. Bei den erzwungenen Schwin¬ 
gungen ist die Amplitude konstant, und die Resonanz¬ 
frequenz ist das, was die Frequenz der freien Schwingun¬ 
gen im Falle verschwindender Dämpfung wäre. Sind meh¬ 
rere Freiheitsgrade vorhanden, so erfüllen die Halb werts¬ 
breite und die Abklingzeit einer jeden Eigenschwingung 
die Gl. (3.28), vorausgesetzt, die Resonanzfrequenzen lie¬ 
gen genügend weit auseinander, so daß sie sich nicht 
„überlappen“. 

Gl. (3.28) hat für das Experiment sehr wichtige Folgen. 
Oft läßt sich die Resonanz Schwingung eines Systems ex¬ 
perimentell leichter beobachten als das Abklingen freier 
Schwingungen. In diesem Falle erhält man die mittlere 
Abklingzeit der freien Schwingungen, indem man statt 
ihrer die Resonanzschwingung untersucht, um Aco zu 
bekommen. Die Abklingzeit wird dann aus Gl. (3.28) 
ermittelt. 
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3. Erzwungene Schwingungen 


• Beispiel: 1. Abklingzeit bei einer Kartonröhre. Wir 
bringen jetzt eine anschauliche Anwendung der Gl. (3.28) 
auf ein System mit vielen Freiheitsgraden. Nehmen 
Sie eine Kartonröhre, regen Sie sie an und lassen Sie die 
Schwingung frei abklingen. Schlagen Sie zu diesem Zweck 
die Röhre leicht gegen Ihren Kopf. Dieser Schlag regt 
hauptsächlich die niedrigste Eigenschwingung an, bei der 
die Länge der Röhre gleich einer halben Wellenlänge ist. 

Das System schwingt und strahlt von den Enden der Röhre 
Schallenergie ab. Außerdem verliert es etwas Schall¬ 
energie durch die „Reibung“ zwischen der Luft und den 
rauhen Wänden der Röhre, d.h., Schallenergie wird in 
„Wärme“ umgewandelt. Wir beobachten daher gedämpfte 
Schwingungen. Es erhebt sich die Frage nach der mittleren 
Abklingzeit. Ihr Ohr erkennt leicht, daß eine Frequenz 
besonders deutlich hervortritt, und zwar dieselbe Fre¬ 
quenz, die Sie hören, wenn Sie das Ende der Röhre an- 
blasen. Die Abklingzeit ist jedoch zu kurz, als daß sie das 
Ohr ohne Hilfsmittel messen könnte. Sie haben nun zwei 
Möglichkeiten. In dem einen Fall können Sie ein Mikro¬ 
phon, einen Verstärker und einen Oszillographen benutzen. 
Schalten Sie die Horizontalablenkung des Oszillographen 
zur gleichen Zeit ein, da Sie die Schwingungen anregen, 
und legen Sie den Ausgang des Verstärkers an die vertikalen 
Platten. (Dies geht am leichtesten mit einem guten Oszillo¬ 
graphen, der einen „inneren Trigger“ besitzt, so daß der 
Beginn des Verstärkerimpulses zum Triggern der Horizon¬ 
talablenkung verwendet werden kann.) Photographieren 
Sie die Kurve am Oszillographen und messen Sie r direkt. 
Eine andere, indirekte Messung erreichen Sie folgender¬ 
maßen : Beschaffen Sie sich einen Hörfrequenzgenerator. 
Speisen Sie damit einen kleinen Lautsprecher, der an dem 
einen Ende der Röhre befestigt ist. Dies ruft in der Röhre 
stationäre Schwingungen mit der Signalfrequenz hervor. 
Fangen Sie die Abstrahlung der Röhre am anderen Ende 
mit Ihrem Mikrophon auf und messen Sie die Wellen¬ 
amplitude am Oszillographen. Verändern Sie nun die er¬ 
regende Frequenz. (Experimentell ist es vielleicht ein¬ 
facher, die erregende Frequenz konstant zu halten und 
die Röhrenlänge mit einem Teleskop zu verändern. Tra¬ 
gen Sie das Quadrat der Amplitude gegen die reziproke 
Röhrenlänge auf. - (Warum die reziproke? )) Ermitteln 
Sie die Halbwertspunkte. Dies liefert Aco. Berechnen Sie 
dann r mit Hilfe von Gl. (3.28). 

Auch ohne diese Geräte kommen Sie recht gut aus. 
Verwenden Sie eine Stimmgabel und fünf oder sechs 
Röhren, die bis auf ihre Längen gleichartig sind. Bewegen 
Sie die Stimmgabel rasch an den in einer Reihe angeord¬ 
neten Röhren vorbei und versuchen Sie, die „Halbwerts¬ 
breite der abgestrahlten Leistung“ anzugeben. Vielleicht 
gelingt es Ihnen, eine Möglichkeit zur Feststellung eines 
Faktors der Größe Zwei zu ersinnen. Jedenfalls können 
Sie Aco - und damit die Abklingzeit - bis auf einen 
Faktor Zwei abschätzen. Ich habe herausgefunden, daß 


typische Abklingzeiten bei Kartonröhren 20.. .50 jus 
betragen (siehe Übung 27). • 

Frequenzabhängigkeit der elastischen Amplitude. Der 
Term A e i coscot, der bei der stationären Schwingung x s (t) 
auftritt, ist jener Anteil von x s (t), der sich mit der erregen¬ 
den Kraft F 0 coscot in Phase befindet. Wie oben bespro¬ 
chen, liefert dieser „elastische“ Term zum zeitlichen 
Mittelwert der absorbierten Leistung keinen Beitrag. 
Außerdem ist A e i im Resonanzfall, also bei co = co 0 , gleich 
Null. Heißt das, daß A e i keine Rolle spielt? Nein. Tat¬ 
sächlich überwiegt bei erregenden Frequenzen, die von 
der Resonanzfrequenz weit entfernt liegen, der elastische 
Term. Wir sehen dies aus folgenden Gründen ein: Die 
elastische Amplitude ist nach Gl. (3.17) 


_ _ (cjp - CO 2 ) 

m (<4 - co 2 ) 2 +r 2 co 2 ' 


(3.29) 


Das Verhältnis von elastischer zu absorbierender Ampli¬ 
tude ist auf Grund der Gin. (3.16) und (3.17) 


A e i coq co 2 


*ab 


Tco 


(3.30) 


Ist co kleiner als co 0 , so ist A e i/A ab positiv und kann, wenn 
man co hinreichend klein wählt, beliebig groß gemacht 
werden. Ist co größer als co 0 , so ist das Verhältnis A e i/A ab 
negativ, und sein Betrag kann, wenn man co hinreichend 
groß gewählt hat, ebenfalls beliebig groß gemacht werden. 
Für jeden dieser Fälle gilt Tco < |coq — co 2 1, und wir kön¬ 
nen den Beitrag von A ab sin cot zu x s (t) vernachlässigen, 
wenn wir den sehr kleinen zeitlichen Mittelwert der Lei¬ 
stung vernachlässigen wollen. (Sind wir von der Resonanz 
weit entfernt, so ist der Leistungsverbrauch gegenüber 
jenem im Resonanzfall sehr gering.) Daher ist die statio¬ 
näre Lösung in großer Entfernung von der Resonanz 
gleich A e i coscot. Dabei erhält man A e i durch Vernach¬ 
lässigung des Terms T 2 co 2 im Nenner der Gl. (3.29): 

F 0 coscot 

x*(t) Ä A e' coswt ~ - (3.31) 


Beachten Sie, daß die Dämpfungskonstante T aus der 
Gl. (3.31) vollständig verschwunden ist. Tatsächlich ist 
leicht zu sehen, daß Gl. (3.31) die exakte stationäre Lö¬ 
sung der Bewegungsgleichung (3.14) darstellt, wenn wir 
in Gl. (3.14) T = 0 setzen (Übung 13). 

In Bild 3.1 ist die absorbierende und die elastische 
Amplitude in Resonanznähe dargestellt. 

Andere „Resonanzkurven“. Das Verhalten des erreg¬ 
ten harmonischen Oszillators wird durch mehrere ver¬ 
schiedene Größen beschrieben, die alle ähnliche (aber 
nicht identische) „Resonanzkurven“ aufweisen, wenn 
man sie gegen die Frequenz aufträgt. Diese Größen sind 
die absorbierende Amplitude A ab , das Quadrat des Betra¬ 
ges der Amplitude, |A| 2 = Agi + A ab , die zugeführte Lei¬ 
stung P (die auch gleich der verbrauchten Leistung ist) 
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Bild 3.1. Resonanz beim erregten Oszillator. Ist der Oszillator der äußeren Kraft F 0 cosu;t unterworfen, so ist die stationäre Schwingung gleich 
x s (t) = A a b sincjt + A e icosu;t. 


und die gespeicherte Energie. In diesem Abschnitt wollen 
wir sie alle zu Vergleichszwecken anschreiben. Aus den 
Gin. (3.16), (3.17), (3.22) und (3.23) erhalten wir 


^ A r (jüqCü 

AabM - A ab(Wo) (w 2 _ w 2 )2 + p2 w 2 , 

(3.32) 

|A(co)| -|A(w 0 )l (ü 2_ u 2) 2 +r 2 w 2, 

(3.33) 

r 2 co 2 

P(OJ) -P(w 0 ) (w 2 _ CJ 2 ) 2 + r 2 w 2 > 

(3.34) 

\r 2 (co 2 + co 2 0 ) 

W(w) = W(COo) (0J 2 _ } 2 + F 2 w 2 • 

(3.35) 


Alle diese Größen haben den „Resonanznenner“ D 
gemeinsam: 

D = (coo ~co 2 ) 2 + T 2 co 2 = (co 0 “cj) 2 (co 0 + co ) 2 + T 2 co 2 . 

In der Nähe der Resonanz, d.h. nahe bei co = co 0 , rührt 
die rasche Änderung von D mit co fast ausschließlich von 


dem Faktor (co 0 ~ co ) 2 ün ersten Term her. Das Auf¬ 
treten von co an anderen Stellen in D sowie in den Nen¬ 
nern der vier obigen Größen bewirkt nur eine viel lang¬ 
samere Änderung. Nun sind die absorbierende Amplitude 
und die anderen oben angeführten Größen nur „nahe“ 
der Resonanz verhältnismäßig wichtig. (Wir können 
„nahe“ ganz grob etwa als den Bereich co 0 ~10r<co<co 0 
+ 10T definieren.) Im resonanznahen Bereich und bei 
schwacher Dämpfung, d.h. bei T < co 0 , erhält man eine 
sehr gute Näherung, wenn man überall in D co gleich co 0 
setzt, außer in dem empfindlichen Faktor (co 0 “ co ) 2 im 
ersten Term. Dann wird D zu 

D % (C0 0 ~ co ) 2 (C0 0 +CO 0 ) 2 + r COq 
= 4c0o[(c0 0 “ co) 2 + ( 2 f) ] • 

In derselben Näherung können wir in den Nennern aller 
vier Resonanzgrößen co = co 0 setzen. Dann haben alle vier 
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Größen dieselbe Gestalt, die wir mit R — für Resonanz — 
bezeichnen: 


R(co) = 


(In 2 

(coo-co ) 2 + (^r) 2 ’ 


(3.36) 


Wir haben den Proportionalitätsfaktor so gewählt, daß 
R(co 0 ) ~ 1 ist. Beachten Sie, daß R(co) eine gerade Funk¬ 
tion von co 0 ~ co ist, d.h. R(co) ist um die Resonanzfre¬ 
quenz symmetrisch. Es ist leicht zu sehen, daß die Halb¬ 
wertsbreite von R(co) gleich T ist, genau wie beim exak¬ 
ten Ausdruck für die Halbwertsbreite der Leistung. 

In der Optik heißt die durch R(co) dargestellte Fre¬ 
quenzabhängigkeit gewöhnlich die „Lorentz-Linienform“. 
In der Kernphysik heißt R(co) die „Breit-Wigner-Resonanz- 
kurve“, wobei co 0 und co durch W 0 = hco 0 bzw. W = hco 
ersetzt werden. Die exakten Resonanzkurven sind sowohl 
in der Optik als auch in der Kernphysik immer kompli¬ 
zierter als R(co), genau wie beim harmonischen Oszillator. 

Einschwingvorgang bei erzwungenen Schwingungen. 

Wir wollen die Lösung von Gl. (3.14), der Differential¬ 
gleichung eines harmonisch erregten gedämpften harmo¬ 
nischen Oszillators, bei beliebigen vorgegebenen Anfangs¬ 
bedingungen x(0) und x(0) ermitteln. Dazu benötigen wir 
die allgemeine Lösung. Diese ist eine Überlagemng der 
stationären Lösung x s (t) und der allgemeinen Lösung Xi (t) 
der homogenen Bewegungsgleichung, also der Gleichung 
der freien Schwingungen: 

x(t) = X s (t) + X!(t) 

= A ab sin cot + A e i cos cot 
+ e -(i/ 2 )rt ^ sinco x t + Bxcoscoi t], (3.37) 


wobei Ai und Bi beliebige Konstanten sind, die so ge¬ 
wählt werden können, daß sie die Anfangsbedingungen 
für Auslenkung und Geschwindigkeit erfüllen. Gl. (3.37) 
stellt die allgemeine Lösung dar: Erstens genügt sie der 
vorgegebenen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Zweitens katm man durch geeignete Wahl von A x und B x 
erreichen, daß sie beliebige Anfangsbedingungen x(0) und 
x(0) erfüllt. Nur das ist gemäß der Theorie der Differen¬ 
tialgleichungen erforderlich, damit sie eine eindeutige 
Lösung sei. 

Anfänglich ruhende Oszillatoren. Spezialisieren wir 
unsere allgemeine Lösung auf den interessanten Fall, daß 
der Oszillator zur Zeit t = 0 praktisch in seiner Gleich¬ 
gewichtslage ruht Nimmt man B x = - A e i, so ergibt das 
die Anfangsbedingung x(0) = 0. Wir wählen nun A x so 
einfach wie möglich, aber so, daß die Anfangsgeschwin¬ 
digkeit x(0) im wesentlichen gleich Null ist. Wir interes¬ 
sieren uns nur für schwache Dämpfung, weshalb wir an¬ 
nehmen, daß e _ Ü/ 2 )rt während irgendeiner bestimmten 
Schwingung im wesentlichen konstant ist. Mit dieser 
Näherung können Sie zeigen, daß die Beziehung 
x(0) ^ coA ab + co x Ai güt. Da wir uns für Frequenzen 


interessieren, die nicht zu weit von der Resonanzfrequenz 
entfernt liegen, setzen wir einfach A x = - A ab . Dann gilt 

x(0)^(co-co x )A ab . (3.38) 

Dieser Ausdruck verschwindet für co = co x oder für A ab = 0 
(woraus T = 0 folgt). Mit den so gewählten Konstanten 
erhalten wir x(0) = 0 und x(0) % 0. Dann wird Gl. (3.37) 
zu 

x(t) = A ab [sincot - e~Ü/ 2 )rt sincoi t] 

+ A e i[cosojt - e - (Ü2)rt CO scoi t]. (3.39) 

Es folgen einige interessante Spezialfälle. 


Fall 1 : Erregende Frequenz gleich der Eigenfrequenz. 
Setzen wir in Gl. (3.39) co = co x , so erhalten wir 

x(t) = [1 — e ~Ü/ 2 )rt ] [A ab sin cot + A el cos cot] 

= [1 -e' (1/2)rt ]x s (t), (3.40) 

wobei x s (t) die stationäre Lösung bedeutet. Wenn also die 
erregende Frequenz genau gleich der Eigenfrequenz co x 
ist, dann ist die stationäre Lösung „von Anfang an da“. 
Ihre Schwingungsamplitude wächst kontinuierlich von 
Null bis zu ihrem stationären Endwert an. 


Fall 2 : Verschwindende Dämpfung und unbegrenzte 
Schwebungen. Setzt man T = 0, so erhält man A ab = 0 
und 


A el - 


Fq/ m 
co 2 -co 2 


Dann liefert GL (3.39) 


x(t) = 


F 0 [cos cot — cosco 0 t] 
coq-co 2 


(3.41) 


Gl. (3.41) ähnelt der Überlagerung zweier harmonischer 
Schwingungen, wie wir sie bei der Untersuchung der 
Schwebungen zwischen zwei Stimmgabeln in Abschnitt 1.5 
angetroffen haben. Wir erinnern uns, daß wir x(t) ent¬ 
weder als lineare Überlagerung zweier exakt harmonischer 
Schwingungen anschreiben können, wie es bei Gl. (3.41) 
der Fall ist, oder aber als „fast harmonische“ Schwingun¬ 
gen mit der „raschen“ mittleren Frequenz co^t = \ (co 0 + co) 
und einer „langsam sich ändernden“ Amplitude, die mit 
der „langsamen“ Modulationsfrequenz co mod = ^(co 0 ~ co) 
harmonisch schwingt. Die zweite Art liefert (Übung 22) 

x(t) — A mod (t) sin co^tt j (3.42) 

wobei 


F 0 2 sin i(co 0 - co)t 


(3.43) 


Die Schwingungsamplitude oszüliert also für alle Zeiten 
mit der Modulationsfrequenz ^(co 0 - co). Die gespeicherte 
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Energie oszilliert um ihren Mittelwert und geht dabei von 
Null bis zu ihrem größten Wert W 0 , gemäß der Beziehung 

W(t) = W 0 sin 2 |(co 0 -co)t 

= ^ W 0 [ 1 - cos(w 0 “ co)t]. (3-44) 


Daher oszilliert die Energie für alle Zeiten mit der Schwe¬ 
bungsfrequenz zwischen erregender und Eigenfrequenz. 

Um die fast unbegrenzten Schwebungen zu beobach¬ 
ten, können Sie folgendes Experiment ausführen: Eine 
Suppendose oder ein anderer Gegenstand wird an eine 
Schnur von etwa 45 cm Länge gehängt. Koppeln Sie dieses 
Pendel unter Zwischenschalten von Gummiband an einen 
Plattenspieler mit 45 Umdrehungen je Minute. 

Für den Spezialfall co = co 0 folgt aus Gl. (3.43), daß 
die Amplitude der raschen Schwingungen für alle Zeiten 
linear mit der Zeit anwächst, was einer unendlichen 
Schwebungsdauer entspricht: 


x(t) = 


~ 1 Fpt ~ 
. 2 mco 0 - 


sinco 0 t. 


(3.45) 


Nach einer unendlichen Zeit ist die Amplitude unendlich 
groß. 


Fall 3: Schwebungen beim Einschwingen. Ist die 
Dämpfung schwach und liegt co nahe bei cox, so ist es 
nicht schwierig - aber langwierig — zu zeigen, daß 
(Übung 24) die gespeicherte Energie näherungsweise 
gleich 

W(t) = W[1 +e“ rt - 2e" (1/2)rt cos(co - co,)t] (3.46) 

ist, wobei W die Energie im stationären Zustand bedeutet. 
(Setzen wir co = cox, so erhalten wir den oben beschrie¬ 
benen Fall 1. Setzen wir T = 0, so erhalten wir Fall 2.) 

Wir sehen also, wenn im Oszillator zur Zeit t = 0 keine 
Energie steckt, dann wächst die Energie W(t) nicht konti¬ 
nuierlich auf ihren stationären Wert an, es sei denn, die 
erregende Frequenz c o ist genau gleich der Frequenz der 
freien Schwingungen coi. Vielmehr oszilliert die Energie 
mit der Schwebungsfrequenz co - cox. Diese Schwebungen 
kommen dadurch zustande, daß der Oszillator „gern“ mit 
seiner Eigenfrequenz cox schwingt, während er mit der 
Frequenz co angestoßen wird. Daher wirkt die erregende 
Kraft manchmal mit einer Phase, die zum Anwachsen der 
Schwingungsamplitude förderlich ist, doch manchmal 
- eine halbe Schwebungsdauer später — wirkt sie mit 
entgegengesetzter Phase und verringert so die Schwingungen. 
Wäre keine Dämpfung vorhanden, so würden diese Schwe¬ 
bungen wie in Fall 2 für alle Zeiten weitergehen. Auf 
Grund der Dämpfung jedoch richtet der Oszillator allmäh¬ 
lich seine Phase nach jener der erregenden Frequenz aus. 
Nach einer hinreichend langen Zeit nimmt der Oszillator 
einen stationären Schwingungszustand ohne Schwebungen 
an und schwingt dann genau mit der erregenden Frequenz. 


Dabei ist die Phasenbeziehung zwischen dem Oszillator 
und der erregenden Kraft so beschaffen, daß die bei jedem 
Anstoß, d.h. bei jeder Schwingung, der erregenden Kraft 
an den Oszillator übertragene Energie genau gleich groß 
ist wie die während einer Schwingung durch Reibung ver¬ 
loren gehende Energie. Dann bleibt die Energie des Oszil¬ 
lators konstant, ebenso die Phasenbeziehung zwischen 
Oszillator und erregender Kraft. Der Energiezuwachs 
beim Einschwingen ist in Bild 3.2 dargestellt. 

Qualitative Herleitung der Pesonanzkurve. Wir wenden 
nun die Erkenntnisse, die wir bei der Untersuchung der 
Schwebungen beim Einschwingvorgang des Oszillators ge¬ 
wonnen haben, dazu an, das Verhältnis der stationären 
Schwingungsamplitude bei voller Resonanz zu jener bei 
anderen Frequenzen zu erraten. Der Oszillator befinde 
sich am Anfang in Ruhe und werde genau mit seiner 
Resonanzfrequenz erregt. Wäre keine Dämpfung vorhan¬ 
den, so würde die Schwingungsamplitude für alle Zeiten 
linear mit der Zeit anwachsen (siehe Gl. (3.45)). Tatsäch¬ 
lich nimmt sie zu Beginn linear mit der Zeit zu, denn am 
Anfang, wenn die mittlere Geschwindigkeit noch klein ist, 
kann man die Dämpfung vernachlässigen. Wegen der 
Dämpfung strebt sie jedoch schließlich einem Wert zu, 
der gleich jener Amplitude ist, die der Oszillator in einer 
Zeit von der Größenordnung r „erlangen“ kann. Wegen 
der Dämpfung kann dieser nur jene Bewegung aufrecht¬ 
erhalten, die er „vor kurzem“, d.h., innerhalb einer Zeit r, 
erlangt hat. Wir können diese Amplitude erraten, indem 
wir uns vorstellen, daß die maximale Kraft F 0 während 
einer Zeit r einwirkt und so der Masse einen maximalen 
Impuls F 0 r erteilt. Der maximale Impuls der schwingen¬ 
den Masse ist aber das Produkt aus m und der maximalen 
Geschwindigkeit co 0 A(cj 0 )- Also gilt F 0 r « mco 0 A(co 0 ) 
und wir erhalten 


A(co 0 ) 


F 0 r 

mcüo 


(3.47) 


als erratenen Wert der stationären Amplitude bei co = co 0 - 

Erregen wir nun den Oszillator mit einer von der Reso¬ 
nanzfrequenz co 0 stark unterschiedlichen Frequenz co. 
Wäre keine Dämpfung vorhanden, so würde die Amplitude 
für alle Zeiten mit der Modulationsfrequenz |(co 0 “ co) 
oszillieren, und die Energie des Oszillators würde mit der 
Schwebungsfrequenz co 0 “ co oszillieren. Wir „schalten“ 
jetzt die Dämpfung „ein“. Der durch die Dämpfung ver¬ 
ursachte Energieverlust ist dem Quadrat der Geschwindig¬ 
keit proportional. Daher ist die Dämpfung dann am größ¬ 
ten, wenn die Energie ihr Maximum erreicht. Ist die Ener¬ 
gie gleich Null, so tritt keine Dämpfung auf. Die Dämpfung 
neigt also dazu, in einem Energie-Zeit-Diagramm die 
„Spitzen abzuschneiden“. (Sie neigt auch dazu, die „Täler 
auszufüllen“.) Schließlich klingen die Schwebungen durch 
die Dämpfung ab. Wir dürfen annehmen, daß die Ampli¬ 
tude auf etwa die Hälfte jenes Maximalwertes gedämpft 
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Bild 3.2. Schwebungen beim Einschwingen. (Wir haben die Schwebungsperiode gleich der Abklingzeit t gewählt.) Die gespeicherte Energie W(t) 
wächst von Null an, oszilliert gedämpft mit der Schwebungsfrequenz zwischen der erregenden Kraft und den Eigenschwingungen und nimmt 
schließlich den stationären Wert W an. 


wird, den sie bei den Schwebungen als ersten annimmt. 
Daher ersetzen wir in Gl. (3.43) sin^(co 0 ~ co)t durch 
Also erhalten wir für den Fall, daß co von c o 0 weit entfernt 
ist, aus Gl. (3.43) 


AM 


Fp 1 _ 

m col - CO 2 ' 


(3.48) 


Anders ausgediückt: Wir dürfen annehmen, daß A(co) 
dem maximalen Impuls entspricht, der von der maximalen 
Kraft F 0 während eines bestimmten Bruchteiles f der 
Schwebungsdauer übertragen werden kann. Dieser Impuls 
ist gleich dem Produkt aus der Masse m, der Amplitude 
A(co) und der mittleren Kreisfrequenz |(co 0 + M Die 
Schwebungsdauer T^hweb ist gleich 27r/(co 0 “ to)- Daher 
vermuten wir 


F 0 f 27t 
M “ w) 


; mA(co) -(co 0 - w). 


Dies liefert Gl. (3.48), wenn wir so geschickt sind, f = 1/47T 
zu erraten. (Ich war es nicht.) 

Wir wissen von unserer exakten Lösung her, daß die 
Schwingungsamplitude genau bei Resonanz A ab (co 0 ) ist, 
da A e j im Resonanzfall verschwindet. Tatsächlich ist unsere 
erratene Amplitude A(co 0 ) gleich A ab (co 0 ), wie Sie durch 
Vergleich der Gin. (3.47) und (3.16) nachprüfen können. 


Wir wissen, daß nach der exakten Lösung in großer Ent¬ 
fernung von der Resonanz die Schwingungsamplitude im 
wesentlichen gleich A e i(co) ist. Unsere erratene Ampli¬ 
tude, A(co) für co weit entfernt von co 0 , ist tatsächlich 
gleich A e i(co) in großer Entfernung von der Resonanz, 
wie Sie durch Vergleich der Gin. (3.48) und (3.17) nach- 
priifen können. 


3.3. Resonanz in einem System mit zwei 
Freiheitsgraden 

In Kapitel 1 haben wir festgestellt, daß sich jede Eigen¬ 
schwingung eines freien Systems mit mehr als einem Frei¬ 
heitsgrad sehr ähnlich einem einfachen harmonischen 
Oszillator verhält. Der Hauptunterschied liegt darin, daß 
das System einen endlichen Raumbereich einnimmt, so 
daß der „harmonische Oszillator“ über diesen Raumbe¬ 
reich verteilt, also nicht auf einen Massenpunkt beschränkt 
ist. Daher hat jede Eigenschwingung eine charakteristische 
„Gestalt“, ein Begriff, den man beim eindimensionalen 
Oszillator nicht benötigt. 

In Kapitel 1 haben wir bei der Untersuchung der Eigen¬ 
schwingungen freier Systeme die Dämpfung vernachlässigt. 
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Berücksichtigt man sie dagegen, so findet man, wie wir 
sehen werden, daß jede Eigenschwingung Ähnlichkeit mit 
einem gedämpften eindimensionalen Oszillator aufweist. 
Jede Eigenschwingung hat also ihren eigenen charakteri¬ 
stischen Dämpfungsmechanismus, ihre Dämpfungskon¬ 
stante T und daher ihre eigene charakteristische Abkling¬ 
zeit r. Bei manchen Systemen können die Dämpfungs¬ 
mechanismen mit den einzelnen „bewegten“ Teilen Zu¬ 
sammenhängen ; dann können alle Eigenschwingungen 
ungefähr gleiche Dämpfungskonstanten und gleiche Ab¬ 
klingzeiten aufweisen. Ein Beispiel dafür ist ein System 
aus zwei durch eine Feder gekoppelten Pendeln, bei dem 
die Dämpfung durch Reibung irgendeines Gegenstandes, 
entweder an den beiden Schnüren oder an den beiden 
Pendelkörpem, hervorgerufen wird. Da sich beide Pendel¬ 
körper in jeder Eigenschwingung auf gleiche Weise bewe¬ 
gen, haben die beiden Eigenschwingungen dieselbe Ab¬ 
klingzeit. Bei anderen Systemen hängen die Dämpfungs¬ 
mechanismen mit den Eigenschwingungen zusammen. 

Z.B. kann auf die Feder, die zwei Pendel miteinander 
koppelt, irgendein dehnbares Band geklebt sein, so daß 
sie eine Reibungsdämpfung erfährt, wenn sie ausgedehnt 
oder zusammengedrückt wird. Ist dies im wesentlichen 
der einzige Dämpfungsmechanismus, so hat Eigenschwin¬ 
gung 2 (bei der die Feder gedehnt und zusammengedrückt 
wird) eine wesentlich größere Dämpfungskonstante als 
Eigenschwingung 1, d.h. es gilt V 2 > Fi , weshalb Eigen¬ 
schwingung 2 eine wesentlich kürzere Abklingzeit als 
Eigenschwingung 1 aufweist: r 2 

Erregt man ein System mit mehreren Eigenschwingun¬ 
gen, so beobachtet man immer dann eine Resonanz, wenn 
die erregende Frequenz nahe einer Eigenfrequenz liegt. Es 
zeigt sich, daß die absorbierende und die elastische Ampli¬ 
tude eines bestimmten bewegten Teiles einfach Über¬ 
lagerungen von Amplitudenbeiträgen sind, die von jeder 
der Resonanzen herrühren, d.h. von jeder Eigenschwingung 
des freien Systems. Jeder dieser Beiträge hat eine Form 
ähnlich jener, die wir in Abschnitt 3.2 für ein System mit 
einem einzigen Freiheitsgrad gefunden haben. 

Ändern wir (langsam) die erregende Frequenz und tra¬ 
gen wir die von einem bestimmten bewegten Teü absor¬ 
bierte Leistung als Funktion der erregenden Frequenz co 
auf, so beobachten wir jedesmal, wenn co die nähere Um¬ 
gebung einer Eigenfrequenz durchläuft, eine Resonanz. 
(Wir werden die Bezeichnungen „Resonanzfrequenz“ und 
„Eigenfrequenz“ als gleichwertig verwenden, obwohl sich 
die eine auf erzwungene, die andere auf freie Schwingun¬ 
gen bezieht.) Jede Resonanz weist eine Halbwertsbreite 
(siehe Gl. (3.28)) 

Aw = r = j 

auf, wobei Aco das Intervall bis zu dem Punkt, wo die 
absorbierte Leistung auf die Hälfte des Maximalwertes 


gesunken ist, darstellt. Die Größen T und r bedeuten die 
Dämpfungskonstante und die Abklingzeit für freie Schwin¬ 
gungen in der betreffenden Eigenschwingung. Die obige 
Beziehung güt, wenn die Dämpfung hinreichend klein ist 
und die einzelnen Resonanzen durch Frequenzintervalle 
getrennt sind, die groß gegenüber den Halbwertsbreiten 
sind. In diesem Fall liefert in jedem Punkt des Frequenz¬ 
diagramms höchstens eine Eigenschwingung einen Beitrag 
zur absorbierenden Amplitude. Andererseits zeigt sich, 
daß wir im allgemeinen nicht jeden der elastischen Anteile 
vernachlässigen können (siehe Übung 20). 

• Beispiel: 2. Erzwungene Schwingungen zweier ge¬ 
koppelter Pendel. Das System ist in Bild 3.3 dargestellt 
und wird auch unter Übung 8 beschrieben. (Dort sind die 
Pendelkörper Suppendosen, die Feder ist eine Spiralfeder, 
die erregende Kraft liefert ein Plattenteller, der durch 
etwa 3 m Gummiband mit dem System gekoppelt ist. Die 
Dämpfung wird dadurch erzeugt, daß die Schnüre an 
irgend etwas reiben.) Der Einfachheit halber nehmen wir 
an, jedes Pendel habe dieselbe Dämpfungskonstante T. 

Man sieht leicht, daß die Bewegungsgleichungen 
mg 

mt/'a = -~fP a “ K(l// a - i^b) -mr^a + F 0 coscot, 

(3.49) 

mg 

m ^b = “ ~f 'Pb + K(^a " Pb) ~ mr^ b (3.50) 

sind. Wir haben bereits die freien Schwingungen dieses 
Systems ohne Dämpfung untersucht. Daher wissen wir, 
daß im Falle F 0 und T gleich Null die Eigenschwingungen 
so aussehen: 

Eigenschwingung 1: 

Pa = Pb? «?=f, Pl=^(P , + ^b), (3.51) 

Eigenschwingung 2: 

2 2 K 1 

Pa = ~Pb, ul = j+ p2 = ~^(Pa — ^b)> (3.52) 

wobei die Überlagerungen ^ und p 2 die Normalkoordina- 
ten darstellen. • 

Jede Eigenschwingung verhält sich wie ein erregter 
Oszillator. Gehen wir nun auf die Normalkoordinaten 
und \p 2 über. Durch Addition der Gin. (3.49) und (3.50) 
erhalten wir 

™Pi = -y^i -mr^ + ^Focoscot. (3.53) 

Subtraktion der Gl. (3.50) von Gl. (3.49) liefert 
pg 2Kl 1 

mp 2 =-m^y + — ji // 2 -mF<p 2 + -F 0 cos cot. (3.54) 

Beachten Sie, daß die Gin. (3.53) und (3.54) ungekoppelt 
sind. Durch Vergleich mit Gl. (3.1) stellen wir fest, daß 
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die Gin. (3.53) und (3.54) beide die dem erregten gedämpf¬ 
ten harmonischen Oszillator eigene Form aufweisen. Da¬ 
her verhält sich die Normalkoordinate \jj x wie ein ein¬ 
facher harmonischer Oszillator mit der Masse m, der 
Federkonstanten mco \, der Dämpfungskonstanten T und 
der erregenden Kraft \ F 0 cos cot. Die Normalkoordinate 
\p 2 verhält sich ähnlich: Die Masse ist m, die Federkon¬ 
stante ma> 2 , die Dämpfungskonstante r, die erregende 
Kraft ^F 0 coscot. Die beiden Schwingungen sind vonein¬ 
ander unabhängig, weshalb wir die stationären Lösungen 
von \pi und \p 2 getrennt anschreiben können. Jede Eigen¬ 
schwingung verhält sich wie ein eindimensionaler erregter 
Oszillator. Daher hat jede Eigenschwingung ihre eigene 
absorbierende und elastische Amplitude, und die Reso¬ 
nanzfrequenz entspricht genau wie beim eindimensionalen 
Oszillator der Eigenfrequenz. 

Die Bewegung jedes Teiles ist eine Überlagerung erreg¬ 
ter Eigenschwingungen. Betrachten wir nun die Bewegung 
der beiden bewegten Teile aundb. Nach den Gin. (3.51) 
und (3.52) ist 

'Pa = 'P 1+^2, K = (3.55) 


Gemäß Gl. (3.55) ist die absorbierende Amplitude von 
Teil a gerade die Summe der absorbierenden Amplituden 
der beiden Eigenschwingungen. Die absorbierende Am¬ 
plitude von Teil b ist die Differenz der absorbierenden 
Amplituden der beiden Eigenschwingungen. Analog ist 
die elastische Amplitude von Teil a gleich der Summe der 
elastischen Amplituden der beiden Eigenschwingungen, 
die von Teil b gleich ihrer Differenz. 

Ist die erregende Frequenz gleich einer der Eigenfre¬ 
quenzen, so bewegen sich a und b im wesentlichen so, wie 
sie dies bei freien Schwingungen in der betreffenden Eigen¬ 
schwingung tun würden. 

In Bild 3.4 ist die absorbierende und elastische Ampli¬ 
tude von i// a und \p b dargestellt. 

Bei diesem Beispiel haben wir das allgemeine Ergebnis 
gefunden, daß die stationäre Amplitude eines jeden be¬ 
wegten Teiles als Überlagerung von Beiträgen von jeder 
Resonanz, d.h. von jeder Eigenschwingung des freien 
Systems, angeschrieben werden kann. Jeder Beitrag zu 
der Überlagerung hat die Form, die dem der betreffenden 
Eigenschwingung entsprechenden erregten Oszillator 
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Bild 3.4. Resonanzen in einem System mit zwei Freiheitsgraden. Aufgetragen sind absorbierende und elastische Amplitude gegen die Frequenz 
(a) für das direkt mit der erregenden Kraft gekoppelte Pendel und (b) für das von der erregenden Kraft entfernte Pendel. Der Unterschied der 
Kreisfrequenzen co 2 - wj wurde gleich 30 • \ V - der Halbwertsbreite jeder Eigenschwingung - gewählt. 


eigen ist. Der Beitrag jeder Eigenschwingung hängt davon 
ab, wie die erregende Kraft mit dem System gekoppelt ist. 
Für die Anordnung von Bild 3.3 haben wir festgestellt, 
daß jeder bewegte Teil von jeder der beiden Eigenschwin¬ 
gungen bis auf das Vorzeichen gleiche Beiträge erhält. 
Hätten wir jedoch das Gummiband nicht an einem der 
Pendelkörper, sondern in der Mitte der Feder festgebun¬ 
den, so hätten wir ganz andere Verhältnisse bei den bei¬ 
den Eigenschwingungen festgestellt. Wieviel jede der 
Eigenschwingungen im Verhältnis beiträgt, hängt also 
davon ab, wo die erregende Kraft im einzelnen angreift. 


Erzwungene Schwingungen eines Systems aus vielen 
gekoppelten Pendeln. Stellen Sie sich vor, wir hätten an 
Stelle zweier Pendel deren viele, und sie seien in einer 
Linie angeordnet und gekoppelt. Lassen wir eine harmo¬ 
nisch erregende Kraft auf das System einwirken und 
ändern die erregende Frequenz (so langsam zwar, daß wir 
uns immer im „stationären Zustand“ befinden), so wer¬ 
den wir jedesmal, wenn die erregende Frequenz eine der 
Eigenfrequenzen durchläuft, eine Resonanz erhalten. 
Natürlich kann die erregende Kraft so angekoppelt sein, 
daß manche Eigenschwingungen, wie oben besprochen, 
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Bild 3.5 

Dispersionsrelation gekoppelter Pendel. 
Die beiden Punkte entsprechen den bei¬ 
den Resonanzen zweier gekoppelter 
Pendel. Resonanzen in ähnlichen Syste¬ 
men mit mehr als zwei gekoppelten 
Pendeln können durch geeignete Punkte 
in demselben Diagramm dargestellt wer¬ 
den. Die Anzahl der Punkte ist gleich der 
Anzahl der Resonanzen, und diese ist 
gleich der Anzahl der freien Eigenschwin¬ 
gungen. 


nicht angeregt werden. Dann treten bei den Frequenzen 
dieser Eigenschwingungen keine Resonanzen auf. Genau 
wie bei Systemen mit zwei Freiheitsgraden wird die sta¬ 
tionäre Amplitude eines jeden bewegten Teiles eine Über¬ 
lagerung von Beiträgen jeder Eigenschwingung des Systems 
sein. 

Um die Resonanzfrequenzen und die zugehörigen 
Wellenzahlen zu überblicken, zeichnet man zweckmäßiger¬ 
weise das Diagramm der Dispersionsrelation — die nicht 
von den Randbedingungen und der Anzahl der Freiheits¬ 
grade abhängt — und setzt bei jeder Resonanz des betref¬ 
fenden Systems einen Punkt auf die Kurve. Die Disper¬ 
sionsrelation für gekoppelte Pendel wurde in Bild 2.17 
dargestellt. In BUd 3.5 geben wir sie nochmals wieder, 
jetzt mit zwei Punkten, die den durch die Randbedingun¬ 
gen des soeben betrachteten Systems aus zwei gekoppel¬ 
ten Pendeln bestimmten Eigenschwingungen entsprechen. 


3.4. Filter 

Erregen wir ein System mit irgendeiner Frequenz oo, 
so ist die Bewegung eines jeden bewegten Teiles im stati¬ 
onären Zustand eine Überlagerung von Beiträgen aller 
Resonanzen. Im besonderen rührt die rücktreibende Kraft 
pro Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse, co 2 , die 
im stationären Zustand für alle bewegten Teüe dieselbe 


ist, von einer Überlagerung der zu den verschiedenen Eigen¬ 
schwingungen gehörenden Schwingungsformen her. Unter¬ 
suchen Sie qualitativ, was bei Änderung von oo 2 geschieht. 
Nehmen Sie als erstes an, co liege irgendwo zwischen der 
niedrigsten und der höchsten Eigenfrequenz, jedoch nicht 
in der Nähe irgendeiner Resonanz. Dann setzt sich die 
Amplitude eines bestimmten bewegten Teües im wesent¬ 
lichen nur aus den elastischen Beiträgen aller Eigenschwin¬ 
gungen zusammen. Unterschiedliche Eigenschwingungen 
liefern Beiträge verschiedenen Vorzeichens, je nachdem, 
welchen bewegten Teü wir betrachten. [Siehe die Gln.(3.55); 
vergleichen Sie die Beiträge von Eigenschwingung 2 zui|/ a 
und Lassen wir o o 2 anwachsen, so nähern wir uns 
möglicherweise einer Resonanzfrequenz. Durchlaufen wir 
die Resonanz, so ändert sich das Vorzeichen des elastischen 
Beitrages dieser Eigenschwingung. Lassen wir die Frequenz 
weiter ansteigen, so vergrößern oder verkleinern sich die 
Amplituden verschiedener bewegter Teüe auf mehr oder 
weniger komplizierte Weise, wenn wir eine Eigenfrequenz 
nach der anderen durchlaufen. Schließlich ist die höchste 
Eigenfrequenz erreicht. Danach ändern sich die Vorzei¬ 
chen der Beiträge nicht mehr, d.h., jeder Beitrag zur ela¬ 
stischen Amplitude eines bestimmten bewegten Teües 
behält sein Vorzeichen bei, wenn wir jenseits der höchsten 
Resonanz die Frequenz anwachsen lassen. Daher behalten 
die bewegten Teüe mehr oder weniger die Schwingungs¬ 
form der höchsten Eigenschwingung bei, natürlich nicht 
genau. Es tritt nun eine interessante Erscheinung auf. Ist 
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das System in einer Linie angeordnet und erregen wir es 
an einem Ende mit einer Frequenz, die über der höchsten 
Eigenfrequenz liegt, so hat der dem erregten Ende nächst- 
liegende bewegte Teil die größte Amplitude, sein Nachbar 
hat eine kleinere, der dritte bewegte Teil eine noch kleinere 
usw. Die Amplitude wird geschwächt, je größer die Ent¬ 
fernung von Eingangsende des Systems ist. Das System 
heißt dann ein Filter. 

• Beispiel: 3. Zwei gekoppelte Pendel als mechanische 
Filter. Betrachten Sie z.B. die beiden gekoppelten Pendel 
von Bild 3.3. Nehmen Sie an, wir erregen das Eingangs¬ 
ende - Pendel a - mit einer Frequenz, die über der Eigen¬ 
frequenz c o 2 liegt. Nun ist Pendel a direkt an die erregende 
Kraft gekoppelt. Im stationären Zustand rührt daher die 
rücktreibende Kraft auf Pendel a teüweise von der erregen¬ 
den Kraft her. Dies ist bei Pendel b nicht der Fall. Seine 
rücktreibende Kraft rührt wie im Falle freier Schwingungen 
nur von der Feder und der Schwerkraft her. Nun ist die 
größte rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung und 
pro Einheitsmasse, die von Feder und Schwerkraft gelie¬ 
fert werden kann, in einer freien Eigenschwingung gleich 
jener in der höchsten Eigenschwingung, wo sich die Pendel¬ 
körper einander entgegengesetzt bewegen. Doch diese 
genügt nun nicht, um co 2 zu erreichen, wenn die Schwin¬ 
gungsform genau jene der höchsten Eigenschwingung ist, 
wo der Betrag |B| der Schwingungsamplitude von Pendel b 
gleich dem Betrag |A| der Schwingungsamplitude von 
Pendel a ist. Die einzige Möglichkeit für Pendel b, dieselbe 
rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Ein¬ 
heitsmasse zu erfahren wie a, ist eine kleinere Auslenkung: 
|B| < | A|. Je größer co gegenüber co 2 wird, desto kleiner 
muß die entsprechende Auslenkung von Pendel b gegen¬ 
über der von a sein. Anders ausgedrückt: b kann nur dann 
mit a Schritt halten, wenn es einen kürzeren Weg zurück¬ 
legt. 


Haben wir statt zwei drei oder mehr in einer Linie an¬ 
geordnete gekoppelte Pendel und erregen wir sie an einem 
Ende mit einer Frequenz, die über der höchsten Eigen¬ 
frequenz liegt, so tritt eine ähnliche Situation ein. Die 
Schwingungsform im stationären Zustand ähnelt jener 
der höchsten Eigenschwingungen, d.h. jeder Pendelkörper 
bewegt sich mit einer Phase, die der seines Nachbarn auf 
jeder Seite entgegengesetzt ist. Dies liefert für jeden Pendel¬ 
körper die größtmögliche rücktreibende Kraft pro Einheits¬ 
auslenkung und pro Einheitsmasse. Doch genügt dies nicht, 
um co 2 zu erreichen, wenn nicht die Auslenkung eines 
jeden nachfolgenden Pendelkörpers kleiner ist als die 
seines Vorgängers, der dem Eingangsende, d.h. dem er¬ 
regten Ende, näher liegt. So nimmt die Bewegungsampli¬ 
tude aufeinanderfolgender Pendelkörper mit zunehmen¬ 
der Entfernung vom erregten Ende des Systems ab. • 

Obere Grenzfrequenz. Das Beispiel 3 beschreibt ein 
mechanisches Filter. Wenn Sie das Eingangsende mit einer 
Kraft F 0 coscot anstoßen, dann ist die Bewegungsampli¬ 
tude am Ausgangsende — dem von der erregenden Kraft 
entfernten Ende — viel kleiner als am Eingangsende, 
vorausgesetzt, gj ist viel größer als die höchste Eigenfre¬ 
quenz des Systems. Die Schwingungsform des Systems 
ähnelt jener der höchsten Eigenschwingung, nur daß die 
Amplitude mit zunehmender Entfernung vom erregten 
Ende immer weiter abnimmt. Die höchste Eigenfrequenz 
(für freie Schwingungen) heißt Grenzfrequenz (für er¬ 
zwungene Schwingungen). Eine erregende Kraft an einem 
Ende, deren Frequenz oberhalb der Grenzfrequenz liegt, 
liefert eine Bewegung, die nicht durch das Filter „hin¬ 
durchgeht 44 ; sie wird abgeschnitten. Wir sagen, das System 
werde „oberhalb der Grenzfrequenz 44 erregt. In Büd 3.6 
zeigen wir ein System aus drei gekoppelten Pendeln, das 
oberhalb der Grenzfrequenz erregt wird. Diese Anordnung 


Bild 3.6 

Mechanisches Filter. Die erregende Fre¬ 
quenz liegt oberhalb der höchsten Eigen¬ 
frequenz. Die Schwingungsform ist so 
beschaffen, daß die Phasenbeziehungen 
der Pendelkörper dieselben wie in der 
höchsten Eigenschwingung sind. Die 
„Ausgangs“-Amplitude (die von Pendel¬ 
körper c) ist kleiner als die „Eingangs“- 
Amplitude (die von Pendelkörper a). 
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kann im übrigen mit einer Spiralfeder und drei Suppen¬ 
dosen leicht hergestellt werden (siehe Übung 16). 

Untere Grenzfrequenz. Wir wollen nun untersuchen, 
was geschieht, wenn wir das System mit einer Frequenz 
erregen, die unterhalb der niedrigsten Eigenfrequenz für 
freie Schwingungen liegt. Wir werden zeigen, daß die Aus¬ 
gangsamplitude, das ist die Amplitude des von der erregen¬ 
den Kraft am weitesten entfernten Pendelkörpers, viel 
kleiner als die Eingangsamplitude (die Amplitude des er¬ 
regten Pendelkörpers) ist, wenn die erregende Frequenz 
viel kleiner als die niedrigste Eigenfrequenz für freie 
Schwingungen ist. Also auch die niedrigste Eigenfrequenz 
ist eine Grenzfrequenz. 

In unserem System aus zwei gekoppelten Pendeln 
(Bild 3.3) schwingen in der niedrigsten Eigenschwingung 
alle Pendel mit derselben Phase und mit derselben Am¬ 
plitude. Die Federn werden weder ausgedehnt noch zu¬ 
sammengedrückt. Die rücktreibende Kraft rührt nur von 
der Schwerkraft her. Also ist die Frequenz <jo x = \/g/7. 
Nehmen Sie nun an, wir erregen das System mit einer 
Frequenz co < ooi . Dann muß die rücktreibende Kraft pro 
Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse, oo 2 , im sta¬ 
tionären Zustand für jeden Pendelkörper kleiner als g// 
sein. Bei dem Pendelkörper am Eingangsende rührt ein 
Teil der rücktreibenden Kraft von der direkten Kopplung 
mit der erregenden Kraft her. Der zweite Pendelkörper 
muß mit jener Kraft auskommen, die von der Schwerkraft 
und von der Feder erzeugt wird. Um die rücktreibende 
Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse klei¬ 
ner als g// zu machen, muß die Feder einen Beitrag liefern, 
der jenem der Schwerkraft entgegengerichtet ist. Daher 
muß, wie leicht einzusehen ist, die Auslenkung von Pendel¬ 
körper b kleiner als die von a sein, jedoch in dieselbe 


Richtung weisen. (Dann ist die Feder ausgedehnt.) So sind 
die Phasenverhältnisse dieselben wie in der niedrigsten 
Eigenschwingung, die Amplitudenverhältnisse jedoch nicht; 
Pendelkörper b hat eine kleinere Amplitude als Pendel¬ 
körper a. 

Dasselbe güt für drei oder mehr gekoppelte Pendel, die 
unterhalb der niedrigsten Eigenfrequenz erregt werden. 

Die Phasenverhältnisse sind dieselben wie in der niedrig¬ 
sten Eigenschwingung, doch nehmen die Amplituden mit 
zunehmender Entfernung vom Eingangsende immer wei¬ 
ter ab. Dies ist in Büd 3.7 dargestellt. Am leichtesten ver¬ 
steht man Bild 3.7, wenn man sich vorstellt, daß die er¬ 
regende Frequenz verschwindet. Dann haben Sie bloß eine 
stationäre Kraft, die Pendel bewegen sich nicht und Ihre 
Anschauung sagt Ihnen sofort, daß die Anordnung der 
Pendel tatsächlich der in Bild 3.7 entspricht. 

Bezeichnungsweise. Das Frequenzband zwischen der 
unteren und der oberen Grenzfrequenz heißt das Paßband 
oder der Durchlaßbereich des Füters. Liegen die erregen¬ 
den Frequenzen im Paßband, so ist die Amplitude am 
Ausgangsende mit jener am Eingangsende vergleichbar. 

Bei erregenden Frequenzen, die außerhalb des Durchlaß¬ 
bereiches liegen, ist die Ausgangsamplitude kleiner als die 
Eingangsamplitude. Das System heitß daher Bandpaßfilter. 
Ist die untere Grenzfrequenz, also die niedrigste Eigen¬ 
frequenz, gleich Null, so heißt das System ein Tiefpaßfilter. 
Lassen wir z.B. bei dem System gekoppelter Pendel zu, 
daß die Länge der Pendelschnüre gegen Unendlich geht, 
dann sind die Schnüre immer senkrecht und liefern niemals 
eine rücktreibende Kraft. Es ist dann gleichwertig, ob wir 
Schnüre nehmen oder die Pendelkörper auf einen „rei¬ 
bungsfreien Tisch“ legen. Dann ist die niedrigste Eigen¬ 
frequenz gleich Null, sie entspricht translatorischer Bewe- 



Bild 3.7 

Mechanisches Filter. Die erregende Fre¬ 
quenz ist kleiner als die niedrigste Eigen¬ 
frequenz. Die Schwingungsform ist so 
beschaffen, daß die Phasenbeziehungen 
dieselben wie in der niedrigsten Eigen¬ 
schwingung sind. Die Ausgangsamplitude 
(die von Pendelkörper c) ist kleiner als 
die Eingangsamplitude (die von Pendel¬ 
körper a). 
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gung. Erregen wir das System an einem Ende, so haben 
wir ein Tiefpaßfilter, das Frequenzen von Null bis zur 
oberen Grenzfrequenz durchläßt. 

Ist die niedrigste Eigenfrequenz größer als Null, die 
höchste jedoch „Unendlich“, so heißt das System Hoch¬ 
paßfilter. Lassen wir z.B. bei dem System gekoppelter 
Pendel K/m gegen Unendlich gehen, erhalten wir ein Hoch¬ 
paßfilter. Die Federn sind dann so steif (oder die Massen 
so gering), daß sie auch bei noch so hoher Frequenz im¬ 
mer eine hinreichende rücktreibende Kraft pro Einheits¬ 
auslenkung und pro Einheitsmasse liefern können, ohne 
daß die Amplituden immer weiter abnehmen müßten. 

Ein System aus zwei, drei oder mehr durch Spiralfedern 
gekoppelten Suppendosenpendeln, das an einem Ende 
durch einen Plattenspieler erregt wird, kann anschaulich 
die Eigenschaften eines Bandpaßfüters demonstrieren 
(siehe Übung 16). 

• Beispiele: 4. Mechanisches Bandpaßfilter. Zwei ge¬ 
koppelte Pendel, die wie in Bild 3.3 an einem Ende erregt 
werden, bilden ein einfaches mechanisches Bandpaßfilter. 
In Übung 28 ist zu zeigen, daß das Verhältnis von Aus¬ 
gangs- zu Eingangsamplitude bei Vernachlässigung der 
Dämpfung gleich 


'Pb _ 

co? — co? 

(3.56) 


'Pa ~ 0^2 

+ coj - 2 co 2 

ist, wobei 



CO?=f, 

2 g .-K 
c ° 2 = 7 + 2 m • 

(3.57) 


Beachten Sie: Wenn co gleich einem der Resonanzwerte 
üo i und oo 2 ist, dann ist das Amplitudenverhältnis das¬ 
selbe wie es in der entsprechenden Eigenschwingung wäre. 

Für co — co! ist i// b /i// a gleich +1, flir co = co 2 ist es gleich 
— 1. Läßt man co unter die niedrigste Eigenfrequenz co! 
absinken, so bleibt das Amplitudenverhältnis positiv, da 
es von +1, seinen Wert bei co = co x , auf (co? - co? )/(c o\ + co?), 
seinen Wert bei co = 0, abnimmt. Also werden Schwingun¬ 
gen mit erregenden Frequenzen, die ziemlich unterhalb 
der unteren Abschneidefrequenz liegen, beim Durchgang 
durch das Füter stark geschwächt, vorausgesetzt der 
Frequenzbereich des Paßbandes ist klein gegenüber der 
mittleren Frequenz des Paßbandes. Läßt man co oberhalb 
der höchsten Eigenfrequenz co 2 anwachsen, so bleibt das 
Amplitudenverhältnis negativ. Bei steigendem co nimmt 
sein Betrag ab, und bei hinreichend hohen Frequenzen 
wird es -(co? - co?)/2co 2 . Daher werden erregende 
Frequenzen, die ziemlich über der oberen Grenzfrequenz 
liegen, stark geschwächt. • 

• 5. Mechanisches Tiefpaßfilter. Wir gehen von den 
beiden gekoppelten Pendeln von Büd 3.3 aus. Hängen Sie 
nun die Schnüre höher und verlängern Sie sie gleichzeitig, 
so daß die Pendelkörper an ihrem alten Platz bleiben. 


Werden die Schnüre „unendlich lang“, so bleiben sie bei 
jeder endlichen Auslenkung der Pendelkörper senkrecht. 
Daher liefert die Schwerkraft keine rücktreibende Kraft, 
die Schnüre dienen nur zum Halten und sind einem rei¬ 
bungsfreien Tisch gleichwertig. Dann geht die niedrigste 
Eigenfrequenz co? = g// gegen Null. Wir erhalten so ein 
Tiefpaßfilter, das Frequenzen zwischen Null und der 
oberen Grenzfrequenz co? = 2K/m durchläßt. (Dies erhält 
man auch für zwei durch eine Feder gekoppelte Massen, 
die auf einem reibungsfreien Tisch aufliegen und an einem 
Ende von einer harmonischen Kraft erregt werden.) Das 
Amplitudenschwächungsverhältnis i// a /i// b wird durch 
Gl. (3.56) angegeben, wobei cOi gleich Null gesetzt ist: 

h = ^ = K / m c«* 

i// a co? - 2co 2 (K/m) - co 2 ' ^ ' 

Wir sehen, daß das Schwächungsverhältnis bei verschwin¬ 
dender Frequenz gleich +1 ist. Bei co 2 = |co? ist es Un¬ 
endlich, d.h. i// a ist gleich Null. Bei der oberen Grenz¬ 
frequenz ist es gleich -1. Bei sehr hohen Frequenzen 
wird es sehr klein und negativ. 

Wir bringen nun eine Anwendung von Gl. (3.58). 

Stellen Sie sich vor, wir hätten ein empfindliches Gerät, 
das nicht funktioniert, wenn es waagerechten Schwan¬ 
kungen ausgesetzt ist. Senkrechte Schwankungen machen 
jedoch nichts aus. Daher montieren wir das Gerät auf eine 
Platte, die auf einem ebenen, reibungsfreien, waagerechten 
Tisch aufliegt. Eine dünne Luftschicht bÜdet die reibungs¬ 
freie Unterlage. Um die Platte daran zu hindern, vom 
Tisch zu gleiten, müssen wir für irgendeine waagerechte 
Führung sorgen. Nehmen Sie an, daß Wände, Fußboden 
und Decke alle mit Frequenzen von 20 Hz aufwärts 
schwingen, wobei die gefährlichste Schwingung bei 20 Hz 
liegt. Ist die Platte fest mit den Wänden verbunden, dann 
sei die Schwingungsamplitude lOOmal größer, als wir zu¬ 
lassen dürfen. Die Masse von Gerät und Platte sei 10 kg. 
Was sollen wir tun? Wir koppeln das Gerät und seine 
Platte mittels eines Tiefpaßfilters mit den Wänden. Dieses 
besteht aus je einer Feder in der x- und in der y-Richtung. 
Jede der Federn hat die Federkonstante K, die wir noch 
bestimmen müssen. Die Freiheitsgrade x und y sind von¬ 
einander unabhängig, so daß wir nur die Bewegung in der 
x-Richtung zu betrachten brauchen. Wir bezeichnen die 
Wand, an der die Feder befestigt ist, als „bewegten Teü a“, 
das Gerät hingegen als „bewegten Teü b“. Nun betrachten 
wir bei der Herleitung der Gl. (3.58) zwei durch eine Feder 
gekoppelte Massen, wobei Masse a durch eine Kraft 
F 0 cos cot erregt wurde. Natürlich weiß aber Masse b nicht, 
was Masse a anstößt. Sie weiß nur, daß sie durch eine 
Feder K mit einem bewegten Teü gekoppelt ist und daß 
im stationären Zustand zwischen ihrer Bewegung und 
der von a eine bestimmte Beziehung besteht, nämlich 
Gl. (3.58). Daher dürfen wir Gl. (3.58) auch dann verwen¬ 
den, wenn die Masse a durch eine zitternde Wand ersetzt 
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wird, wobei i// a die Bewegung des an der Wand befestigten 
Endes der Feder beschreibt. Wir wollen, daß i// b /i// a für 
Frequenzen von 20 Hz aufwärts kleiner als 10" 2 sei. 


^a 


1 K/m 10 °’ 


d.h. 

K = <S 1 jY _ 

m ior t m % 10 • 


Bei einer festen Wand ist die Kreisfrequenz der Eigen¬ 
schwingungen von Gerät und Platte gleich x/K/m. Wenn 
wir also Frequenzen von v und darüber um mindestens 
f = 10" 2 schwächen wollen, dann muß die Federkonstante 
K klein genug sein, so daß die Eigenfrequenz des Gerätes 
kleiner als f 1/2 p wird. Bei unserem Beispiel muß die Eigen¬ 
frequenz kleiner als ~ = 2 Hz sein. 

Es folgt noch ein weiteres Beispiel: Stellen Sie sich vor, 
Sie sitzen am Boden sehr unbequem, da dieser senkrechte 
Schwingungen mit 20 Hz ausfuhrt. (Vielleicht ist es der 
Boden eines Flugzeuges oder etwas Ähnliches.) Daher 
setzen Sie sich auf ein Kissen. Dieses schwächt die Ampli¬ 
tude der senkrechten Schwingung um den Faktor 100 
und Sie sitzen bequem. Wie weit sinkt der obere Teil des 
Kissens ab, wenn Sie sich daraufsetzen (Übung 12)? • 


• 6. Elektrisches Bandpaßfilter. Wir wollen ein elek¬ 
trisches Analogon für das mechanische Beispiel der beiden 
gekoppelten Pendel von Büd 3.3 finden. Für jede Masse m 
setzen wir eine Induktivität L ein. Die koppelnde Feder 
mit der Federkonstanten K ersetzen wir durch einen Kon¬ 
densator mit der reziproken Kapazität C' 1 . Nun hängt 
die von der Schwerkraft herrührende rücktreibende Kraft 
eines jeden Pendels von dessen Auslenkung, nicht jedoch 
von seiner Kopplung mit anderen Pendeln ab. Ähnlich 
wollen wir eine EMK hersteilen, die jede Induktivität un¬ 
abhängig von ihrer Kopplung mit den anderen erregt. Dies 


erreichen wir, indem wir die Induktivität in zwei Hälften 
teilen und einen Kondensator C 0 in Serie in der Mitte der 
Induktivität einfügen. Schließlich vernachlässigen wir die 
Tatsache, daß jede Induktivität einen Widerstand R auf¬ 
weist, der von der Spule, die ja die Induktivität erzeugt, 
herrührt. Alle anderen Widerstände vernachlässigen wir 
ebenfalls. Das System ist in Büd 3.8 dargestellt. 

Wir überlassen es Ihnen, die Bewegungsgleichungen 
herzuleiten sowie die Normalkoordinaten und Eigen¬ 
schwingungen zu ermitteln (Übung 29). Hier leiten wir 
die Ergebnisse einfach in Analogie mit den gekoppelten 
Pendeln her: 

Eigenschwingung 1: 


Eigenschwingung 2: 

i. = - i b , ^ = (3 - 59) 

Die durch das Bandpaßfüter bewirkte Schwächung wird 
durch Gl. (3.56) angegeben, wenn wir die Dämpfung — d.h. 
den Widerstand der Spulen - vernachlässigen: 

Ib = co 2 -u>\ _ = _1/LC_ 

I a u>\ + co\ - 2co 2 (1/LC 0 ) + (1/LC) — w 2 ‘ 

(3.60) • 


• 7. Elektrisches Tiefpaßfilter. Schließen wir den Kon¬ 
densator C 0 in Bild 3.8 kurz, so wird seine Kapazität 
effektiv unendlich. Die niedrigste Eigenfrequenz wird 
Null und entspricht somit einem stationären Gleichstrom. 
Dann haben wir ein Tiefpaßfilter, wie es in Bild 3.9 dar¬ 
gestellt ist. Das Stromschwächungsverhältnis wird durch 
Gl. (3.60) mit 1/C 0 gleich Null angegeben: 


!b _ c o\ = 1/LC 

I a c ö\ - 2co 2 (1/LC) - co 2 ' 


(3.61)* 


r-* ~ 

- - - £ — - ■ 

1 _&& „0*_ 



X 

Vit) 

- <? 




Büd 3.8 

Gekoppelte LC-Kreise, die an einem Ende 
durch die Spannung U(t) erregt werden. 
Diese Schaltung stellt das elektrische Ana¬ 
logon zu den beiden gekoppelten Pendeln 
von Büd 3.3 dar. 
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Büd 3.9 

Elektrisches Tiefpaßfilter 



• 8. Tiefpaßfilter für eine Gleichstromquelle. Es han¬ 
delt sich hier um eine sehr praktische Anwendung der 
Gl. (3.61). Eine typische Gleichstromquelle wird primär 
durch Wechselstrom aus einer Wandsteckdose gespeist, 
die Leistung mit einer Frequenz von 50 Hz und einer 
effektiven Spannung von etwa 220 V liefert. Diese Span¬ 
nung wird an die Primärwicklung eines Transformators 
gelegt. Die Sekundärwicklung des Transformators kann 
mehr Windungen als die Primärwicklung haben (Hinauf¬ 
transformieren der Spannung) oder weniger (Herabtrans¬ 
formieren der Spannung), je nach der Gleichspannung, 
die wir schließlich haben wollen. An die Sekundärwicklung 
ist eine Diode angeschlossen, die nur in einer Richtung 
Strom durchläßt. Dies ergibt einen „einwegig gleichgerich¬ 
teten“ Gleichstrom. In der Praxis verwendet man zwei 
Dioden mit einer in der Mitte angezapften Sekundär¬ 
wicklung, um „Vollweggleichrichtung“ zu erhalten. Dieser 
so erhaltene Gleichstrom wird zum Aufladen eines Kon¬ 
densators benutzt, der dann als stationäre Spannungs¬ 
quelle dient. Die Ladung (und daher auch die Spannung) 
des Kondensators ist jedoch nicht völlig konstant. In guter 
Näherung ist sie gleich einer Konstanten plus einer kleinen 
„Wellung“, deren Frequenz bei Vollweggleichrichtung 
100 Hz beträgt. {Frage: Warum ist die Wellungsfrequenz 
zweimal so groß wie die Wechselstromfrequenz, von der 
wir ausgingen? ) Wird dieser geladene Kondensator als 
Gleichspannungsquelle für Radio- oder Plattenspieler¬ 
röhren verwendet, so enthält die Ausgangsspannung des 
Radios ein störendes „Brummen“ mit 100 Hz. (Dieses 
Brummen hören Sie bei einem Radio gleich nach dem 
Einschalten, bevor die Röhren warm sind. Selbstverständ¬ 
lich weist ein batteriebetriebenes Radio dieses Brummen 
nicht auf. Andere Möglichkeiten sind eine elektrische Uhr 
oder eine „Hochleistungslampe“ mit 12 V, z.B. Auto¬ 
scheinwerfer-Glühlampen. Beide haben Induktionswick¬ 
lungen und Sie können das Brummen hören, das von der 
mechanischen Spannung in den Wicklungen herrührt. 
Warum weist dieses Brummen 100 Hz statt 50 Hz auf? ) 

Um das Brummen mit 100 Hz zu unterdrücken, legen 
wir den Kondensator zwischen die Eingangsanschlüsse des 


Tiefpaßfilters in Bild 3.9 und verwenden den Ausgang des 
Filters als Gleichspannungsquelle. Werte von L und C, 
wie sie in einem typischen Filter Vorkommen, sind (siehe 
irgendein Handbuch für Funkamateure) L = 10H, C = 6juF. 
Dann ist die obere Grenzfrequenz gleich 

Vi = nnr • kt 6Hz= 29,1 Hz- 


Der Schwächungsfaktor für die Stromkomponente mit 
100 Hz wird durch Gl. (3.61) angegeben: 


I b _ v\ _ 29, l 2 

I a “ v\ — 2v 2 ~ 29,l 2 -2 - 100 2 


0,044. 


Also wird die Wellung um einen Faktor von etwa 44 redu¬ 
ziert. Die Gleichstromkomponente wird vom Filter nicht 
beeinflußt. • 


3.5. Erzwungene Schwingungen eines abgeschlos¬ 
senen Systems mit vielen Freiheitsgraden 

In diesem Abschnitt werden wir das Verhalten eines 
Systems gekoppelter gleichartiger Pendel untersuchen, die 
unter dem Einfluß einer erregenden Kraft mit beliebiger 
Frequenz co stationäre Schwingungen ausführen. Am An¬ 
fang werden wir die Randbedingungen offenlassen; eben¬ 
so werden wir nicht berücksichtigen, welcher oder welche 
der bewegten Teile direkt mit der erregenden Kraft ge¬ 
koppelt sind. (Die Spezifizierung dieser Verhältnisse kann 
als Teil der Randbedingungen angesehen werden.) Wir 
werden unser Augenmerk nur auf die Bewegungsgleichung 
eines Pendelkörpers richten, der nicht direkt mit irgend¬ 
einer erregenden Kraft gekoppelt ist. Dadurch werden wir 
die allgemeine Lösung der Bewegung des Pendelkörpers 
mit beliebigen Randbedingungen ermitteln können. Selbst¬ 
verständlich ist es in jedem speziellen Fall notwendig, die 
Randbedingungen des Systems vollständig festzulegen 
- ob die Enden fest oder frei sind oder keines von beiden, 
wo die Kräfte angreifen usw. 
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Vernachlässigung der Dämpfung. Wir werden Dämp¬ 
fungsterme in den Bewegungsgleichungen weglassen. 
Schränkt dies die Allgemeinheit unserer Ergebnisse ein? 

Ja, aber nicht sehr stark. In Abschnitt 3.3 haben wir ge¬ 
funden, daß die Auslenkung eines jeden bewegten Teiles 
eine Überlagerung nur der elastischen Beiträge — einer von 
jeder Eigenschwingung — ist, wenn co nicht in der Nähe 
einer Resonanz, also einer Eigenfrequenz für freie Schwin¬ 
gungen, liegt. Die absorbierenden Amplituden tragen 
nichts bei, denn diese fallen bei Frequenzänderungen 
wesentlich rascher ab als die elastischen. Solange co 
wenigstens fünf bis zehn Halbwertsbreiten von jeder 
Resonanzfrequenz entfernt ist, können wir die absorbie¬ 
renden Terme vernachlässigen. Dies ist gleichbedeutend 
damit, daß wir in den Ergebnissen T = 0 setzen. Wir wer¬ 
den stattdessen in den Bewegungsgleichungen T = 0 setzen, 
werden aber trotzdem eine gewisse Dämpfung berück¬ 
sichtigen, so daß das System einen Zustand stationärer 
Schwingungen mit der erregenden Frequenz co annimmt. 
Wir wissen, wenn wirklich keine Dämpfung vorhanden 
wäre, so würde das System keinen stationären Zustand 
annehmen, sondern für alle Zeiten „unbegrenzte Schwe¬ 
bungen“ ausführen. Wir gehen nun davon aus, daß Dämp¬ 
fung vorhanden ist, doch werden wir es vermeiden, das 
Verhalten für den Fall zu beschreiben, daß co nahe einer 
Resonanz liegt. Wir kennen dieses Verhalten schon aus 
den Ergebnissen von Abschnitt 3.3. 

Phasenbeziehungen der bewegten Teile. Eine wichtige 
Folge der Tatsache, daß wir die von den verschiedenen 
Eigenschwingungen herrührenden absorbierenden Ampli¬ 
tuden vernachlässigt haben, ist, daß jede Eigenschwingung 
zur Auslenkung eines bestimmten bewegten Teües einen 
Beitrag liefert. Dieser ist entweder mit der erregenden 
Kraft F 0 cos (cot + </? 0 ) in Phase oder ihr gegenüber um 
180° phasenverschoben. Wie wir nämlich in Abschnitt 3.3 
gezeigt haben, ist die elastische Amplitude gleich einer 
positiven oder negativen Konstanten mal cos (cot + </? 0 )- 
Man erhält dieses Ergebnis, ohne auf Abschnitt 3.3 zurück¬ 
zugreifen, auf folgende Weise: Stellen Sie sich vor, es sei 
keine Dämpfung vorhanden, doch hätten Sie das System 
trotzdem irgendwie in einen Zustand stationärer Schwin¬ 
gungen mit der erregenden Frequenz co gebracht. Ohne 
Dämpfung gibt es aber keine Energiedissipation. Daher 
darf die erregende Kraft keine positive oder negative Ar¬ 
beit an irgendeinem bewegten Teü verrichten, denn sonst 
würde sie bei jeder Schwingung eine Nettoarbeit verrich¬ 
ten. Daraus folgt, daß die Auslenkung eines jeden beweg¬ 
ten Teües entweder mit der erregenden Kraft in Phase 
oder ihr gegenüber um 180° phasenverschoben ist; wir 
haben somit rein elastische Amplituden. 

Also erhalten wir das wichtige Ergebnis, daß jeder be¬ 
wegte Teil im stationären Zustand (und wenn co nicht in 
der Nähe einer Resonanz liegt) dieselbe Phasenkonstante 
aufweist , nämlich die der erregenden Kraft. Wir lassen 


positive und negative Werte für die Amplitude eines jeden 
bewegten Teües zu, so daß wir uns um Phasenkonstanten 
von 180° nicht zu kümmern brauchen. Wir erhalten ferner 
das Ergebnis, daß die nicktreibende Kraft pro Einheits¬ 
auslenkung und pro Einheitsmasse, co 2 , für alle bewegten 
Teüe dieselbe ist, da jeder bewegte Teü mit derselben 
Frequenz schwingt. Beachten Sie, daß dies gerade die Be¬ 
dingungen sind, die auch für eine einzelne Eigenschwin¬ 
gung eines freien ungedämpften Systems gelten! 

Wir sind nun in der Lage, ein spezielles System zu be¬ 
trachten. 

• Beispiel: 9. Gekoppelte Pendel Es wird Sie nicht 
überraschen zu hören, daß man aus den Ergebnissen für 
die gekoppelten Pendel die entsprechenden Ergebnisse für 
sehr viele verschiedene physikalische Systeme ohne Wieder¬ 
holung der mathematischen Details erhalten kann, indem 
man nur Bezeichnungen ändert (z.B. „Kapazität“ statt 
„Schnurlänge“ und „Induktivität“ statt „Masse“) und 
neue Skizzen zeichnet. Wir haben davon in Kapitel 2 oft 
Gebrauch gemacht. Im Augenblick tun wir so, als interes¬ 
sierten wir uns nur für gekoppelte Pendel. 

Drei der in einer Linie angeordneten gleichartigen Pen¬ 
del (Gesamtzahl der Pendel und Randbedingungen sind 
dabei offengelassen) sind in Büd 3.10 dargestellt. Die 
Bewegungsgleichung für die Auslenkung i// n (t) des n-ten 
Pendelkörpers ist bei kleinen Schwingungen 

m $n = - mcoo + K0// n+ x - $„) 

-W n -*n-i), (3.62) 

wobei 


Bevor wir die exakte Lösung von Gl. (3.62) ansteuem, 
woUen wir ihre Lösung in der kontinuierlichen Näherung 
untersuchen. Das bedeutet, daß wir keinerlei Aufschlüsse 
über die Bewegung bei Schwingungsformen erhalten wer¬ 
den, wie sie bei freien Schwingungen in der höchsten 
Eigenschwingung auftreten, wo aufeinanderfolgende Pen¬ 
delkörper „hin und her“ schwingen. („Hin und her“ ist 
das longitudinale Analogon zur transversalen „zick-zack“- 
Form.) Wir werden uns daher im Augenblick auf Frequen¬ 
zen beschränken müssen, die weit unterhalb der oberen 
Grenzfrequenz liegen. Erst wenn wir darauf zurückkom¬ 
men und die Gleichung exakt lösen, können wir die Be¬ 
wegung bei erregenden Frequenzen im oberen Teü des 
Paßbandes und oberhalb der oberen Grenzfrequenz disku¬ 
tieren. • 

Kontinuierliche Näherung. Wir nehmen an, daß sich 
i// n (t) mit wachsendem n langsam ändert. Wir nehmen also 
an, daß alle Pendelkörper in einer kleinen Umgebung des 
Pendelkörpers n, dessen Gleichgewichtslage z ist, ungefähr 
dieselbe Bewegung ausführen wie Pendelkörper n, so daß 
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Bild 3.10 

Gekoppelte Pendel 
ohne spezifische 
Randbedingungen 



die Bewegung eines an der Stelle z liegenden Pendelkör¬ 
pers durch eine stetige Funktion i//(z, t) beschrieben wer¬ 
den kann. Wir entwickeln die entsprechenden Terme in 
Gl. (3.62) in eine Taylorreihe: 

^n(t)= «Kz,t), 


Wir nehmen an, alle bewegten Teile fuhren stationäre 
Schwingungen mit der erregenden Frequenz gü aus, und 
die erregende Kraft verrichte keine Arbeit, weshalb alle 
bewegten Teile dieselbe Phasenkonstante aufweisen. Dann 
gilt 


^n+lCO 


t n-l(0 


\p(z + a, t) = \p( z, t) + a 

, 1 2 9 2 ^(z,t) 

+ 2 3 -dz*— + -’ 


H z - a,t) = i//(z, t) - a 


9^(z,t) 

\p(z, t) = cos (wt + ip) A(z), 

(3.64) 

9z 

9 2 2 

= Gü COS(Güt + t^)A(z), 

(3.65) 

9<H z ,t) 

8z 

d 2 \p , d 2 A(z) 

--^ = cos (cot+ *,)-—. 

(3.66) 


1 2 9 ip(z, t) 

+ -a —r -2 - 

2 dz 


Daher gilt 

dip 1 2 d 2 tp 

^n + l -^n= a 97+2 a ^ + - 
d\p 1 2 9 2 <// 

=a^~2 a 9^ + 

Dann setzen wir diese Ausdrücke sowie i// n (t) = 
in Gl. (3.62) ein und erhalten 


9 2 <//(z, t) 


n'-' 9t 2 


9 2 ^(z,t) 
9 t 2 


- Wo ^(z, t) + 


Ka 2 9 ^(z, t) 
m 9 z 2 


(3.63) 


Klein-Gordon-Wellengleichung. Gl. (3.63) ist eine 
berühmte Wellengleichung. Sie stellt nicht die klassische 
Wellengleichung dar, außer im Fall cü 0 gleich Null. Manch¬ 
mal heißt sie die ,,Klein-Gordon-Wellengleichung u . Sie gilt 
für die de Broglie-Wellen relativistischer freier Teilchen 
(siehe Abschnitt 10.2). 


Setzen wir die Gin. (3.64), (3.65) und (3.66) in Gl. (3.63) 
ein und kürzen den gemeinsamen Faktor cos (cot + ^), so 
erhalten wir die räumliche Schwingungsform der Pendel 
für den Fall, daß sie im stationären Zustand mit der 
Frequenz gü erregt werden: 

d 2 A(z) m 2 2 

"dz^'kä 2 ^ 0 (?.67) 

Die Lösungen der Gl. (3.67) weisen in den beiden Fäl¬ 
len gü 2 > güo und gü 2 < güo eine sehr unterschiedliche 
z-Abhängigkeit auf. Ist gü 2 größer als güo, so erhalten wir 
sinusförmige Wellen, wie wir sie früher (Abschnitt 2.2) 
bei der kontinuierlichen Saite untersucht haben. 

Sinusförmige Wellen. Für gü 2 > güo hat Gl. (3.67) die 
Form 

"d^ )= “ k2A(z) ’ ( 3 - 68) 

wobei k 2 die positive Konstante 

k 2 =(w 2 -c4)j^ (3.69) 
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ist. Gl. (3.69) ist die Dispersionsrelation für Wellen in dem 
System, wenn co 2 > coo ist. Die allgemeine Lösung von 
Gl. (3.68) lautet 

A(z) = A sin kz + B cos kz , (3.70) 

wobei A und B Konstanten sind, die durch die Randbedin¬ 
gungen festgelegt werden. In Abhängigkeit von den Rand¬ 
bedingungen wird es gewisse Wellenlängen und entspre¬ 
chende erregende Frequenzen geben, die einer „Resonanz“ 
entsprechen. Die Resonanzfrequenzen sind gleich den 
Frequenzen der Eigenschwingungen, d.h. der stehenden 
Wellen, des freien Systems. 

Nun kommen wir zu etwas Neuem und Wichtigem: 

Exponentialwellen. Istco 2 < coo, dann definieren wir 
die positive Konstante k (Kappa) als die positive Quadrat¬ 
wurzel der positiven Größe 

K 2 =(col-u 2 )^ 2 . (3.71) 

Verwechseln Sie Kappa nicht mit dem ähnlich aussehenden 
Großbuchstaben K. Gl. (3.71) ist die Dispersionsrelation 
für den Fall co 2 < col. Dann hat Gl. (3.67) die Form 

^fWA(z). (3.72) 

Das Auftreten eines Pluszeichens auf der rechten Seite 
der Gl. (3.72) bewirkt, daß die Lösungen völlig anders als 
die sinusförmigen Lösungen der ähnlich aussehenden 
Gl. (3.68) gestaltet sind. Wegen des Minuszeichens in 
Gl. (3.68) ist deren Lösung, die durch Gl. (3.70) angege¬ 
bene Sinusfunktion A(z), immer zur z-Achse gekrümmt. 
Daher schneidet sie schließlich immer die z-Achse. Hierauf 
kehrt sich die Krümmung um und schneidet schließlich 
wieder die z-Achse usw., woraus sich Schwingungen im 
Raum ergeben. Im Gegensatz dazu bedeutet das Plus¬ 
zeichen auf der rechten Seite der Gl. (3.72), daß deren 
Lösung A(z) immer von der z-Achse weg gekrümmt ist. 

Wenn daher A(z) einmal positiv ist und einen positiven 
Anstieg hat oder negativ ist und einen negativen Anstieg 
hat, so wird es nie mehr zur z-Achse zurückkehren. Ist es 
positiv und hat einen negativen Anstieg, so wird es sich 
mit anwachsendem z immer langsamer der z-Achse nähern. 
Schneidet es schließlich die z-Achse mit negativem An¬ 
stieg (was es kann, aber nicht muß), dann wird es mit an¬ 
wachsendem z zu immer negativeren Werten von A(z) 
übergehen und die z-Achse nie mehr schneiden. 

Die allgemeine Lösung der Gl. (3.72) ist eine Über¬ 
lagerung zweier Exponentialfunktionen : 

A(z) = Ae~ KZ + Be +KZ . (3.73) 

Um zu sehen, daß A(z) eine Lösung ist, differenzieren Sie es: 

= - nAe~ KZ + xBe +KZ , 
dz 

= (- k) 2 Ae' KZ + (/<) 2 Be +KZ = k 2 A(z) , 


so daß Gl. (3.73) die Gl. (3.72) erfüllt. Die Konstanten A 
und B werden durch die Randbedingungen bestimmt. So 
lautet die allgemeine Lösung \p( z, t) für co 2 < coo 

\jj(z, t) = (Ae" KZ + Be +KZ )cos(cot + <p) . (3.74) 

Gekoppelte Pendel als Hochpaßfilter. Gl. (3.74) gibt 
die allgemeine Form einer Exponentialwelle an. Die 
Frequenz coq - g// wirkt als untere Grenzfrequenz. Das 
war zu erwarten, da wir bei dem einfachen System der 
zwei gekoppelten Pendel denselben Wert der unteren 
Grenzfrequenz gefunden haben. Mit dieser niedrigsten 
Eigenfrequenz schwingen alle Pendel in Phase miteinan¬ 
der, und die rücktreibende Kraft rührt nur von der Schwer¬ 
kraft her. Die Federn sind weder ausgedehnt noch zu¬ 
sammengedrückt. Die Wellenlänge ist „Unendlich“, d.h., 
k ist gleich Null. Wird das System unterhalb der Grenz¬ 
frequenz erregt, so kann es die sinusförmige räumliche 
Abhängigkeit der Amplitudenverhältnisse der schwingen¬ 
den Pendelkörper nicht aufrechterhalten. Statt dessen 
hängen die Amplitudenverhältnisse der Pendelkörper ex¬ 
ponentiell von der Entfernung ab, wie es durch GL (3.74) 
angegeben wird. Daher wirkt das System wie ein Hochpaß- 
filter. In Wirklichkeit ist es ein Bandpaßfilter, doch be¬ 
handeln wir das System nur in der kontinuierlichen Nähe¬ 
rung und müssen davon Abstand nehmen, die erzwungenen 
Schwingungen in der Nähe der höchsten Eigenschwingun¬ 
gen mit ihren „zick-zack“-Formen zu betrachten. 

Nehmen Sie an, das System werde an der Stelle z = 0 
erregt und erstrecke sich von z = 0 bis z = L, wo die letzte 
Feder an einer starren Wand angebracht sei. Es sollte in¬ 
tuitiv einsichtig sein, daß die Amplitude A(z) mit zuneh¬ 
mender Entfernung vom erregten Ende abnehmen muß, 
wenn wir das System unterhalb der Grenzfrequenz erregen. 
Ist das System sehr lang, d.h., ist L groß, so muß die 
Amplitude sehr klein werden, wenn wir bei z = L die 
Wand erreichen. Im Grenzfall L gleich „Unendlich“ muß 
die Amplitude bei z = L verschwinden. Daraus folgt, daß 
der Beitrag Be +KZ in GL (3.74) verschwinden muß, d.h. 

B muß gleich Null sein. Diese Vermutung ist richtig (siehe 
Übung 30). 

Bild 3.11 zeigt ein Beispiel für diese Anordnung. Beach¬ 
ten Sie, daß es bei dem in Büd 3.11 gezeigten Beispiel sehr 
wenig ausmacht, ob wir das Ende bei z = L wirklich an¬ 
binden oder nicht. Im Falle k L > 1 ist die Schwingungs¬ 
amplitude im wesentlichen gleich Null, bevor die Stelle 
z = L erreicht ist. Daher können wir mit einer endlichen 
Länge L, die groß gegenüber 1/k ist, experimentell eine 
„unendliche“ Länge simulieren (siehe Übung 16). 

Bezeichnungsweise bei Exponentialwellen. Die Kon¬ 
stante k (Kappa) heißt Amplitudenschwächungskonstante 
oder einfach Schwächungskonstante. Ihre Dimension ist 
relative Amplitudenschwächung pro Längeneinheit oder 
einfach Schwächung pro Längeneinheit. Zu dieser Dirnen- 
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Bild 3.11. Gekoppelte Pendel, die am linken Ende mit einer unterhalb der Grenzfrequenz u>o liegenden Frequenz erregt werden, 
a) Augenblickliche Schwingungsform des Systems, b) Kurve A(z) 


sion kommt man durch Betrachtung einer Amplitude 
A(z), die durch eine erregende Kraft am linken Ende eines 
langen Systems erzeugt wird. Und zwar sei das System 
lang genug, so daß wir es nur mit der abnehmenden Ex¬ 
ponentialfunktion 

i//(z, t) = A(z)coscot (3.75) 

mit 

A(z) = Ae" KZ (3.76) 

zu tun haben. Die relative Amplitudenschwächung pro 
Längeneinheit der Amplitude A(z) ist definiert als 

1 dA(z) _ relative Amplitudenschwächung ( . 

A(z) dz pro Längeneinheit. ^ * } 

Im Falle, daß A(z) durch Gl. (3.76) gegeben ist, ist dies 
gleich k. Ist hingegen A(z) gleich A(z) = B exp(+ kz), so 
wird die Amplitude nicht bei anwachsendem, sondern bei 


abnehmendem z geschwächt. Dadurch entsteht aber keine 
Verwechslung, und wir können k weiterhin als Schwächungs¬ 
konstante bezeichnen. Auch bei der allgemeinen Lösung 
A exp(-Kz) + B exp(+ kz) behalten wir dieselbe Bezeich¬ 
nung für k bei, obwohl A(z) in manchen Bereichen von z 
anwachsen und in anderen abnehmen kann. Wir sagen ein¬ 
fach, A(z) sei eine Überlagerung zweier Terme, von denen 
der eine bei anwachsendem, der andere bei abnehmendem z 
geschwächt wird. 

Der Kehrwert von k ist eine Länge 6. Diese bedeutet 
die Strecke, nach der die Amplitude e" KZ = e _z / 5 um den 
Faktor e = 2,718... geschwächt wird. Sie heißt Amplitu¬ 
denschwächungslänge oder die Länge einer Schwächung 
auf den e-ten Teil oder einfach Schwächungslänge : 

= 5 = Schwächungslänge. (3.78) 
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Zwischen der Schwächungskonstanten k bei geschwäch¬ 
ten Exponentialwellen und der Wellenzahl k bei Sinus¬ 
wellen gibt es eine gewisse Parallele: k ist die relative 
Schwächung pro Längeneinheit, k die Anzahl der Radian 
pro Längeneinheit. Ähnlich sind die Schwächungslänge 5 
und die Wellenlänge X in gewisser Beziehung analog: 5 ist 
die Strecke, nach der Schwächung um den Faktor e _1 auf- 
tritt; X ist die Strecke, nach der die Phase um 2n anwächst. 

Dispersionsrelationen. Liegt co über der unteren Grenz¬ 
frequenz cj 0 , so beobachten wir sinusförmige Wellen. Die 
Beziehung zwischen Frequenz und Wellenzahl stellt Gl. 
(3.69) her, die wir nochmals anschreiben: 

w 2 =^+(^- 2 )k 2 . (3.79) 

Liegt cj unterhalb der unteren Grenzfrequenz co 0 , so tre¬ 
ten keine sinusförmigen Wellen auf. Sie werden „abgeschnit¬ 
ten“. Statt ihrer beobachten wir Exp onential wellen. Die 
Beziehung zwischen der Frequenz co und der Schwächungs¬ 
konstanten k stellt Gl. (3.71) her, die wir nochmals an¬ 
schreiben : 

co 2 =w 2 o-(^)k 2 . (3.80) 

Die Gin. (3.79) und (3.80) stellen die vollständige Disper¬ 
sionsrelation des Systems in der kontinuierlichen Näherung 
dar. 

In dem Frequenzbereich, in dem die erzwungenen 
Schwingungen sinusförmige Wellen sind, ist die Disper¬ 
sionsrelation (2.79) für erzwungene Schwingungen iden¬ 
tisch mit jener, die wir für die freien Eigenschwingungen 
erhalten haben [siehe Abschnitt 2.4, Gin. (2.90), (2.91) 
und (2.92)]. Das ist kein Zufall. Bei beiden Ableitungen 
haben wir die Bewegungsgleichung des n-ten Massenpunk¬ 
tes ermittelt und dann die Annahme eingeflochten, daß 
sich alle bewegten Teüe harmonisch mit derselben Fre¬ 
quenz cj (im einen Fall eine Eigenfrequenz, im anderen 
die Frequenz der stationären Schwingungen) und dersel¬ 
ben Phasenkonstanten bewegen. Die Dispersionsrelation 
ergab sich aus diesen Annahmen. Das trifft allgemein zu: 

Die Dispersionsrelation für erzwungene sinusförmige 
Schwingungen ist dieselbe wie jene für freie Schwingungen. 

Dispersive und reaktive Medien. Bei dem vorliegenden 
Beispiel besteht das „Medium“, in dem die Wellen auf- 
treten, aus dem System gekoppelter Pendel. Ein Medium, 
das sinusförmige Wellen aufrechterhalten kann, heißt 
dispersives Medium. Dies bedeutet nichts anderes, als daß 
cj nicht unterhalb der Grenzfrequenz co 0 liegt. Ein Me¬ 
dium, das keine sinusförmigen Wellen aufrechterhalten 
kann, dafür aber Exp onential wellen (ohne Energiedissi¬ 
pation) liefert, heißt reaktiv. Ein und dasselbe Medium 
kann selbstverständlich bei manchen Frequenzen reaktiv, 
bei anderen dispersiv sein, wie es bei den gekoppelten 
Pendeln der Fall ist. 


• Beispiel: 10. Die Ionosphäre. Die Erdionosphäre ist 
ein Beispiel für ein Medium, das (bezüglich elektromagne¬ 
tischer Wellen) für Frequenzen oberhalb einer Grenzfre¬ 
quenz, der sogenannten Plasmafrequenz v p , dispersiv, für 
Frequenzen unterhalb dieser Grenzfrequenz hingegen re¬ 
aktiv ist. Die Dispersionsrelation für in der Erdionosphäre 
erregte Schwingungen ist jener für gekoppelte Pendel sehr 
ähnlich. Wie sich zeigt, gelten die Beziehungen 

cj 2 = cjp + c 2 k 2 , cj > cjp 
und 

cj 2 =C0p- c 2 k 2 , cj < co p . (3.81) 

Die Plasmafrequenz ist die Frequenz der niedrigsten Eigen¬ 
schwingung der „freien“ Elektronen. Wir haben sie in 
Gl. (2.99) hergeleitet. Typische Plasmafrequenzen 
v p ( = co p /2 tt) während des Tages liegen zwischen 10 MHz 
und 30 MHz. Wird die Ionosphäre „an einem Ende“ durch 
einen Radiosender mit typischen Mittelwellenfrequenzen 
von etwa v - 1000 kHz erregt, so verhält sie sich wie ein 
reaktives Medium, da v < v p . Die Wellen werden wie bei 
unseren gekoppelten Pendeln von Bild 3.11 exponentiell 
geschwächt. Arbeit wird dabei in der Ionosphäre keine 
verrichtet, da die Geschwindigkeit eines jeden Elektrons 
gegenüber dem elektrischen Feld in seiner Nachbarschaft 
um ±90 phasenverschoben ist. Nun ist im Falle der er¬ 
regten Pendel von Bild 3.11 die von der erregenden Kraft 
gelieferte Energie bei Vernachlässigung der Dämpfung im 
Mittel gleich Null. Energie, die augenblicklich auf die 
Pendel übertragen wird, geht zu einem späteren Zeitpunkt 
während der Schwingung wieder an die erregende Kraft 
zurück. Im Falle des dreidimensionalen Problems mit 
dem Radiosender und der Ionosphäre trifft dies nicht zu: 
Der Radiosender bekommt von der ausgesandten Energie 
sehr wenig zurück. Die Ionosphäre absorbiert keine Ener¬ 
gie, aber die Wellen laufen nicht zum Sender zurück, son¬ 
dern werden in einen weiten Bereich der Erdoberfläche 
reflektiert. Diese Totalreflexion an der „Unterseite“ der 
Ionosphäre ermöglicht ein Verfahren, mit dem man ent¬ 
fernte Empfänger, die wegen der Krümmung der Erde 
„außer Sichtweite“ liegen, erreicht: Man läßt die Signale 
einfach an der Ionospähre abprallen. Dies geht immer 
dann, wenn co unterhalb der Grenzfrequenz co p liegt. 

Typische Ultrakurzwellen- und Fernsehsendefrequen¬ 
zen betragen etwa 100 MHz. Diese Frequenz ist größer 
als die Grenzfrequenz der Ionosphäre von 10.. .30 MHz. 
Daher verhält sich die Ionosphäre bei Ultrakurzwellen- 
und Fernsehfrequenzen wie ein dispersives Medium. Das 
bedeutet, sie ist „durchsichtig“. Die Wellen werden nicht 
exponentiell geschwächt, sondern sie sind sinusförmig. 
Daher werden die elektromagnetischen Wellen nicht zur 
Erde totalreflektiert, und man kann die Ionosphäre nicht 
wie bei Mittelwellenfrequenzen zur Übertragung von 
Signalen heranziehen. Die Übertragung ist auf die „Sicht¬ 
linie“ beschränkt. 
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Auch für Frequenzen v - 10 15 Hz, also von der Größen¬ 
ordnung der Frequenz sichtbaren Lichts , stellt die Iono¬ 
sphäre ein dispersives Medium dar. Wir wissen, daß die 
Ionosphäre bei 10 15 Hz nicht reaktiv ist, denn andernfalls 
würden wir weder die Sterne noch die Sonne sehen. In 
einem späteren Kapitel werden wir die Dispersionsrelation 
der Ionosphäre (Gl. (3.81)) ableiten. • 

Eindringen von Wellen in einen reaktiven Bereich. 

Wird die Ionosphäre durch einen Radiosender unterhalb 
der Grenzfrequenz erregt, so werden die Radiowellen zur 
Erde totalreflektiert. Doch das alles geschieht sozusagen 
nicht an einer Stelle. Betrachten wir nämlich ein ähnliches 
Problem bei gekoppelten Pendeln, deren Dispersionsrela¬ 
tion von derselben Form wie die der Ionosphäre ist, in 
der kontinuierlichen Näherung. Der erste Pendelkörper 
bei z = 0 werde durch jene Kraft erregt, die zur Herstel¬ 
lung der Bewegung i// x (t) = A 0 coscot notwendig ist. Zwi¬ 
schen z = 0 und z = L liegt eine Anzahl gekoppelter Pendel, 
von denen jedes die Länge l x aufweist, so daß 

c4 = f<co 2 . (3.82) 

l\ 

Somit ist dieser Bereich — wir bezeichnen ihn als Bereich 1 - 
dispersiv. (Die erregende Kraft liefert der „Radiosender“. 
Der Bereich von z = 0 bis z = L besteht aus „gewöhnlicher 
Luft“, also nicht aus „Plasma“.) Bei z = L werden die 
Pendelschnüre plötzlich kürzer, ihre Länge beträgt nun l 2 , 
so daß 

gjo = -p > w 2 . (3.83) 

*2 


gegeben ist. Dabei nehmen wir an, co 2 sei größer als g//i. 
Wir führen nun die Randbedingungen ein: Bei z = L 
müssen die Funktionen A x (z) und A 2 (z) glatt ineinander 
übergehen, d.h., ihre Werte und ihre Anstiege müssen bei 
z = L dieselben sein. Setzt man die Werte bei z = L gleich, 
so erhält man B = C. Eine Gleichsetzung ihrer Anstiege 
bei z = L liefert kA = — k C. Wir erhalten daher in Bereich 1 


A x (z) = C 


— K 


sin k(z - L) + cos k(z - L) 


(3.89) 


Bei z = 0 lautet die Randbedingung A x (z) = 0 für z = 0. 
Dann liefert Gl. (3.89) 

C = --—-. (3.90) 

- sin kL + cos kL 

k 

Die vollständige Lösung wird durch die Gin. (3.84), (3.85), 
(3.89) und (3.90), zusammen mit der Dispersionsrelation 
(3.86) und (3.88), dargestellt. 

Resonanz. Bei gewissen Werten von kL wird der 
Nenner der Gl. (3.90) Null, weshalb die Amplitude C 
„Unendlich“ wird. (Vernachlässigt man die Reibung 
nicht, treten keine unendlichen Amplituden auf.) Diese 
Werte von kL bestimmen die Resonanzfrequenzen des 
Systems. Um diese zu finden, muß man die Dispersions¬ 
relationen sowie Gl. (3.90) benützen (siehe Übung 31). 

Das Diagramm der Amplitude A(z) ist für Werte von co, 
die in der Nähe der niedrigsten Resonanz liegen, in Büd 
3.12 dargestellt. Dabei wird ein großes, aber nicht unend¬ 
liches C angenommen. 


Folglich ist dieser Bereich - wir nennen ihn Bereich 2 — 
reaktiv. (Bereich 2 ist das „Plasma“.) Er erstreckt sich 
bis z = °°. Das System ist in Büd 3.12 dargestellt. 

Wir wollen t//(z, t) ermitteln, wenn es bei z = 0 als 
A 0 cos cot vorgegeben ist. Für jedes z güt 

i//(z, t) = A(z)coscot, (3.84) 

wobei A(z) zu bestimmen ist. In Bereich 2, also im reak¬ 
tiven Bereich zwischen z = L und ©o muß für A(z) die 
Beziehung 

A 2 (z) = Ce” K(z ~ L) (3.85) 

gelten, wobei C eine unbekannte Konstante ist und k 
durch 


2 _ÜL/ JL_ 2 

K Ka 2 U w . 


(3.86) 


gegeben ist. Dabei nehmen wir an, c o 2 sei kleiner als der 
Grenzwert g \l 2 . In dem dispersiven Bereich zwischen 
z = 0 und z = L lautet A(z) 

A x (z) = Asink(z - L) + Bcosk(z - L), (3.87) 

wobei A und B unbekannte Konstanten sind und k durch 


k 2 



_g 

h 


(3.88) 


Gebundene Eigenschwingungen. Wir ersehen aus Büd 
3.12c, daß sich ein reaktiver Bereich, der sich weit er¬ 
streckt — in unserem Beispiel bis L' = 00 —, so ähnlich wie 
eine „allmähliche Wand“ verhält. Der Pendelkörper bei 
z = L wird nicht wie bei einer Wand festgehalten. Den¬ 
noch ist die Pendelbewegung einige Schwächungslängen 5 
hinter z = L vemachlässigbar. Dies läßt vermuten, daß wir, 
wenn wir einen dispersiven Bereich zwischen zwei unend¬ 
lich dicken reaktiven Bereichen einschließen, (freie) Eigen¬ 
schwingungen der Pendel in dem dispersiven Bereich er¬ 
halten, etwa so, als wären sie zwischen zwei Wänden ein¬ 
geschlossen. Diese Vermutung ist richtig. Man nennt diese 
Eigenschwingungen gebundene Eigenschwingungen. Sie 
treten ungefähr bei den Resonanzfrequenzen des Systems 
von Bild 3.12 auf. 

Eine interessante Eigenschaft der gebundenen Eigen¬ 
schwingungen ist, daß es in einem bestimmten System 
nur eine beschränkte Anzahl von ihnen gibt, auch wenn 
„unendlich“ viele Pendel in dem dispersiven Bereich lie¬ 
gen. Der Grund liegt darin, daß die Frequenz anwächst, 
wenn wir von einer gebundenen Eigenschwingung zur 
nächsthöheren fortschreiten, bis wir schließlich zu einer 
gelangen, deren Frequenz größer ist als Vg/fT . Für 
co 2 > g/ü sind die äußeren Bereiche dispersiv und dienen 
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Büd 3.12 

Gekoppelte Pendel mit plötzlicher 
Änderung von tOg bei z = L. 

a) Das System. 

Das Pendel bei z = 0 ist mit 
einer äußeren erregenden Kraft 
gekoppelt. 

b) Diagramm cjg gegen z. 

Liegen die erregenden Frequen¬ 
ze n oj zwischen \fgHi und 
VÜh, so ist Bereich 1 (von 

z = 0 bis L) dispersiv, Bereich 2 
(von z = L bis oo) reaktiv. 

c) Diagramme der Amplitude A(z) 
gegen z bei einer erregenden 
Frequenz gj, die in der Nähe 
der niedrigsten Resonanz¬ 
frequenz des Systems liegt. 


nicht mehr dazu, Schwingungen in dem mittleren Bereich 
„einzuschließen“. 

In der Quantenphysik findet man, daß sich die de 
Broglie-Wellen von Elektronen in Atomen wie die gebun¬ 
denen Eigenschwingungen gekoppelter Pendel verhalten. 


Diese Eigenschwingungen der Elektronen heißen gebun¬ 
dene Zustände. Ein Beispiel für ein Quantensystem mit 
gebundenen Zuständen ist in Abschnitt 10.3 angeführt. 

Exakte Lösung der erzwungenen Schwingungen eines 
Systems gekoppelter Pendel. Wir haben die Eigenschaften 
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der erzwungenen Schwingungen gekoppelter Pendel in 
der kontinuierlichen Näherung untersucht. Nun wollen 
wir die exakte Lösung der Bewegungsgleichung (3.62) 
eines der in einer Linie angeordneten Pendels ermitteln, 
die wir hier nochmals anschreiben: 

V'n = +^( , / / n+l “ Wn + ’/'n-l )• (3-91) 


Wir nehmen an, daß alle bewegten Teile harmonisch mit 
derselben Frequenz und derselben Phasenkonstanten 
schwingen 

\p n = A n coscot. (3.92) 


Setzen wir Gl. (3.92) in Gl. (3.91) ein und kürzen wir den 
Faktor cos cot, so erhalten wir 


-co 2 A n = -co 0 A n - 


2 2j 2K 2K/ A n+i+A n _ 1 

A — / ' A-A n +- 


d.h. 


CO 




m m 

"2(^11+1 A n _j) 


(3.93) 


Dispersiver Frequenzbereich. In der Bezeichnungsweise 
für FÜter ausgedrückt, handelt es sich hierbei um das 
„Paßband“. Im dispersiven Bereich sind die Schwingungen 
im Raum sinusförmig. Nehmen wir also eine Lösung von 
der Form 


A n = A sin kna + B cos kna (3.94) 

an. Dann güt 

A n+ ! = A sin (kna + ka) + B cos (kna + ka) , 

A n _i = A sin (kna-ka) + Beos (kna-ka). (3.95) 
Folglich haben wir 

A n +i +A n _ 1 = 2A sin kna cos ka + 2B cos knacoska 
= 2 cos ka(A sin kna + B cos kna) 

= 2coskaA n . (3.96) 

Einsetzen dieses Ergebnisses in Gl. (3.93) liefert 

co 2 =G>ä +^(1 -coska), (3.97) 


d.h. 


2 2 , 4K . 2 ka 

co = coq + — sin — 


(3.98) 


Gl. (3.98) ist die Dispersionsrelation im dispersiven Fre¬ 
quenzbereich. Sie liefert Frequenzen von co 2 = coq bis 
co 2 = co? + 4K/m, entsprechend den Werten von ka, die 
von ka = 0 bis ka = 7r reichen. Gl. (3.98) ist genau dasselbe 
Dispersionsgesetz, wie wir es für frei schwingende gekop¬ 
pelte Pendel in Gl. (2.90) erhalten haben. 

Unterer reaktiver Bereich. Auf Grund unserer Erfah¬ 
rung mit der kontinuierlichen Näherung vermuten wir, daß 
die allgemeine Lösung für Frequenzen unterhalb der un¬ 
teren Grenzfrequenz co 0 die Form einer Exponentialwelle 
hat: 

A n = Ae~ Kna + Be +Kna . (3.99) 


Folglich güt 


A n +i + A n _j = (e Ka + e~ Ka )A n . 


(3.100) 

Gl. (3.93) liefert dann das Dispersionsgesetz: 


W 2 =^ + §[l-i(e Ka + e- Ka f 


(3.101) 

Gl. (3.101) läßt sich in Formen bringen, die den Gin.(3.97) 
und (3.98) ähneln. Mit Hüfe der Deflntionen von Sinus 
hyperbolicus und Kosinus hyperbolicus [Anhang Gin. (A. 11) 
und (A. 12)] erhalten wir 

co 2 = cjq + 7f(0 — cos h K a ) 


(3.102) 

oder 



2 2 4K . 2 1 

CjO =oj 0 - — sinh -k a. 


(3.103) 


Bei co = co 0 liefert die dispersive Lösung (Gl. (3.98)) 
k = 0, die reaktive Lösung (Gl. (3.103)) hingegen k = 0. 
Diese sind beide „ebene Wellen“ und stimmen so überein. 


Oberer reaktiver Bereich. Dieser Bereich besteht aus 
allen Frequenzen oberhalb der oberen Grenzfrequenz 
co ma x 5 wobei cojnax = coq + 4K/m. Hier werden wir durch 
unsere Untersuchung von Fütern mit zwei Freiheitsgraden 
angeleitet. Wir fanden dort, daß Schwingungen, die mit 
einer Frequenz oberhalb der oberen Grenzfrequenz erregt 
werden, eine „zick-zack“-Form wie jene der höchsten 
Eigenschwingung aufweisen, daß bei ihnen aber auch eine 
Schwächung der Amplitude mit zunehmender Entfernung 
vom Eingangsende auftritt (siehe Bild 3.6). Wir wollen die 
Vermutung aufstellen, daß die Gestalt von A n durch die 
zick-zack-förmige Exponentialwelle 

A n =(-l) n (Ae Kna + Be +Kna ) (3.104) 

beschrieben wird. Wenn wir — bis auf die Minuszeichen — 
dieselben Schritte durchführen, die zu Gl. (3.100) führten, 
so erhalten wir 

A n +, + A n _j = — A n (e Ka + e _Ka ). 

Gl. (3.93) liefert dann das Dispersionsgesetz 

= + rnT j 1 + 2 ^ e * a + e 

2 K 

= + m" l 1 +C0S hKa 1 (3.105) 

4K \ 

= coo + — cosh 2 -/ca. (3.106) 

Bei k = 0 ist co 2 gleich coq + 4K/m = co^ax- Daher tritt 
genau bei der oberen Grenzfrequenz co max keine Schwä¬ 
chung auf. 

Bild 3.13 zeigt das Diagramm des exakten Dispersions¬ 
gesetzes für alle Frequenzen, wie es durch die Gin. (3.98), 
(3.103) und (3.106) dargestellt wird. 
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Bild 3.13 

Vollständige Dispersionsrelation 

für gekoppelte Pendel. 

a) Oberhalb der oberen Grenz¬ 
frequenz: Die Wellen sind zick¬ 
zack-förmige Exponentialwellen. 

b) Dispersiver Frequenzbereich: 
sinusförmige Wellen. 

c) Unterhalb der unteren Grenz¬ 
frequenz: Exponentialwellen. 
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3.6. Übungen und Heimversuche 

1. Energie einer Schwingung. Sehen Sie sich Gl. (3.10) an und 
fügen Sie die algebraischen Schritte ein, die bei der Herleitung 
des Ergebnisses W = Woe _t / r ausgelassen wurden. 

2. Bewegungsgleichung. Zeigen Sie durch direktes Einsetzen, daß 
das durch G1. (3.3) angegebene xj (t) eine Lösung der Bewe¬ 
gungsgleichung des gedämpften harmonischen Oszillators, 

Gl. (3.2), darstellt. 

3. Bewegungsgleichung. Zeigen Sie: Ist x\ (t) eine Lösung der 
Gl. (3.1) mit einer erregenden Kraft F j (t) und ist x 2 (t) eine 
Lösung für eine andere erregende Kraft F 2 (t), so ergibt die 
Kraft F(t) = F j (t) + F 2 (t) die Lösung x(t) = x j (t) + x 2 (t), 
vorausgesetzt, die Anfangsbedingungen x(0) und x(0) der 
Überlagerung sind auch gleich den entsprechenden Summen 
der Anfangsbedingungen, d.h. x(0) = Xj (0) + x 2 (0) und 
X(0) = X!(0) + X 2 (0). 

4. Bewegungsgleichung. Zeigen Sie durch Einsetzen, daß die 
Gin. (3.15), (3.16) und (3.17) eine Lösung von Gl. (3.14) 
he fern. 

5. Schwebungen beim Einschwingen - Heimversuch. Für diesen 
und manchen späteren Versuch werden Sie den Teller eines 
Plattenspielers benötigen. Beim vorliegenden Versuch sollen 
Sie ein Pendel mit Hilfe des Plattentellers erregen. Als Pendel¬ 
körper können Sie eine Suppendose oder etwas Ähnliches 
verwenden. Zweckmäßig ist eine Geschwindigkeit des Platten¬ 
spielers von 45 Umdrehungen pro Minute. (Wie groß ist die 
entsprechende Länge der Pendelschnur? ) Befestigen Sie eine 
leichte Kartonschachtel mittels Klebeband am Plattenteller 
und befestigen Sie einen Bleistift aufrecht an der Schachtel. 
Schieben Sie eine Schnurschlinge über den Bleistift. Befestigen 
Sie das eine Ende einer aus zusammengebundenen Gummi¬ 
bändern bestehenden Schnur von etwa 2.. .2,5 m Länge an 
dieser Schlinge, das andere an der Pendelschnur. Messen Sie 
die Frequenz der freien Schwingungen des Pendels. Alles, was 
Sie dazu benötigen, ist eine gewöhnliche Uhr mit einem 
Sekundenzeiger. Messen Sie die Schwebungsfrequenz, wenn 
das Pendel erregt wird. Probieren Sie verschiedene Schnur¬ 
längen usw. Vergrößern Sie die Dämpfung, indem Sie ein Buch, 
ein Brett oder etwas Ähnliches so anordnen, daß die Pendel¬ 
schnur daran reibt. Am besten ist ein Schlitz, d.h. ein Brett 
oder Buch auf jeder Seite. Ein so langes Gummiband ist not¬ 
wendig, um es zu einer hinreichend schwachen „Feder“ zu 
machen. Auch koppelt man das Gummiband am besten nahe 
genug dem oberen Ende der Pendelschnur an, so daß die 
Bewegungsamplitude der Schnur an diesem Punkt auch bei 
großen Pendelamplituden wesentlich kleiner ist als die Bewe¬ 
gungsamplitude des Bleistiftes am Plattenteller. Dies gibt die 
Gewähr, daß die erregende Kraft nicht von der Pendelampli¬ 
tude abhängt. 

6. Leistung. Verifizieren Sie Gl. (3.22) für die durch Reibung 
verlorengehende Leistung. Verifizieren Sie, daß diese gleich 
der durch Gl. (3.21) angegebenen zugeführten Leistung ist. 

7. Resonanz einer gedämpften Schraubenfeder - Heimversuch. 
Dehnen Sie die Schraubenfeder auf etwa 2,5 m aus und unter¬ 
stützen Sie sie an beiden Enden. Ein Ende sollte so festge¬ 
klemmt sein, daß man die Schraubenfeder leicht freimachen 
und mit verschiedener Windungszahl zwischen den Klammern 
wieder befestigen kann. Erregen Sie die Schraubenfeder mit 
Hilfe des Plattentellers von Übung 5 und verwenden Sie dabei 
ein langes Gummiband zur Kopplung. Benützen Sie die Ge¬ 
schwindigkeit 45 U/min. Messen Sie die Frequenz der freien 
Schwingungen der Schraubenfeder. (Dabei ist die Einheit 


U/min am bequemsten.) Diese Frequenz kann durch Änderung 
der Anzahl der Spiralwindungen zwischen den festen Halterungen 
variiert werden (siehe Übung 1 in Kapitel 2). Messen Sie die mitt¬ 
lere Abklingzeit r. Vergrößern Sie die Dämpfung, indem Sie 
einen langen Streifen dehnbaren Bandes entlang der Spiral¬ 
feder anbringen, so daß Sie eine bequeme Abklingzeit - etwa 
10...20 s - erhalten. Zeichnen Sie eine Resonanzkurve , d.h., 
tragen Sie IAI 2 gegen cjq auf, wobei tu bei 45 U/min fest¬ 
gehalten wird. Beachten Sie die Phasenbeziehungen und ver¬ 
gewissern Sie sich, daß Sie sie verstehen. Eine Möglichkeit zur 
Messung von IAI ist die Verwendung einer Lichtquelle, die 
scharfe Schatten wirft (durchsichtige Glühlampe statt Milch¬ 
glaslampe, also möglichst punktförmige Quelle). Messen Sie 
die Lage des Schattens, den ein Stück Band auf der Schrauben¬ 
feder an die Wand oder auf den Fußboden wirft. Berechnen Sie 
die erwartete Halbwertsbreite, gemessen in Federwindungen, 
während Sie den Versuch ausführen. Vielleicht entschließen 
Sie sich dazu, die Abklingzeit zu verkürzen, wenn Sie heraus¬ 
finden, daß die Resonanz unangenehm schmal oder die Ab¬ 
klingzeit der Schwebungen beim Einschwingen zu lang ist. 
Mögliche Quellen von Schwierigkeiten: Wenn sich das Gummi¬ 
band völlig entspannt und dann wieder „strafft“, wird die 
Fourieranalyse der durch das Gummiband ausgeübten erregen¬ 
den Kraft sowohl Oberfrequenzen von 45 U/min als auch 
45 U/min selbst enthalten. Diese werden Oberschwingungen 
der Spiralfeder anregen. Das ist zumindest eine interessante 
Schwierigkeit. Eine weitere Schwierigkeit: Zupfen Sie das 
Gummiband an und beobachten Sie seine Schwingungen. 
Vergewissern Sie sich, daß die Schwingungen ziemlich rasch 
im Vergleich zu ein- oder zweimal 45 U/min verlaufen, denn 
sonst treten seltsame Erscheinungen auf. Sie werden vielleicht 
noch weitere Probleme finden. Sehen Sie zu, ob Sie das Ver¬ 
schwinden der elastischen und das Auftreten der absorbieren¬ 
den Amplitude beobachten können, wenn genau Resonanz 
vorliegt. D.h., betrachten Sie die Phasenbeziehung zwischen 
Plattenspieler (Bleistift) und Spiralfeder. Was erhalten Sie als 
Produkt aus Halbwertsbreite und mittlerer Abklingzeit? 

Stimmt Ihr Ergebnis im Rahmen der Versuchsgenauigkeit mit 
Gl. (3.28) überein? 

8. Erzwungende Schwingungen eines Systems aus zwei gekoppel¬ 
ten Suppendosen - Heimversuch. Die Anordnung ist in Bild 

3.3 dargestellt, die Theorie wird in den Abschnitten 3.3 und 

3.4 behandelt. Die Schnüre sollten an Stäben befestigt sein, 
an denen sie zwecks Änderung der Frequenz auf- oder ab¬ 
gerollt werden können. Klammern Sie die Stäbe an einem 
Bücherregal, an einem Tisch oder an sonst etwas fest. Die 
Schnurlängen sollten sich in dem Bereich von 30.. .70 cm ver¬ 
ändern lassen. Wenn Sie die Schnurlängen variieren, ändern 
Sie sowohl als auch und zwar so, daß ihre Differenz 
konstant bleibt. Daher ist es fast gleichwertig, ob man die 
Schnur bei konstanter erregender Frequenz oder die erregende 
Frequenz bei konstantem und verändert. Messen Sie 
die Frequenzen der beiden Eigenschwingungen bei nichtange- 
koppeltem Plattenspieler für vorgegebene Schnurlänge. Erregen 
Sie das System dann mit 45 U/min. Erregen Sie die longitudi¬ 
nalen Schwingungen in erster Linie dadurch, daß Sie die Kopp¬ 
lung in Richtung der Feder anlegen. Die longitudinalen und 
die transversalen Eigenschwingungen haben denselben Satz 
von Frequenzen, wie Sie leicht feststellen können. Dies kann 
zu interessanten, doch störenden Effekten führen, besonders 
in der Nähe einer Resonanz. Es gibt fünf interessante Frequen¬ 
zen, auf die man stoßen kann, nämlich die beiden Resonanz¬ 
frequenzen und die Bereiche weit unterhalb, in der Mitte und 
weit oberhalb der Resonanzen. Betrachten Sie die Filter¬ 
charakteristiken oberhalb und unterhalb der Grenzfrequenzen. 
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Untersuchen Sie die Phasenbeziehungen - beobachten Sie 
einfach und stellen Sie fest, ob Sie die Vorgänge verstehen. 
Schwebungen beim Einschwingen können sehr lange dauern, 
wenn man nicht für Dämpfung sorgt. Dämpfung erhält man 
am besten, indem man die Schnüre an etwas reiben läßt. Wahr¬ 
scheinlich ist es zu zeitraubend, die Resonanzkurven zu zeich¬ 
nen. Machen Sie sich deswegen keine Gedanken. (Hoffentlich 
haben Sie das einmal, nämlich bei Übung 7 getan.) Messen Sie 
dafür die Abklingzeiten der beiden Eigenschwingungen und 
berechnen Sie die erwarteten Halbwertsbreiten r mit Hilfe 
der Beziehung Acjt = 1. Wie gut stimmt Ihre Versuchsanord¬ 
nung mit der in Bild 3.4 beschriebenen überein? Stimmen 
die Gleichungen für das mechanische Filter von Abschnitt 3.4 ? 
Eine andere Möglichkeit zur Frequenzänderung ist selbstver¬ 
ständlich die Benutzung der anderen Plattenspielergeschwin¬ 
digkeiten, 78 U/min, 33 U/min und 16 U/min. Leider ergeben 
diese keine kontinuierliche Variable. 


oberhalb und unterhalb der Grenzfrequenzen. Messen Sie die 
Verhältnisse \pj\p\y und i/'b/'/'c- Sind sie einander gleich? 

Sollen sie es sein? 

17. Amplitudenschwächungslänge. Nehmen Sie an, die Ionosphäre 
beginne plötzlich an einer Grenzfläche, wo die Grenzfrequenz 
vp scharf von Null auf 20 MHz anwächst. Ermitteln Sie die 
Amplitudenschwächungslänge 6 für Mittelwellen von 1000 kHz. 
Lösung : Ungefähr 2,5 m, unabhängig von der Frequenz, 
solange diese weit unterhalb der Grenzfrequenz liegt. 

18. Dispersionsgesetz. Schreiben Sie, abgeleitet von den gekop¬ 
pelten Pendeln, die vollständige Dispersionsrelation eines ana¬ 
logen Systems aus gekoppelten Induktivitäten und Kapazitäten 
an. Wir wollen das Dispersionsgesetz im Paßband und in den 
beiden außerhalb der Grenzfrequenzen liegenden Frequenz¬ 
bereichen erhalten. 


9. Tiefpaßfllter. Ein Preßlufthammer stampft die Straßendecke 
mit etwa 20 Hz fest. Der Griff erschüttert die Hände des Bedie¬ 
nenden mit derselben Frequenz. Entwerfen Sie ein Tiefpaß¬ 
filter, daß sich im Griff einbauen läßt und dessen Schwingungs¬ 
amplitude um den Faktor 10 vermindert. Eine Möglichkeit ist, 
einfach die Masse des Rumpfes des Gerätes, also jenes Teiles, 
gegen den sich das Hammerblatt bewegt, um den Faktor 10 
zu vergrößern. Versuchen Sie es jedoch, da das Gerät schon 
etwa 25 kg wiegt, mit einer Anordnung von Federn und Massen. 


19. Näherungfär schwache Dämpfung. Zeigen Sie, daß sich die 
absorbierende und die elastische Amplitude, wenn wir die 
Näherung für schwache Dämpfung anwenden und in vernünf¬ 
tiger Nähe einer Resonanz bleiben, bei geeigneter Wahl der 
Einheiten in der Form 


A ab - 


1 

x 2 + 1 


A el _ 


-x 

x 2 + 1 


schreiben läßt, wobei x = (cj - cj 0 )/ 2 T. 


10. Energie bei stationären Schwingungen. Verifizieren Sie, daß 
der zeitliche Mittelwert der gespeicherten Energie bei statio¬ 
nären Schwingungen durch Gl. (3.23) angegeben wird. 

11. Resonanzkurve des stationären Zustandes. Verifizieren Sie, 
daß die Halbwertspunkte der Resonanzkurve des stationären 
Zustandes durch die Gin. (3.25) und (3.26) angegeben werden. 

12. Mechanische Filter (siehe Abschnitt 3.4). Ein empfindliches 
Gerät ist auf einer Unterlage aufgestellt, die senkrechte Schwin¬ 
gungen mit etwa 20 Hz ausführt. Sie möchten dieses Schwin¬ 
gen verringern und stellen daher das Gerät auf ein Kissen. Wie 
weit sollte die Oberseite des Kissens ungefähr absinken, wenn 
das Gerät daraufgesetzt wird? 

C Hinweis : Siehe das Beispiel nach Gl. (3.58). Approximieren 
Sie auch das Kissen durch eine Feder, für die das Hookesche 
Gesetz exakt gilt.) 

Lösung: ^ 6 cm. 

13. Gleichung des erregten Oszillators. Zeigen Sie, daß Gl. (3.31) 
für den Fall T gleich Null die exakte stationäre Lösung der 
Gleichung des erregten Oszillators, Gl. (3.14), angibt. 

14. Pendel. Zeigen Sie, daß die Pendel von Bild 3.10, wenn sie 
durch Spiralfedern gekoppelt sind, für transversale waagerechte 
Schwingungen dieselben Bewegungsgleichungen haben wie für 
die dargestellte longitudinale Bewegung. 

15. Elektrischer Schwingkreis. Skizzieren Sie ein System aus In¬ 
duktivitäten und Kapazitäten, dessen Bewegungsgleichungen 
ähnlich wie Gl. (3.62) aussehen, und leiten Sie die Bewegungs¬ 
gleichungen her. 

16. Mechanisches Bandpaßfilter - Heimversuch. Bei nur zwei 
Pendeln kann man den exponentiellen Charakter der Filterung 
nicht erkennen, denn durch zwei Punkte kann jede Kurve 
gelegt werden. Bringen Sie in der Mitte zwischen den beiden 
Suppendosen eine dritte Dose im Innern Ihrer Spiralfeder an, 
so daß Sie ein System wie das in den Bildern 3.6 und 3.7 er¬ 
halten. Erregen Sie das System mit Hilfe des Plattenspielers 


20. System mit zwei Resonanzfrequenzen. Nehmen Sie an, es 
liege ein System vor mit zwei Resonanzfrequenzen cji und CJ 2 , 
die zur elastischen Amplitude eines bewegten Teiles gleiche 
Beiträge liefern. Ist cj sowohl von cji als auch von CJ 2 weit 
entfernt, so können wir in irgendwelchen Einheiten schreiben: 


A el = 


1 1 
CJ 2 CJ 2 CJ 2 CJ 2 


Zeigen Sie, daß A e p wenn cj sich von cji und cj 2 um viel 
mehr als ihre Differenz CJ 2 — cji unterscheidet, in guter Nähe¬ 
rung gerade zweimal so groß ist wie jeder der Beiträge. Das 
heißt, zeigen Sie, daß 


A e l : 


2 

w mit 


')< 


1 + « 


gilt, wobei 

^mit = h + w 2)» 


j (tJ 1 (^2) 

2 2 I 2 

^mit w 


21. Dispersionsgesetz gekoppelter Pendel. Gehen Sie von dem 
exakten Dispersionsgesetz gekoppelter Pendel aus, das durch 
die Gin. (3.98), (3.103) und (3.106) angegeben wird. Nehmen 
Sie a IX <^1 und a/6 <1 an. Dann sollte die kontinuierliche 
Näherung gut zutreffen. (Warum? ) Entwickeln Sie die Dis¬ 
persionsformeln in eine Taylorreihe und behalten Sie nur die 
ersten bedeutsamen Terme bei. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis 
mit jenem, das wir in Abschnitt 3.5 in der kontinuierlichen 
Näherung erhalten haben. 

22. Unbegrenzte Schwebungen beim Einschwingen (siehe Ab¬ 
schnitt 3.2). Verifizieren Sie, daß die Auslenkung des Oszilla¬ 
tors beim Einschwingen bei verschwindender Dämpfung von 
der Form ,,amplitudenmodulierter fast harmonischer Schwin¬ 
gungen“ ist, d.h., verifizieren Sie Gl. (3.43). Zeigen Sie, daß 
die modulierte Amplitude linear mit der Zeit anwächst, Gl. 
(3.45), wenn die Dämpfung verschwindet und die erregende 
Frequenz genau mit einer Resonanzfrequenz zusammenfällt. 
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23. Exponentielles Eindringen in den reaktiven Bereich - Heim¬ 
versuch. Bauen Sie ein System auf, das wie in Bild 3.12 aus 
Suppendosen und einer Spiralfeder besteht. Koppeln Sie Ihr 
erregendes System, den Plattenspieler, an ein Ende des dis- 
persiven Bereiches an. Bemessen Sie die Längen so, daß 

78 U/min oberhalb der oberen Grenzfrequenz, 45 U/min im 
Paßband und 33 U/min sowie 16 U/min unterhalb der unte¬ 
ren Grenzfrequenz liegen. Wenn Sie einen raschen und leich¬ 
ten Weg zur gleichzeitigen Änderung aller Schnurlängen um 
denselben Betrag finden, können Sie co 2 und folglich alle 
Resonanzfrequenzen bei konstanter erregender Frequenz 
kontinuierlich ändern und auf Resonanzen achten. 

24. Schwebungen beim Einschwingen. Verifizieren Sie Gl. (3.46), 
die die Zeitabhängigkeit der in einem erregten Oszillator ge¬ 
speicherten Energie angibt, wenn der Oszillator zur Zeit t = 0 
die Energie Null besitzt. Nehmen Sie schwache Dämpfung an. 
Gehen Sie außerdem davon aus, daß die erregende Frequenz 
ungefähr (doch nicht genau) gleich coi sei. Setzen Sie also 
cj/cji = 1, wo dies zulässig ist. Bei einem Ausdruck wie 

cos cot - coscüit ist es nicht zulässig, co = coi zu setzen, denn 
jede noch so kleine Differenz zwischen co und coi führt 
schließlich zu einem großen Effekt, d.h. zu einer großen rela¬ 
tiven Phasenverschiebung. 

25. Stark gedämpfter Oszillator. Zeigen Sie, daß das durch 
Gl. (3.9) angegebene Ergebnis für den stark gedämpften Os¬ 
zillator aus den Gin. (3.7) und (3.8) folgt. ( Hinweis : Verifi¬ 
zieren Sie zuerst die Identitäten cosix = coshx, sinix = i sinhx 
und verwenden Sie sie dann.) 

26. Kritische Dämpfung. Zeigen Sie, ausgehend von der Gleichung 
des schwach gedämpften Oszillators, Gl. (3.7), daß die Lösung 
bei kritischer Dämpfung zu 

x 1 (t) = e- (1/2)rt {x 1 (0) + [x,(0) + irx,(0)]t} 

wird. Zeigen Sie, daß man dasselbe Ergebnis erhält, wenn man 
von der Gleichung für überkritisch gedämpfte Schwingungen, 
Gl. (3.9), ausgeht. 

27. Halbwertsbreite einer Kartonröhre - Heimversuch. Lesen Sie 
die Absätze nach GL (3.28) durch. Bei der niedrigsten Eigen¬ 
schwingung von Schallwellen in einer an beiden Enden offenen 
Kartonröhre ist die Röhrenlänge notwendigerweise gleich 
einer halben Wellenlänge. (Es tritt eine kleine ,,Endkorrektur“ 
auf, so daß die Röhrenlänge in Wirklichkeit um etwa einen 
Röhrendurchmesser kleiner ist als eine halbe Wellenlänge.) 

Die Schallgeschwindigkeit beträgt etwa 330 m/s. Erzeugt Ihre 
Stimmgabel den Ton c 2 = 523 Hz, so wird die Kartonröhre bei 
einer Länge von etwa 32 cm am stärksten in Resonanz geraten. 

a) Verifizieren Sie diese Behauptung. Die Resonanzfrequenz 
v$ einer Röhre der Länge / ist also gleich 

_ 523 

V ° Iß 0 27T ’ 

wobei l 0 etwa 32 cm beträgt. / 0 wird wegen des oben er¬ 
wähnten Endeffektes nicht genau 32 cm sein. 

b) Verifizieren Sie diese Formel. Schneiden Sie nun fünf oder 
sechs Kartonröhren mit geeinget gewählten Längen / so zu, 
daß sie das Maximum der Resonanzkurve sowie die beiden 
Halbwertspunkte zu beiden Seiten des Maximums „über¬ 
streichen“. Wir erwarten, daß die Schallintensität I eine 
„Resonanzgestalt“ 



( u ; 0 - <^) 2 + ( ir ) 2 


aufweist, wobei wir I so normiert haben, daß es bei co = loq 
gleich 1,0 ist. In Ihrem Versuch ist die erregende Frequenz 
v die der Stimmgabel und ist daher konstant. Die Resonanz¬ 
frequenz vq wird durch Änderung der Röhrenlänge verän¬ 
dert. Sie sollen die Röhrenlänge / 0 bei Resonanz unter 
Berücksichtigung der Endkorrektur ermitteln. Dies geht 
am leichtesten mit dem Gehör, wenn Sie die Röhre leicht 
gegen Ihren Kopf schlagen und die Tonhöhe mit jener der 
Stimmgabel vergleichen. Außerdem sollen Sie die beiden 
Röhrenlängen finden, die den beiden Halbwertspunkten 
entsprechen. Sie sollen also die Halbwertsbreite T ermitteln. 
Das wird Ihnen indirekt die Abklingzeit für freie Schwin¬ 
gungen liefern. Die Hauptschwierigkeit bei Ihrem Versuch 
liegt darin, eine einigermaßen einfache Methode zum Ab¬ 
schätzen einer Abnahme der Schallintensität um die Hälfte 
zu erfinden. 


28. Zwei gekoppelte Pendel als mechanische Bandpaßfilter. 

Betrachten Sie das in Bild 3.3 dargestellte und in Abschnitt 3.3 
beschriebene System. Vernachlässigen Sie die Dämpfung. Zei¬ 
gen Sie, daß 


C0Si wt \ + 




CO* — CO* CO 2 — C0 2 


und 


'/'a co 2 + co 2 ~ 2co 2 

gilt, wobei coi die kleinere, co 2 die größere der beiden Eigen¬ 
frequenzen und co die erregende Frequenz bedeutet. 

29. Elektrisches Bandpaßfilter. Betrachten Sie das in Bild 3.8 
dargestellte Filter. Ermitteln Sie die Differentialgleichung für 
I a und Ib- Zeigen Sie, daß die Normalkoordinaten I a + Ib so¬ 
wie I a - Ifo sind und daß die Eigenschwingungen durch die 
Gin. (3.59) angegeben werden. 

30. Gekoppelte Pendel. Betrachten Sie in einer Linie angeordnete 
Pendel, die bei z = 0 unterhalb der Grenzfrequenz erregt wer¬ 
den und bei z = L an einer starren Wand befestigt sind, wie es 
in Bild 3.11 dargestellt ist. Zeigen Sie, daß \p(z, t) = A(z) coscot 
gilt, wenn \p(z, t) bei z = 0 gleich Aoeoscot ist, wobei 

[e' KZ — e -KL e~ K ^ L_z ^l 
A (z) = A 0 -^L-• 


Beachten Sie, daß dieser Ausdruck für L einfach gleich 
Aoe _KZ wird. 


31. Resonanz eines Systems gekoppelter Pendel. Lesen Sie die 
auf Gl. (3.90) folgende Erörterung. Ermitteln Sie die Resonanz¬ 
werte von co 2 wie folgt. 

a) Zeigen Sie, daß im Resonanzfall 
k cot kL = — k 

gilt. Daraus ersieht man, daß die Resonanzwerte von 0 = kL 
im zweiten Quadranten (90...180°), im vierten Quadranten 
(270...360°), im sechsten, achten usw. Quadranten hegen 
müssen. 

b) Es sei Ka 2 /mL 2 gleich „einer Einheit“ der rücktreibenden 
Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse, d.h. 
von co 2 . Es sei g// x = co 2 , g// 2 = co 2 . Zeigen Sie dann, daß 
man die Resonanz werte von co 2 erhält, indem man die 
beiden Funktionen 

co 2 = co 2 + e 2 

CO 2 = CO 2 - 0 2 cot 2 0 
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gegen 6 aufträgt. Die Resonanzen werden durch die Hälfte 
der Schnittpunkte der beiden Kurven bestimmt. Warum 
bloß die Hälfte? ( Anmerkung: a; 2 , a; 2 und o; 2 sind in 
den obigen Gleichungen dimensionslos, d.h. sie werden 
in Einheiten Ka 2 /mL 2 angegeben.) Skizzieren Sie ein typi¬ 
sches Diagramm, das die Resonanzfrequenzen liefert. Was 
geschieht bei sehr hohen Frequenzen? 

32. Totalreflexion von sichtbarem Licht an einem Spiegel aus 
Silber. Nehmen Sie an, das „Valenzelektron“ eines Silberatoms 
werde in metallischem Silber zu einem „freien“ Elektron. 
Schlagen Sie die Wertigkeit, das Atomgewicht und die Massen¬ 
dichte von Silber in einem Tabellenwerk nach. So finden Sie 
die Dichte N der freien Elektronen pro Volumeneinheit in 
metallischem Silber. Nehmen Sie an, die Dispersionsrelation 
für Licht in Silber habe dieselbe Form wie die für Licht oder 
andere elektromagnetische Wellen in der Ionosphäre, d.h. 
nehmen Sie 

üj 2 = üj 2 + c 2 k 2 , falls u) 2 ^cjp, 
üj 2 = ojp - c 2 k 2 , falls cj 2 ^ cjp 

an, wobei o; 2 = 47rNe 2 /m ist und e und m die Ladung und 
die Masse des Elektrons bedeuten. 

a) Berechnen Sie die Grenzfrequenz vp von metallischem Sil¬ 
ber. Zeigen Sie, daß die Frequenz v von sichtbarem Licht 
unterhalb dieser Grenzfrequenz liegt. Daher erwarten wir, 
daß eine hinreichend dicke Silberschicht senkrecht einfal¬ 
lendes sichtbares Licht totalreflektieren wird. Diese Tat¬ 
sache bewirkt das „silbrige“ Aussehen eines Silberspiegels. 

b) Berechnen Sie die mittlere Schwächungslänge 6 für rotes 
Licht mit der Vakuumwellenlänge 0,65 • 10 -4 cm und für 
blaues Licht mit der Vakuumwellenlänge 0,45 • 10 -4 cm. 
Unter einem „halbversilberten“ Spiegel versteht man eine 
Glasplatte mit einer Silberschicht, die soviel dünner als eine 
Schwächungslänge ist, daß etwa die Hälfte des Lichts durch¬ 
geht. D.h., es liegt keine Totalreflexion vor. Nehmen Sie an, 
Sie betrachten eine „weiße“ Glühlampe durch einen halb¬ 
versilberten Spiegel. Das „weiße“ Licht enthält in Wirklich¬ 
keit alle sichtbaren Farben. Würden Sie annehmen, daß das 
durchgelassene Licht weiß ist? Daß es einen Blaustich hat? 
Daß es einen Rotstich hat? Wie verhält es sich mit dem 
reflektierten Licht? 

c) Wie dick muß die Silberschicht sein, um die Intensität 
(die dem Quadrat der Amplitude proportional ist) des 
blauen Lichts an der Hinterseite der Schicht um den Fak¬ 
tor 100 zu vermindern? So ein Spiegel müßte 99 % des 
einfallenden Lichtes reflektieren. In Wirklichkeit liegt das 
Reflexionsverhältnis für sichtbares Licht eher bei 95 %. 

Wir haben den vom Widerstand des Silbers herrührenden 
Energieverlust vernachlässigt. Außerdem kann die Ober¬ 
fläche matt werden, indem sie sich mit einer Schicht aus 
Silberoxid überzieht, dessen Eigenschaften von denen des 
metallischen Silbers ganz verschieden sind. 

d) Bei welchen Frequenzen müßte die Silberschicht durch¬ 
sichtig werden? (Geben Sie auch die Vakuum weilenlänge 
an. Dieses Licht trägt die Bezeichnung „ultaviolett“.) 

33. Sägezahnförmige stehende Seichtwasserwellen - Heimversuch. 
Diese werden in der Übung 31 des Kapitels 2 beschrieben. Wir 
wollen nun lernen, wie man die niedrigsten sägezahnförmigen 
Eigenschwingungen in einer Schüssel voll Wasser anregt. Die 
niedrigste sägezahnförmige Eigenschwingung ist die schwap¬ 


pende Schwingung. Sie weist nur einen halben „Zahn“ auf. 

Die Oberfläche ist eben. Die Länge der Schüssel entspricht 
einer halben Wellenlänge. Bei der nächsten sägezahnförmigen 
Eigenschwingung würde ein vollständiger Zahn auftreten, d.h., 
die Länge der Schüssel wäre gleich einer Wellenlänge der nie¬ 
drigsten Fourierkomponente des Sägezahnes. Diese Eigen¬ 
schwingung wird nicht angeregt, wenn Sie die Schwingungen 
durch Hin- und Herbewegen der Schüssel erzeugen. Erklären 
Sie , warum sie nicht angeregt wird. Die nächste Eigenschwin¬ 
gung hat 1^ Zähne, also drei ebene Bereiche. Die Länge der 
Schüssel ist daher gleich drei halben Wellenlängen. Diese Eigen¬ 
schwingung können Sie anregen. Versuchen Sie, korrigieren Sie 
und bewegen Sie die Schüssel sachte. Wenn Sie glauben, daß es 
funktioniert, so lassen Sie die Schüssel los und überlassen Sie 
die Schwingungen sich selbst. Nach einiger Übung sind Sie in 
der Lage, die Eigenschwingung zu erkennen und anzuregen. 

Wir geben nun eine systematischere Methode an: Borgen Sie 
sich ein Metronom oder fertigen Sie eines an, indem Sie ein 
Gewichtstück an eine Schnur hängen - also ein Pendel - und 
den Pendelkörper gegen ein Stück Papier oder sonst etwas 
schlagen lassen, um ein Geräusch zu erzeugen. Bewegen Sie bei 
einer bestimmten Einstellung des Metronoms die Schüssel 
sachte im Rhythmus des Metronoms und warten Sie, bis sich 
ein stationärer Zustand einstellt. Verändern Sie zwecks Auf¬ 
suchen einer Resonanz die Metronomgeschwindigkeit. Sind 
Sie in der Nähe einer Resonanz, so beobachten Sie die Schwe¬ 
bungen beim Einschwingen ! Sie sind nicht nur schön, sondern 
geben Ihnen auch Aufschluß darüber, wie weit Sie von der 
Resonanz entfernt sind. Berechnen Sie die erwartete Resonanz¬ 
frequenz mit Hilfe der Beziehung v = \/gh. Tun Sie dies wäh¬ 
rend des Versuchs, damit Sie eine rasche Einstellung der Reso¬ 
nanz erreichen, d.h., daß Sie nicht in einem falschen Bereich 
suchen. Haben Sie die Resonanz hergestellt, so lassen Sie die 
Schüssel los und überlassen Sie die Schwingungen sich selbst. 
Bestimmen Sie die Dauer der freien Schwingungen. 

Haben Sie eine hinreichend leichte Schüssel, so daß nicht die 
Schüssel, sondern das Wasser die Hauptmasse liefert, und die 
gesamte Masse groß genug ist, Ihren Händen einen merklichen 
Bewegungswiderstand entgegenzusetzen, so können Sie die 
Resonanz einstellen, indem Sie das Fühlen Ihrer Hände mit 
dem Beobachten kombinieren. Dann brauchen Sie kein 
Metronom. 

Sie können spitzenartige „Punkte“ beobachten, wenn Sie 
Sägezahnwellen in beiden waagerechten Richtungen anregen. 
Wenn diese zusammenbrechen und Wasser in die Luft schleu¬ 
dern, dann können Sie sicher sein, daß keine lineare Theorie 
sie jemals erklären könnte! 

34. Zweidimensionale rechteckige stehende Oberflächenwellen 
in Wasser - Heimversuch. Nehmen Sie eine rechteckige Eis¬ 
schüssel her, doch nicht eine aus steifem Hartplastik, sondern 
eine biegsamere aus Polyäthylen. Füllen Sie sie bis zum Rand 
mit Wasser und überfüllen Sie sie dann, so daß sich die Wasser¬ 
oberfläche über die Schüssel wölbt. - Dies vermindert die 
Dämpfung durch die Seitenwände. Stoßen Sie das System 
sachte an und beobachten Sie das Muster der freien stehenden 
Wellen. Beschaffen Sie sich einen Kinderkreisel, wie er in je¬ 
dem Spielwarengeschäft erhältlich ist. Halten Sie den rotieren¬ 
den Kreisel gegen die Wand der Schüssel und stellen Sie die 
Kopplung z.B. durch eine umgekehrte Schüssel her, auf der 
beide aufliegen. Sie können beobachten, wie die Wellenlänge 
der erzwungenen Schwingungen, also der stehenden Wellen, 
allmählich länger wird, wenn sich der Kreisel langsamer dreht. 
Sie werden wahrscheinlich auch beobachten, was sich beim 
Durchlaufen einer Resonanz ereignet. 
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35. Stehende Wellen in Wasser - Heimversuch. 

a) Tauchen Sie eine schwingende Stimmgabel in Wasser ein 
und beobachten Sie die Wellen, besonders zwischen den 
Zinken. 

b) Halten Sie eine schwingende Stimmgabel waagerecht auf 
einer Wasseroberfläche (wie zwei parallel schwimmende 
Holzstücke) und beobachten Sie, was sich zwischen den 
Zinken abspielt. Einige Eigenschwingungen der Gabel wer¬ 
den rasch gedämpft. Es gibt eine, die einige Sekunden lang 
anhält. Versuchen Sie, mit Hüfe einer kleinen Lichtquelle 
Beleuchtung unter verschiedenen Winkeln - parallel und 
senkrecht zu den Zinken - herzustellen, um die erstaun¬ 
liche Vielfalt der Struktur zu sehen. 

36. Ober- und Unterschwingungen. Gegeben sei ein harmonischer 
Oszülator mit der Eigenfrequenz v 0 = 10 Hz und einer sehr 
langen Abklingzeit. Wird dieser Oszillator durch eine harmoni¬ 
sche Kraft mit der Frequenz von 10 Hz erregt, so wird er eine 
große Amplitude annehmen, d.h. er wird sich mit der erregen¬ 
den Frequenz ,,in Resonanz befinden“. Keine andere harmo¬ 
nisch erregende Kraft wird eine große Amplitude, also eine 
Resonanz, erzeugen. 

a) Rechtfertigen Sie die vorangehende Behauptung. Nehmen 
Sie als nächstes an, der Oszülator sei einer Kraft unter¬ 
worfen, die die Form eines einmal pro Sekunde periodisch 
wiederkehrenden Rechteckimpulses von 0,01 s Dauer auf¬ 
weist. 

b) Beschreiben Sie die Fourieranalyse des wiederkehrenden 
Rechteckimpulses qualitativ. 

c) Wird der harmonische Oszülator unter dem Einfluß dieser 
erregenden Kraft ,,in Resonanz geraten“, d.h. eine große 
Amplitude erlangen ? 

d) Nehmen Sie an, die erregende Kraft bestehe aus demselben 
Rechteckimpuls der Breite 0,01 s, der jedoch zweimal pro 
Sekunde wiederkehre. Wird der Oszülator in Resonanz 


geraten? Beantworten Sie dieselbe Frage für Wiederkehr¬ 
frequenzen von 3/s, 4/s, 5/s, 6/s, 7/s, 8/s und 9/s. 

e) Nun kommen wir zu etwas Neuem. Was geschieht, wenn 
wir denselben Oszülator mit demselben Rechteckimpuls, 
aber einer Wiederkehrfrequenz von 20/s erregen? Gerät der 
Oszülator in Resonanz? Beachten Sie, daß die Oszillator¬ 
frequenz in diesem Faüe eine Unterfrequenz der Grund¬ 
frequenz - der Wiederholungsfrequenz des erregenden 
Rechteckimpulses - darstellt. 

f) Betrachten Sie auf ähnliche Weise erregende Kräfte, die aus 
wiederkehrenden Rechteckimpulsen mit dreifacher, vier¬ 
facher usw. OszÜlatorfrequenz bestehen. Gerät der Oszilla¬ 
tor in Resonanz? Erklären Sie, was vorgeht. 

g) Nun kommen wir zu wieder etwas anderem. Nehmen Sie 
an, die erregende Kraft sei nur dann mit dem Oszillator ge¬ 
koppelt, wenn dessen Auslenkung aus dem Gleichgewicht 
positiv ist. Das ist z.B. der Faü, wenn Sie ein Kind auf einer 
Schaukel anstoßen. Sie stoßen nur dann an, wenn es seine 
Auslenkung in Reichweite Ihrer Arme, also der erregenden 
Kraft, bringt. Überlegen Sie sich nochmals die Frage, ob 
Sie in diesem Falle „asymmetrischer Kopplung“ Unter¬ 
schwingungen anregen können. Nehmen Sie an, die 
„Schaukel“ schwinge mit 1 Hz. Wenn Sie blindlings, also 
ohne Rücksicht darauf, ob die Schaukel da ist oder nicht, 
mit 2 Hz anstoßen, wird die Schaukel dann in Resonanz 
geraten? Was geschieht, wenn Sie mit 3 Hz anstoßen? 
Geben Sie die Erklärung. Erklären Sie nun, wie es kommt, 
daß eine hochfrequente erregende Kraft - z.B. von einem 
Flugzeugmotor - Resonanz bei einer viel tieferen Frequenz 
hervorrufen kann, die eine Unterfrequenz der erregenden 
Frequenz darstellt, d.h. die j usw. der erregenden Fre¬ 
quenz beträgt. Würden Sie erwarten, daß die Anregung von 
Unterschwingungen in Systemen, die beben und rattern 
können, üblich ist? Erklären Sie das. 



4. Laufende Wellen 


4.1. Einleitung 

Die Systeme, die wir in den Kapiteln 1, 2 und 3 be¬ 
trachtet haben, waren abgeschlossene Systeme , also Syste¬ 
me, die zwischen festen Grenzen eingeschlossen sind, so 
daß alle Energie innerhalb der Systemgrenzen bleibt. Wir 
haben gefunden, daß die freien Schwingungen eines abge¬ 
schlossenen Systems durch Überlagerung stehender Wellen, 
d.h. Eigenschwingungen, beschrieben werden können 
und daß die stationären erzwungenen Schwingungen sich 
durch Überlagerung stehender Wellen oder Eigenschwin¬ 
gungen beschreiben lassen. Die Art der auftretenden 
Eigenschwingungen wird durch die Randbedingungen 
festgelegt. 

Offene (unbegrenzte) Systeme. In Kapitel 4 werden 
wir erzwungene Schwingungen offener Systeme betrach¬ 
ten, d.h. von Systemen, die keine äußere Begrenzung 
besitzen. Hängt z.B. ein Mann, der Trompete bläst, an 
einem langen Seil, das von der Gondel eines hoch über 
der Erde fliegenden Ballons herunterhängt, so ist die Luft 
ein offenes System (offenes Medium) für Schallwellen, 
zumindest wenn wir Echos, also Reflexionen von der 
Erde zum Trompeter, vernachlässigen können. Wenn hin¬ 
gegen derselbe Trompeter in einem abgeschlossenen Raum 
mit Hartholzboden, Hartholzwänden und Hartholzdecke 
spielt, so wird der Effekt ein ganz anderer sein. In diesem 
Fall verhält sich die Luft im Raum wie ein abgeschlosse¬ 
nes System und gerät bei ihren Eigenfrequenzen in Reso¬ 
nanz, wenn sie geeignet erregt wird. Sind jedoch die Wän¬ 
de des Raumes mit vollkommen schallschluckendem 
Material überzogen, so daß keine Wellen zum Sender, also 
zur Trompete, reflektiert werden, dann verhält sich der 
Raum so, als wäre er ein vollständig offenes System ohne 
äußere Grenzen. Um ein offenes System darzustellen, 
muß sich das Medium also nicht notwendigerweise ins 
Unendliche erstrecken. 

Die Wellen, die von einer mit einem offenen Medium 
gekoppelten erregenden Kraft erzeugt werden, heißen 
laufende Wellen — sie laufen von der Störung, die sie er¬ 
zeugt, weg. Laufende Wellen haben die wichtige Eigen¬ 
schaft, daß sie Energie und Impuls transportieren. Wenn 
Sie also einen Stein in einen ruhenden Teich werfen, so 
können die sich von der Einfallstelle nach außen ausbrei¬ 
tenden Kreiswellen später einem entfernten treibenden 
Insekt kinetische Energie erteüen oder die potentielle 
Gravitationsenergie eines Zweiges, der auf einem Sand¬ 
strand halb innerhalb, halb außerhalb des Wassers liegt, 
vergrößern, indem sie ihn auf den Strand schwemmen. 

Oszilliert eine mit dem offenen Medium gekoppelte 
erregende Kraft harmonisch, so heißen die von ihr erzeug¬ 
ten laufenden Wellen harmonische laufende Wellen. Im 
stationären Zustand schwingen alle bewegten Teüe des 
Systems harmonisch mit der erregenden Frequenz. 


Amplitudenverhältnisse. Breiten sich die Wellen zwei- 
oder dreidimensional aus, so ist die Bewegungsamplitude 
um so kleiner, je weiter der bewegte Teü von der Wellen¬ 
quelle (die als klein vorausgesetzt wird) entfernt ist. Wenn 
das Medium hingegen eindimensional ist — z.B. eine ge¬ 
spannte Schnur, die an einem Ende erregt wird und sich 
bis ins Unendliche erstreckt oder in einer Wellen absor¬ 
bierenden Vorrichtung endet -, dann nimmt die Ampli¬ 
tude der harmonischen Bewegung der bewegten Teüe 
nicht mit der Entfernung von der Quelle ab, vorausgesetzt, 
das Medium ist homogen. Dies ist nicht nur bei eindimen¬ 
sionalen Wellen (wie die auf einer Schnur) der Fall, son¬ 
dern auch bei zweidimensionalen „geraden Wellen“ (von 
einem entfernten Sturm herrührende Dünung im Ozean) 
und dreidimensionalen „ebenen Wellen“ (Radiowellen 
von einem entfernten Stern). 

Phasenbeziehungen. Die Phasenbeziehung zwischen 
zwei verschiedenen bewegten TeÜen eines offenen Medi¬ 
ums, das eine harmonische laufende Welle trägt, ist stark 
unterschiedlich von jener, die bei einer stehenden Welle 
in einem abgeschlossenen System zu beobachten ist. Im 
Falle einer stehenden Welle, die entweder eine freie Eigen¬ 
schwingung oder eine erzwungene Schwingung eines ab¬ 
geschlossenen Systems sein kann, schwingen alle bewegten 
Teüe bis auf mögliche Minuszeichen in Phase miteinander. 
Bei einer laufenden Welle trifft dies nicht zu. Vielmehr 
macht der bewegte Teü b, wenn er von der erregenden 
Kraft weiter entfernt ist als der bewegte Teü a, zwar die¬ 
selbe Bewegung wie a durch, doch wegen der Zeit, die 
die Welle benötigt, um von a nach b zu laufen, zu einem 
späteren Zeitpunkt. Daher unterscheidet sich die Phasen¬ 
konstante von b von jener von a um den Betrag Frequenz 
mal zeitlicher Verzögerung. 

4.2. Harmonische laufende Wellen in einer 
Dimension und Phasengeschwindigkeit 

Nehmen Sie an, wir hätten ein eindimensionales 
System, das aus einer kontinuierlichen, homogenen Saite 
besteht, die sich von z = 0 ins Unendliche erstreckt. Die 
Saite ist bei z = 0 mit der Ausgangsklemme irgendeiner 
Vorrichtung (des „Senders“) verbunden, die die Saite 
schütteln und so laufende Wellen entlang der Saite „aus¬ 
strahlen“ kann. Die Auslenkung D(t) der Ausgangsklem¬ 
me sei gleich der harmonischen Schwingung 

D(t) = A cos cot. (4.1) 

Wir wollen die Auslenkung i//(z, t) eines bewegten Teiles, 
das an der Stelle z liegt, ermitteln, wobei sich z irgendwo 
zwischen z = 0 und Unendlich befindet. An der Stelle 
z = 0 können wir \//(z, t) leicht finden. Da die Saite direkt 
mit der Ausgangsklemme des Senders verbunden ist, ist 
die Auslenkung der Saite bei z = 0 gleich D(t): 

i//(0, t) = D(t) = A cos cot. (4.2) 
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Phasengeschwindigkeit. Nun wissen wir auf Grund 
unserer gemeinsamen Erfahrung aus der Beobachtung 
laufender Wasserwellen, daß diese sich mit konstanter 
Geschwindigkeit ausbreiten, solange die Eigenschaften 
des Mediums — z.B. die Wassertiefe — konstant bleiben. 
Sind die Wellen harmonische laufende Wellen, so heißt 
diese Geschwindigkeit di q Phasengeschwindigkeit v^. Wir 
stellen auch fest, daß die Bewegung eines bewegten Teiles 
an der Stelle z zur Zeit t dieselbe ist wie die des bewegten 
Teiles an der Stelle z = 0 zum früheren Zeitpunkt t', wo¬ 
bei t' um jene Zeit vor t liegt, die die Welle zum Durch¬ 
laufen der Distanz z mit der Geschwindigkeit benötigt: 


t' = t 



(4.3) 


So erhalten wir die Form einer laufenden sinusförmigen 
Welle, 

>Kz, t) = t') 

= A cos cot' 

= A cosco( t -^) 

= A cos/cot - y^Y (4.4) 


Beachten Sie, daß i//(z, t) bei festgehaltenem z eine har¬ 
monische Schwingung in der Zeit darstellt. Beachten Sie 
ebenso, daß i//(z, t) bei festgehaltenem t eine sinusförmige 
Schwingung im Raum beschreibt. Natürlich gelten diese 
beiden Aussagen auch für eine sinusförmige stehende Welle, 
die z.B. die Form 

i//(z, t) = Beos cot cos(a— kz) (4.5) 

aufweisen kann, wobei a eine Konstante ist. Bei festgehal¬ 
tener Zeit hat die durch Gl. (4.4) beschriebene laufende 
Welle dieselbe Raumabhängigkeit wie die stehende Welle 
von Gl. (4.5). Wenn wir daher die laufende Welle in der 
Form 

i//(z, t) = A cos (cot — kz) (4.6) 

anschreiben, dann können wir bei einer sinusförmigen 
laufenden Welle zu einem festgehaltenen Zeitpunkt den¬ 
selben Begriff der Wellenzahl k und der Wellenlänge X 
verwenden, den wir schon bei einer stehenden Welle be¬ 
nutzt haben. Durch Vergleich der Gin. (4.4) und (4.6) 
sehen wir, daß die Zunahme des Phasenwinkels pro Längen¬ 
einheit k bei einer sinusförmigen laufenden Welle zu 
einem festgehaltenen Zeitpunkt gleich 


k = 


co 


ist, d.h., die Phasengeschwindigkeit beträgt 



(4.7) 


(4.8 a) 


oder, da co = 2m> und k = lir/X güt, 
= X^ 


(4.8b) 


oder, da v = 1/T ist, 
= X 

v v? t • 


(4.8c) 


Die Phasengeschwindigkeit einer sinusförmigen laufenden 
Welle ist eine äußerst wichtige Größe. Wir geben die ver¬ 
schiedenen Formen in den Gin. (4.8) an und raten Ihnen 
dringend, jede von diesen auswendig zu lernen. In Bild 4.1 
ist eine sinusförmige laufende Welle dargestellt. 

Die Gin. (4.8) sind so wichtig, daß wir nun eine andere 
Herleitung bringen. Wir definieren die Phasenfunktion 
<p(z, t) einer sich in der positiven z-Richtung ausbreiten¬ 
den sinusförmigen laufenden Welle als das Argument der 
Wellenfunktion cos(cot - kz): 

<^(z, t) = cot - kz. (4.9) 

Wir haben in Gl. (4.9) eine mögliche Phasenkonstante 
unterdrückt. Bei vorgegebenem festen z wächst die Phase 
auf Grund des Terms cot linear mit der Zeit an. Bei vor¬ 
gegebener fester Zeit t nimmt die Phase auf Grund des 
Terms — kz linear mit z ab. Geht man zu größerem z 
über, so nimmt die Phase ab, da sie zu früheren Zeiten 
ausgesandten Wellen entspricht. Übrigens ist unsere Vor¬ 
zeichenvereinbarung für eine positive Phase nicht univer¬ 
sell ; manche Leute ziehen es vor, kz — cot als Phase zu 
bezeichnen. Wollen wir einen bestimmten Wellenberg 
[ein Maximum von cos^(z, t)] oder ein Wellental [Mini¬ 
mum von cosi^(z, t)] verfolgen, während sich die Welle 
fortbewegt, so müssen wir, wenn sich t ändert, verschiedene 
z betrachten, um die Phase <^(z, t) konstant zu halten. 

Wenn wir daher das totale Differential von <^(z, t) bilden 
und es gleich Null setzen, so erhalten wir die Beziehung 
zwischen z und t für einen Punkt konstanter Phase. Das 
totale Differential von ^(z, t) lautet: 

d^ = (^)dt + (^)dz = co dt-kdz. (4.10) 


Es verschwindet, wenn dt und dz durch die Beziehung 



[d*=0] 


co 

k 


(4.11) 


miteinander verknüpft sind, die mit Gl. (4.8a) identisch ist. 

Weisen laufende Wellen dieselbe Dispersionsrelation 
auf wie stehende Wellen? In Kapitel 2 haben wir erkannt, 
daß die Dispersionsrelation, die co als Funktion von k 
oder k als Funktion von co angibt, bei freien stehenden 
Wellen in einem bestimmten Medium nicht von den Rand¬ 
bedingungen abhängt, obwohl dies für die speziellen Werte 
von k güt. In Kapitel 3 haben wir gefunden, daß für die 
durch erzwungene Schwingungen eines abgeschlossenen 
Systems bedingten stehenden Wellen das gleiche Disper¬ 
sionsgesetz gilt wie für freie stehende Wellen, mit spe¬ 
ziellen Werten von k, die von den Randbedingungen ab- 
hängen. Auch entdeckten wir bei einem oberhalb oder 
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Bild 4.1 

Die erregende Kraft bei z = 0 führt eine 
harmonische Bewegung mit der Schwin¬ 
gungsdauer T aus. Eine sinusförmige lau¬ 
fende Welle breitet sich in der positiven 
z-Richtung aus. Die Wellenlänge ist X. Die 
Phasengeschwindigkeit ist X/T = cj/k = Xv. 
Jeder Punkt der Saite vollführt dieselbe 
harmonische Bewegung wie der bei z = 0, 
jedoch zu einem späteren Zeitpunkt. 


unterhalb seiner größten bzw. kleinsten Eigenfrequenz 
erregten System eine neue Wellenart, die Exponential- 
welle. Bei unserer gegenwärtigen Betrachtung laufender 
Wellen in offenen Systemen treten keine anderen Rand¬ 
bedingungen auf als die an dem mit dem Sender gekoppel¬ 
ten Ende. Wir erwarten, daß die Dispersionsrelation wie 


vorher unabhängig von den Randbedingungen sein wird. 
Etwas an den laufenden Wellen ist jedoch ganz anders als 
bei stehenden Wellen, die entweder von freien oder er¬ 
zwungenen Schwingungen eines abgeschlossenen Systems 
herrühren, nämlich die Phasenbeziehung zwischen ver¬ 
schiedenen bewegten Teilen. Im Falle sowohl der freien 
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als auch der erzwungenen Schwingung (unter Vernach¬ 
lässigung der Reibung) weisen alle bewegten Teile die¬ 
selbe Phase auf. Dies verhält sich bei laufenden Wellen 
nicht so. Könnte das nicht die Dispersionsrelation beein¬ 
flussen? Nein, wie wir zeigen werden. 

Dispersionsgesetz für in einer Linie angeordnete Pendel. 
Betrachten wir ein spezielles Beispiel, das aber genügend 
allgemein ist, uns davon zu überzeugen, daß tatsächlich 
alle Dispersionsrelationen für laufende wie für stehende 
Wellen dieselbe Form aufweisen. Wir benutzen zur Ein¬ 
führung des Begriffs der laufenden Welle die kontinuier¬ 
liche Saite als einfaches Beispiel. Aber selbstverständlich 
können wir, genau wie es bei stehenden Wellen der Fall 
ist, laufende Wellen ebenso gut in Systemen mit diskreten 
Parametern wie in kontinuierlichen Systemen hersteilen. 
Daher betrachten wir, um ein sehr allgemeines Ergebnis 
zu erhalten, jenes so reichhaltige System, die gekoppelten 
Pendel. Wir werden das exakte Dispersionsgesetz für eine 
unendliche Anzahl in einer Linie angeordneter gekoppel¬ 
ter Pendel ermitteln, die bei z = 0 erregt werden. Betrach¬ 
ten Sie Büd 3.10, das eine allgemeine Stellung dreier auf¬ 
einanderfolgender gekoppelter Pendel darstellt, und über¬ 
zeugen Sie sich davon, daß die exakte Bewegungsgleichung 
des n-ten Pendelkörpers die in Gl. (3.62), Abschnitt 3.5, 
angegebene ist. Wir schreiben sie hier nochmals an: 


= ~J'Pn + H'O/'n+l ~ tn) ~ §(^n “ tn-l)- 

(4.12) 

Da alle bewegten Teile ebenso wie bei stationären erzwun¬ 
genen Schwingungen eines abgeschlossenen Systems auch 
bei stationären laufenden Wellen harmonisch schwingen 
sollen, wissen wir, daß bei beliebigen Phasenkonstanten 
von \jj n gelten muß 

$n = ~U 2 \p n . (4.13) 

Setzen wir Gl. (4.13) in Gl. (4.12) ein, fassen die Terme 
zusammen und dividieren durch ;// n (t), so finden wir 


2 _ g x 2K _ K (’/'n+l + ^n-l) 
w / + m m 


(4.14) 


Sinusförmige laufende Welle. Nun nehmen wir an, es 
liege eine sinusförmige laufende Welle der Form 

\p n = A cos (cot + — kz), z = na, 

vor. Dann gÜt, wie Sie leicht zeigen können, 

^n+l + ’/'n-l = 2l// n COSka. 

Daher wird Gl. (4.14) zu 


2 g . 2K 

co = j + — (1 -coska), 

(4.15) 

Ah. 


2 8 . 4K . 2 1 

w -J + m sm i ka - 

(4.16) 


Dies ist genau dasselbe Dispersionsgesetz, das wir in Ab¬ 
schnitt 3.5, Gin. (3.91) bis (3.98), für erzwungene Schwin¬ 
gungen gefunden haben. Wir sehen, daß der Frequenz¬ 
bereich, in dem sinusförmige Wellen auftreten, bei laufen¬ 
den wie bei stehenden Wellen derselbe ist. Er erstreckt 
sich von co m i n bis co max , wobei 

^min i ^max / m * (4-17) 

Exponentialwellen in einem offenen System. Liegen 
die erregenden Frequenzen unterhalb der unteren Grenz¬ 
frequenz oo 0 , so dürfen wir vermuten, daß das Dispersions¬ 
gesetz für ein erregtes offenes System wieder dasselbe wie 
für ein geschlossenes sein wird. Das ist richtig. Daher güt 
für ein System gekoppelter Pendel, das sich von z = 0 
bis z = + oo erstreckt und bei z = 0 mit der Frequenz 
gj> < GJ 0 erregt wird 

\jj( z, t) = Ae~ KZ coscot, z = na, (4.18) 

o o 4K ol 

00 2 = C0o - Sinh - k a. (4.19) 

Zick-zack-förmige Exponentialwellen. Analog erhalten 
wir bei einer erregenden Frequenz oberhalb der oberen 
Grenzfrequenz die zick-zack-förmigen Exponentialwellen 

i//(z, t) = A(-l) n e~ KZ coscot, z = na, (4.20) 

4K 1 

co 2 = col + — cosh 2 -Ka. (4.21) 

Daher unterscheidet sich eine Exponentialwelle in einem 
erregten offenen System von einer, die im allgemeinen 
Fall des erregten abgeschlossenen Systems auftritt, nur 
darin, daß wir die Lösung e +KZ unterdrücken müssen, die 
bei z = + <*> gegen Unendlich geht. Beachten Sie, daß in 
einer Exponentialwelle alle bewegten Teüe mit derselben 
Phasenkonstanten schwingen [siehe Gin. (4.18) und (4.20)]. 
Daher tritt so etwas wie eine Phasengeschwindigkeit nicht 
auf, weil keine Wellenform vorhanden ist, die sich ohne 
Gestaltsänderung fortbewegt, und auch keine Wellenform, 
die sich zwar mit Gestaltsänderung, doch mit erkennbaren 
Wellenbergen und -tälern ausbreitet. 

Wir haben also am Beispiel der gekoppelten Pendel 
gezeigt, daß in einem vorgegebenen Medium das Disper¬ 
sionsgesetz, das die Beziehung zwischen co und k herstellt, 
für laufende Wellen dasselbe ist wie für stehende Wellen, 
die von freien oder von stationären erzwungenen Schwin¬ 
gungen eines abgeschlossenen Systems herrühren. 

Dispersionsbehaftete und dispersionsfreie sinusförmige 
Wellen. Hat das Dispersionsgesetz die einfache Form 
oj(k) 

v(k) = = konstant, unabhängig von k, (4.22) 

so heißen die Wellen dispersionsfrei; andernfalls heißen 
sie dispersionsbehaftet. Die Verwendung des Symbols k 
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bedingt in jedem Fall, daß sie sinusförmig sind. Eine dis¬ 
persionsbehaftete Welle, die eine Überlagerung laufender 
Wellen mit verschiedenen Wellenzahlen darstellt, wird 
beim räumlichen Fortschreiten ihre Gestalt ändern, da 
Komponenten mit verschiedenen Wellenlängen mit unter¬ 
schiedlichen Geschwindigkeiten dahinlaufen. Die Kompo¬ 
nenten mit verschiedenen Frequenzen werden so „disper¬ 
giert“. Dispersionsbehaftete Wellen sind sinusförmige 
Wellen , deren Phasengeschwindigkeit v^ = co/k sich mit 
der Wellenlänge ändert. 


die Wellen nichtdispersiv werden. Das können wir sehen, 
indem wir sin^ka in eine Taylorreihe entwickeln: 

T 0 a sin(^ka) 

"ÖkäT 

T 0 a ( 2 ka) — | ( 5 ka ) 3 + ... 




m 

T 0 a 

m 


(i ka) 


1 + 


(4.25) 


Reaktive Exponentialwellen. Liegt die erregende Fre¬ 
quenz co nicht im „Paßband“ zwischen der unteren Grenz¬ 
frequenz (die in manchen Fällen gleich Null sein kann) 
und der oberen Grenzfrequenz (die in manchen Fällen 
Unendlich sein kann), so weisen die Wellen, wie wir ge¬ 
sehen haben, nicht eine sinusförmige, sondern eine ex¬ 
ponentielle Raumabhängigkeit auf. Diese Art von Expo¬ 
nentialwellen wird manchmal als „reaktiv“ bezeichnet, 
während man eine sinusförmige Welle „dispersiv“ nennt. 
Manchmal spricht man von einem „dispersiven Medium“ 
oder von einem „reaktiven Medium“. Natürlich kann ein 
und dasselbe Medium in einem Frequenzbereich - dem 
Paßband - dispersiv, in einem anderen — außerhalb des 
Paßbandes — hingegen reaktiv sein. 

In den folgenden Beispielen befassen wir uns mit 
Phasengeschwindigkeiten dispersiver Wellen. 

• Beispiele: 1. Transversale Wellen auf einer Perlen¬ 
kette. Die Dispersionsrelation 1 ) für transversale Wellen 
auf einer Perlenkette mit der Gleichgewichtsspannung T 0 , 
der Punktmasse m und dem Punktabstand a lautet (siehe 
Gl. (2.70)) 

o 4T 0 9 1 7 J 

CO 2 = — sin 2 -ka, 0<k<-. (4.23) 


Daher güt für die Phasengeschwindigkeit transversaler 
laufender Wellen für 0 < ka < n die Beziehung 


2 _ 

V * “k 2 “ 


4T 0 sin 2 jka 
mä - k 2 


(4.24) 


Bei Frequenzen oberhalb der oberen Grenzfrequenz 
co 0 ~ \/4To/ma sind die Wellen zick-zack-förmige Expo¬ 
nentialwellen, und so etwas wie eine Phasengeschwindig¬ 
keit tritt nicht auf. Bei Frequenzen zwischen Null und co 0 
sind die Wellen dispersionsbehaftet, da die Phasengeschwin¬ 
digkeit nicht konstant ist, sondern von k abhängt. Im 
Grenz fall großer Wellenlängen oder kleiner Massenpunkt¬ 
abstände, wo a/X < 1 güt, wird die Phasengeschwindigkeit 
im wesentlichen von der Wellenlänge unabhängig, so daß 


*) Eine sehr schöne experimentelle Demonstration dieser Disper¬ 
sionsrelation (4.23) wird von J. M. Fowler, J. T. Brooks und 
E. D. Lambe in „One-dimensional Wave Demonstration“, 

Am. J. Phys. 35, 1065 (1967), angegeben. 


Dann erhalten wir, wenn wir p 0 als mittlere Masse pro 
Längeneinheit im Gleichgewicht, also p 0 = m/a, definie¬ 
ren, für die kontinuierliche Saite 



(4.26) 


Also ist die Phasengeschwindigkeit transversaler laufender 
Wellen auf einer kontinuierlichen Saite eine Konstante, 
unabhängig von der Frequenz. Gl. (4.26) ist identisch mit 
dem Ergebnis für co/k, das wir in Kapitel 2 als Dispersions¬ 
gesetz stehender Wellen auf der kontinuierlichen Saite er¬ 
halten haben (Gl. (2.22)). • 


• 2. Longitudinale Wellen auf einer Perlenkette. 

Das Dispersionsgesetz erhält man aus jenem für transver¬ 
sale Wellen, indem man einfach die Spannung T 0 durch 
die Federkonstante K mal dem Massenpunktabstand a er¬ 
setzt (siehe Gl. (2.78)). Im kontinuierlichen Grenzfall er¬ 
halten wir, wenn wir in Gl. (4.26) Ka für T 0 einsetzen, 



K l L 

Po 


(4.27) 


wobei wir Ka = K L L geschrieben haben, um Sie daran zu 
erinnern, daß die gesamte Federkonstante K L , wenn Sie 
Federn in Serie zu einer langen Feder der Gesamtlänge L 
zusammenfügen, gerade a/L mal der Federkonstanten 
eines Saitenelementes der Länge a ist. Gemäß Gl. (4.27) 
sind longitudinale Wellen auf einer kontinuierlichen Saite 
dispersionsfrei. In Büd 4.2 zeigen wir ein laufendes „Wel¬ 
lenpaket“, das aus einer „Verdichtung“ und einer „Ver¬ 
dünnung“ besteht und sich entlang einer Feder fort¬ 
bewegt. • 

Phasengeschwindigkeit des Schalls - Newtonsches 
Modell. Newton leitete als erster einen Ausdruck her, der 
die Geschwindigkeit von Schallwellen in der Luft voraus¬ 
sagte. Newtons Gleichung liefert ein falsches Ergebnis; 
sie sagt eine Geschwindigkeit von etwa 280 m/s voraus, 
während die beobachtete 332 m/s beträgt (bei Normal¬ 
temperatur von 0 °C und Normaldruck von 1 atm). Die 
Herleitung ist sehr einfach, und der Grund, weshalb die 
Gleichung ein falsches Ergebnis liefert, ist recht interes¬ 
sant. Wir bringen nun die Herleitung. 

Befindet sich Luft in einem geschlossenen Behälter, so 
übt sie auf die Wände des Behälters einen nach außen ge- 
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Bild 4.2. Longitudinale laufende Welle, bestehend aus einer einzigen Verdichtung c und einer einzigen Verdünnung r, die sich entlang einer Feder 
ausbreiten. Die sechste Federwindung trägt eine Markierung, so daß Sie ihre Bewegung verfolgen können. 


richteten Druck aus. Die Luft verhält sich also wie eine 
zusammengedrückte Feder, die sich ausdehnen möchte. 
Nehmen Sie an, der Behälter sei ein langer Zylinder, bei 
dem ein Ende durch eine Wand, das andere durch einen 
masselosen beweglichen Kolben verschlossen ist. Dann 
wirkt die Luft wie eine zusammengedrückte Feder, die 
sich entlang des Zylinders erstreckt und versucht, den 
Kolben mit einer Kraft vom Betrage F aus dem Zylinder 
zu stoßen. Im Gleichgewicht gleicht eine äußere Kraft 
vom Betrage F, die auf den Kolben wirkt, die Kraft der 
Luft aus. 

Bei einer Feder mit der Federkonstanten K L , die im 
entspannten Zustand die Länge L x hat und auf die Länge L 
(mit L < L x ) zusammengedrückt ist, beträgt 

F = K l (L 1 -L). 

Wird die Federlänge L verändert, so erhält man die Ände¬ 
rung von F durch Differentiation dieses Ausdrucks als 

dF = — K L dL. (4.28) 


Ähnlich übt die Luft auf den Kolben eine Kraft 


aus, wobei p der Luftdruck und A die Fläche des Zylinder¬ 
querschnittes ist. Wird der Kolben um ein kleines Stück 
aus seiner Gleichgewichtslage verschoben, so daß sich die 
Zylinderlänge (Luftsäule) L etwa um dL ändert, dann än¬ 
dert sich das Volumen um AdL = dV. Daher ändert sich F 


dF = A dp = A 


(4.29) 


wobei der Index Null bedeutet, daß dp/dV beim Gleich¬ 
gewichtsvolumen genommen wird. Durch Vergleich der 
Gin. (4.28) und (4.29) sehen wir, daß die „äquivalente 
Federkonstante“ der Luft in der Röhre gleich 


(4.30) 
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Nehmen Sie an, wir hätten eine zusammengedrückte 
Feder mit der Federkonstanten K L , die im Gleichgewicht 
die Länge L 0 und die Linienmassendichte p 0 (Linie) auf¬ 
weise. Dann ist die Phasengeschwindigkeit longitudinaler 
Wellen gleich (siehe Gl. (4.27)) 


K L Lp 
Po (Linie) ‘ 


(4.31) 


Um Gl. (4.31) für Schall umzuschreiben, verwenden wir 
Gl. (4.30) für K l . Auch gilt für das Gleichgewichtsvolu¬ 
men AL 0 = V 0 , und die Linienmassendichte ist gleich 

Po (Linie) L 0 = p 0 (Volumen) AL 0 , (4.32) 


wobei Po (Volumen) die Volumsmassendichte im Gleich¬ 
gewicht ist. Setzen wir die Gin. (4.30) und (4.32) in Gl. 
(4.31) ein und lassen die Bezeichnung „Volumen“ bei der 
Volumenmassendichte im Gleichgewicht p 0 weg, so er¬ 
halten wir für die Schallgeschwindigkeit 
V 0 (dp/dV)o 


v 2 = 


Po 


(4.33) 


Wir müssen noch dp/dV, die Änderung des Druckes 
mit dem Volumen, ermitteln. Hier verwendete Newton 
das Boylesche Gesetz, demzufolge das Produkt aus Druck 
und Volumen bei konstanter Temperatur konstant ist: 

PoVp 

pV = PoV 0 , p = -^-, (4.34) 

wobei pp den Gleichgewichtsdruck bedeutet. Differen¬ 
zieren liefert 

dp _ p 0 V 0 
dV " V 2 ’ 

d.h., im Gleichgewicht bekommen wir mit V = V 0 

v »© 0 < 4 - 3s > 


So liefert Gl. (4.33) das Newtonsche Ergebnis 

v Newton ' 


'Po 

Po 


(4.36) 


Für Luft im Normalzustand gilt 

Po = 1 atm = 1,01 * 10 6 = 1,01 bar 

crrr 

(4.37) 

22,4 Liter/Mol cm 3 


Newton fand so als Schallgeschwindigkeit 


_ /1,01 * 10 6 dyn/cm 2 
VNewton ~ \ 12 9 • 10" 3 g/cm 3 ~ 


= 2,80- 10 4 ^p = 280™ 


(4.38) 


Die experimentell festgestellte Geschwindigkeit, die Sie 
sich einprägen sollten, ist bei Luft im Normalzustand 
gleich 


v = 332 


m 

s 


1 km 
3s 


(4.39) 


Vielleicht sind Sie mit der gebräuchlichen Methode ver¬ 
traut, nach der man die Entfernung zu einem Blitzschlag 
durch Abzählen der Sekunden zwischen Blitz und Donner 
abschätzt. Es güt näherungsweise „ein Kilometer in drei 
Sekunden“. Ähnlich können Sie die Schallgeschwindig¬ 
keit mit Hüfe einer Stoppuhr und eines Feuerwerkschwär¬ 
mers, der von einer Hilfsperson losgelassen wird, messen. 


Berichtigung von Newtons Fehler. Nun erhebt sich 
die interessante Frage: Wie konnte Newton so nahe an 
das richtige Ergebnis herankommen (was zeigt, daß etwas 
an seiner Ableitung richtig ist) und es doch um 15 % ver¬ 
fehlen (was zeigt, daß etwas an seiner Ableitung falsch 
ist) ? Die Schwierigkeit rührt von der Zugrundelegung 
des Boyleschen Gesetzes her, das nur bei konstanter Tem¬ 
peratur güt. Die Temperatur bleibt jedoch in einer Schall¬ 
welle nicht konstant. An der Luft, die zu einem bestimm¬ 
ten Zeitpunkt in einem Verdichtungsbereich liegt, ist 
Arbeit verrichtet worden. Ihre Temperatur ist etwas höher 
als im Gleichgewicht. Die angrenzenden Bereiche, die eine 
halbe Wellenlänge entfernt liegen, sind Verdünnungs¬ 
bereiche. Sie haben sich bei der Expansion leicht abge¬ 
kühlt. Die Energie bleibt erhalten; der Energieüberschuß 
bei Verdichtung ist gleich dem Energiemangel bei Ver¬ 
dünnung. Wegen des Temperaturanstiegs in einem Ver¬ 
dichtungsbereich ist der Druck dort größer als vom Boyle¬ 
schen Gesetz vorausgesagt, und der Druck in einem Ver¬ 
dünnungsbereich ist kleiner als vorausgesagt. Dieser Effekt 
erzeugt eine größere rücktreibende Kraft als erwartet und 
folglich eine größere Phasengeschwindigkeit. 

Wir müssen also statt des Boyleschen Gesetzes, das 
bei konstanter Temperatur güt, das adiabatische Gasgesetz 
verwenden, das die Beziehung zwischen p und V angibt, 
wenn keine Wärme strömen kann. Die Wärme hat nicht 
genügend Zeit, von den Verdichtungs- in die Verdünnungs¬ 
bereiche zu strömen und so die Temperatur auszugleichen. 
Bevor dies geschehen kann, ist eine halbe Schwingung 
verstrichen, und ein früherer Verdichtungsbereich ist zu 
einem Verdünnungsbereich geworden. Das Ergebnis ist 
also dasselbe, als wären „Wände“ vorhanden, die die Wär¬ 
me am Überströmen von einem Bereich in einen anderen 
hindern. Man kann zeigen, daß das adiabatische Gasgesetz 

pV 7 = p 0 Vo 7 , P = PoV 0 7 V 7 (4.40) 

lautet, wobei 7 eine Konstante ist, die „das Verhältnis 
von spezifischer Wärme bei konstantem Druck zu spezifi- 
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scher Wärme bei konstantem Volumen“ heißt und den 
numerischen Wert 

7 = 1,40 für Luft im Normalzustand 

besitzt. Differenzieren wir Gl. (4.40) und setzen wir dann 
V = V 0 , dann erhalten wir 

Setzen wir dies in Gl. (4.33) ein, so bekommen wir das 
richtige Ergebnis für die Schallgeschwindigkeit: 

v Schaii = 1 = I v Newton = 332 y . (4.41) 

Wir wollen untersuchen, weshalb die Wärme nicht Zeit 
hat, von einem Verdichtungsbereich in einen Verdünnungs¬ 
bereich zu strömen und so die Temperatur auszugleichen. 
Damit der Wärmestrom die Temperatur überall konstant 
halten könnte, müßte die Wärme eine halbe Wellenlänge 
(von einem Verdichtungs- zu einem Verdünnungsbereich) 
in einer Zeit durchströmen, die gegenüber einer halben 
Schwingungsdauer kurz ist — nach einer halben Schwin¬ 
gungsdauer werden die Verdichtungs- und Verdünnungs¬ 
bereiche ihre Plätze vertauscht haben. Um einen hinrei¬ 
chend raschen Wärmestrom zu erhalten, würde man also 
benötigen 

ix 

v (Wärmestrom) >-= Vg^^. (4.42 a) 

I j 

Es zeigt sich, daß der Wärmestrom hauptsächlich von der 
Wärmeleitung herrührt, d.h. von der Übertragung trans¬ 
latorischer kinetischer Energie von einem Luftmolekül 
auf ein anderes durch Stöße. Bei einem Luftmolekül der 
Masse m, das sich in Luft mit der absoluten Temperatur T 
befindet, beträgt die Quadratwurzel aus dem gemittelten 
Quadrat bei thermischer Geschwindigkeit (die durch die 
Wärmeenergie bedingte mittlere translatorische Geschwin¬ 
digkeit) in einer vorgegebenen z-Richtung 

v,h =<v z >1/2 = |/^. (4.42b) 

wobei k die Boltzmannkonstante ist. Die Schallgeschwin¬ 
digkeit kann auch mit Hilfe von T und m ausgedrückt 
werden. Sie lautet 

/rn /TkT 

v schaii - ]/ Po V m • (4.42c) 

Die Schallgeschwindigkeit ist also bis auf die Konstante 
Vt gleich der Wurzel aus dem mittleren thermischen 
Geschwindigkeitsquadrat der z-Richtung. Daher würden 
die Moleküle, wenn sie Strecken von der Größenordnung 
\X geradlinig durchliefen, bevor sie Stöße erleiden, „gera¬ 
de noch rechtzeitig ankommen“, um Wärme zu übertragen. 


Im Mittel würden sie Gl. (4.42a) nicht erfüllen, doch einige 
besonders schnelle würden es. Daher träte während einer 
halben Schwingungsdauer eine bedeutende Wärmeüber¬ 
tragung auf. Doch statt Strecken von der Größenordnung 
\ X geradlinig zu durchlaufen, schlagen die Moleküle eine 
zick-zack-förmige Bahn mit Zufallscharakter ein und legen 
(bei Luft im Normalzustand) zwischen den Stößen nur 
Strecken von der Größenordnung 10 " 5 cm zurück. Daher 
ist, solange die Wellenlänge groß gegenüber 10" 5 cm ist, 
das adiabatische Gesetz eine sehr gute Näherung. Die kür¬ 
zeste Wellenlänge bei hörbaren Schallwellen entspricht 
v ^ 20 000 Hz, hier gÜt X = v/v^ 3,32• 10 4 /2 * 10 4 = 1,6 cm. 


• Beispiele: 3. Elektromagnetische Welle in der Erd¬ 
ionosphäre und Phasengeschwindigkeiten größer c. Es 
zeigt sich, daß die Dispersionsrelation für elektromagne¬ 
tische Wellen in der Ionosphäre annähernd 

co 2 =cOp+c 2 k 2 (4.43) 

lautet, wobei c die Lichtgeschwindigkeit und co p = 2iw p 
die Kreisfrequenz der Eigenschwingungen der Plasma¬ 
elektronen bedeutet. Bei erregenden Frequenzen, die über 
der Grenzfrequenz co p liegen, ist die Ionosphäre ein dis- 
persives Medium, weshalb die elektromagnetischen Wellen 
sinusförmig sind. Dies trifft für typische Ultrakurzwellen¬ 
oder Fernsehfrequenzen um 100 MHz zu. Für die Phasen¬ 
geschwindigkeit einer laufenden Welle mit der Frequenz co 
güt die Beziehung 

.2 60 2 

(4.44) 


2 60 
V *" k 2 


:C 2 + ^ 

C k 2 


Doch diese Geschwindigkeit ist größer als c, die Vakuum¬ 
geschwindigkeit des Lichts und aller anderen elektro¬ 
magnetischen Wellen einschließlich der 100-MHz-Fernseh- 
wellen, die wir soeben betrachten. 

Die Phasengeschwindigkeit ist tatsächlich größer als c, 
doch bedeutet dies nicht, daß sie mit der Relativitäts¬ 
theorie in Widerspruch stünde. Erinnern Sie sich, daß eine 
Phasengeschwindigkeit v^ nur die Phasenbeziehung zwi¬ 
schen der stationären harmonischen Schwingung eines be¬ 
wegten Teiles (eines Elektrons in der Ionosphäre) an der 
Stelle z x und jener eines anderen bewegten Teiles an der 
Stelle z 2 angibt. Bei stationären harmonischen Schwin¬ 
gungen ist keine Rede davon, welche Schwingung an der 
Stelle z 2 die „Folge“ einer bestimmten Schwingung an 
der Stelle z x ist. Keine ist es. Das ganze System befindet 
sich in einem stationären Zustand, der nach einer langen 
Zeit, während der der Einschwingvorgang abgeklungen 
ist, erreicht wurde. Wir werden in Kapitel 6 herausfinden: 
Wenn Sie die Welle durch Änderung der Amplitude modu¬ 
lieren und dadurch Informationen — z.B. eine Fernseh¬ 
schau — über die elektromagnetischen Wellen senden, so 
breiten sich die Modulationen nicht mit der Phasengeschwin¬ 
digkeit aus. Sie haben eine andere Geschwindigkeit, die 
sogenannte Gruppengeschwindigkeit. Diese ist immer 
kleiner als c, die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. 
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Versuchen wir zu verstehen, wie wir eine Phasen¬ 
geschwindigkeit größer als c erhalten können. Beachten 
Sie, daß die Ursache der „Schwierigkeit“ (falls Sie eine 
solche haben) in der Konstanten odp liegt, die in der Dis¬ 
persionsrelation auftritt. Wäre 00 p gleich Null, so wäre die 
Phasengeschwindigkeit gleich c und nicht größer als c. 
Diese Konstante bedeutet die auf ein Elektron wirkende 
rücktreibende Kraft pro Einheitsauslenkung und pro 
Einheitsmasse, die zu den freien Schwingungen der Elek¬ 
tronen im Plasma führt: 


co 


2 

P 


47 rNe 2 

m 


(4.45) 


Als solche ist sie dem Beitrag der Schwerkraft zur rück¬ 
treibenden Kraft gekoppelter Pendel analog. Die gekoppel¬ 
ten Pendel weisen (in der Näherung für große Wellenlän¬ 
gen) die Dispersionsrelation 

co 2 = y + ln“ k 2 (4.46) 


auf, die von derselben allgemeinen Form wie die der Iono¬ 
sphäre, Gl. (4.43), ist. Nehmen Sie nun an, wir schneiden 
alle Federn durch, die die in einer Linie angeordneten 
Pendel miteinander koppeln, d.h.. wir setzen K = 0. (Wir 
können uns nicht so leicht vorstellen, wie wir in Gl. (4.43) 
c = 0 setzen sollten. In dieser Hinsicht sind die gekoppel¬ 
ten Pendel bequemer.) Dann liefert die Dispersionsrelation 
für die Pendelanordnung die Phasengeschwindigkeit 


2 CO 2 _ g 
v * = = 


(4.47) 


die größer als die Geschwindigkeit des Lichts im Vakuum 
gemacht werden kann, wenn man /k 2 hinreichend klein 
wählt! Physikalisch sehen wir ein, wie das zu verstehen 
ist. Es ist überhaupt keine Kopplung zwischen den Pendeln 
vorhanden. Wir stellen einfach eine lange Anordnung von 
Pendeln so her, daß sie alle mit derselben Amplitude 


schwingen und die Phasenkonstante von einem Pendel 
zum nächsten derart anwächst, daß die Wellenlänge — die 
Entfernung, nach der die Phasenkonstante um 2 zuge¬ 
nommen hat — größer ist als c mal der gemeinsamen 
Schwingungsdauer der Pendel. Dann ist die Phasenge¬ 
schwindigkeit größer als c! Das ist kein Scherz; sie ist 
eine Phasengeschwindigkeit und ist größer als c. 

Wenn wir uns andererseits entschließen, die Bewegungs¬ 
amplitude eines entfernten Pendels irgendwie zu verän¬ 
dern, so werden wir feststellen, daß dies nicht so rasch 
geschehen kann. Koppeln wir die Pendel aneinander, so daß 
wir eine Möglichkeit haben, das Verhalten eines entfern¬ 
teren Pendels durch Änderung der Bewegung eines näher - 
gelegenen zu beeinflussen (ohne zum entfernteren Pendel 
hinzugehen), dann werden wir finden, daß sich eine Mo¬ 
dulation nicht mit der Phasengeschwindigkeit durch die 
Anordnung schicken läßt. Die Phasengeschwindigkeit hat 
nämlich mit der Kopplung zwischen den Pendeln nichts 
zu tun. Vielmehr breitet sich die Modulation mit der 
Gruppengeschwindigkeit aus, die kleiner ist als c. • 

• 4. Fernleitung als Tiefpaßfilter. Das System ist in 
Bild 4.3 dargestellt. Die Fernleitung wird am Eingang bei 
z = 0 durch eine harmonische Spannung erregt. Ihr Wider¬ 
stand wird vernachlässigt. In Abschnitt 2.4 haben wir ge¬ 
funden, daß dieses System Schwingungsgleichungen der¬ 
selben Form besitzt wie die longitudinalen Schwingungen 
eines Systems von Federn und Massen, wenn wir K durch 
C _1 /a und m durch L/a ersetzen. Als Dispersionsrelation 
im dispersiven Frequenzbereich — dem Durchlässigkeits¬ 
bereich — von Null bis co 0 = 2 yC^/L ergab sich 

co 2 = ~—sin 2 ^ka. 

Im Grenzfall kleiner Frequenzen (k ^ 0) oder im konti¬ 
nuierlichen Grenzfall (a ^ 0) dürfen wir sin{ ka durch 



Bild 4.3. Fernleitung, die bei z = 0 erregt und sich ins Unendliche erstreckt 
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|ka ersetzen. Dann gilt für die Phasengeschwindigkeit die 
Beziehung 


2 _ 


CO 


1 


(4.48) 

- k 2 (C/aXL/a) 5 V ' 

wobei C/a die Parallelkapazität pro Längeneinheit, L/a 
die Serieninduktivität pro Längeneinheit bedeutet. Daher 
ist die Phasengeschwindigkeit in einer im Vakuum befind¬ 
lichen Fernleitung, also in irgendeinem Paar paralleler 
Leiter, gleich dem Kehrwert der Quadratwurzel aus Kapa¬ 
zität pro Längeneinheit mal Induktivität pro Längenein¬ 
heit. Sie ist eine von der Frequenz unabhängige Konstante. 
Daher sind Spannungs- und Stromwellen dispersionsfrei.® 


Kann die Phasengeschwindigkeit dieser als Tiefpaß 
wirkenden Fernleitung größer als c werden? Von Bei¬ 
spiel 3 (Ionosphäre) wissen wir, daß eine Phasengeschwin¬ 
digkeit größer als c auftreten kann, ohne daß die Relativi¬ 
tätstheorie verletzt wird. Doch könnten wir aus einem 
guten Grund zumindest bei jenem Beispiel jede beliebige 
Phasengeschwindigkeit erhalten: Es trat ja eine untere 
Grenzfrequenz co p auf. Wir haben gesehen, daß sich sogar 
ein System aus gekoppelten Pendeln hersteilen ließ, dessen 
Phasengeschwindigkeit größer als c war. Bei dem vorlie¬ 
genden Tiefpaßfilter ergibt es jedoch keine derartige 
Grenzfrequenz. Demgemäß wirkt auf die Ströme in den 
Induktivitäten keine „rücktreibende Kraft“ außer jener, 
die durch die Kopplung mit den angrenzenden Konden¬ 
satoren erzeugt wird. Daher ist nicht zu erwarten, daß 
wir eine Phasengeschwindigkeit größer als c finden können. 
Betrachten Sie nun Gl. (4.48). Wir wollen versuchen, die 
Phasengeschwindigkeit so groß wie möglich zu machen. 
Dazu machen wir die Serieninduktivität pro Längenein¬ 
heit und die Parallelkapazität pro Längeneinheit so klein 
wie möglich. Aus Bild 4.3 ist ersichtlich, daß wir die In¬ 
duktivität pro Längeneinheit zu einem Minimum machen 
können, wenn wir jede Einzelinduktivität durch einen 
geraden Draht ersetzen. Die Parallelkapazität wird zu 
einem Minimum, wenn wir einfach alle Einzelkapazitäten 
entfernen. Sie könnten im ersten Augenblick meinen, daß 
nun sowohl C/a als auch L/a gleich Null seien, so daß 
Gl. (4.48) für v^ Unendlich ergeben würde. Das ist falsch. 
Wir dürfen nicht vergessen, daß die beiden geraden Drähte, 
von denen einer den Strom hin-, der andere ihn wieder 
zurückführt, eine nicht verschwindende Selbstinduktivität 
pro Längeneinheit aufweisen. Auch besitzen sie eine nicht 
verschwindende Parallelkapazität pro Längeneinheit. Tat¬ 
sächlich können Sie (vielleicht nach einiger Wiederholung 
von Band 2) zeigen, daß die Parallelkapazität pro Längen¬ 
einheit und die Serieninduktivität pro Längeneinheit 
zweier unendlich langer , gerader , paralleler Drähte folgen¬ 
dermaßen lauten (Übung 8): 


C = 1 

a 41n — 


L 

a 



D + r 
, r 


esE, 

esE. 


(4.49) 

(4.50) 


Dabei ist r der Radius jedes Drahtes, D der Abstand der 
beiden Drähte zwischen den nächstgelegenen Punkten 
ihrer Oberflächen. Bilden wir das Produkt der Gin. (4.49) 
und (4.50),so erhalten wir das bemerkenswerte Ergebnis 


CL = i 
a a c 2 


(4.51) 


Also ist auf Grund der Gl. (4.48) die Phasengeschwindig¬ 
keit laufender Strom- oder Spannungswellen auf einer . 
aus zwei geraden parallelen Drähten im Vakuum bestehen¬ 
den Fernleitung ( einer sogenannten Lecherleitung) gleich 
der Vakuumlichtgeschwindigkeit c. 


Phasengeschwindigkeit in geraden und parallelen Fern¬ 
leitungen. Stellen Sie sich nun vor, wir bauen andere 
Fernleitungen aus „Paaren paralleler Drähte“ auf, von 
denen einer den Strom hin-, der andere ihn wieder zurück¬ 
führt. Wir werden so etwas gerade und parallele Fern¬ 
leitungen (Lecherleitungen) bezeichnen. Es sollte Sie 
nicht überraschen, daß das Produkt aus C/a und L/a wie 
in Gl. (4.51) immer gleich 1/c 2 ist, obwohl diese Größen 
stark von der Geometrie der Anordnung abhängen. Diese 
Tatsache läßt sich verstehen, wenn man an den Vorgang 
denkt, der bei plötzlicher Änderung der an der Fernlei¬ 
tung anliegenden Spannung auftritt. Jedes Drähtepaar 
transportiert einen Spannungsstoß mit der Geschwindig¬ 
keit c. Der auf einem Drähtepaar fortschreitende Span¬ 
nungsstoß kann den Stoß auf irgendeinem anderen Drähte¬ 
paar nicht stören, denn die Wellen laufen mit höchstmög¬ 
licher Geschwindigkeit dahin, und keine Störung kann sie 
überholen. 

• Beispiel: 5. Fernleitung aus parallelen Platten. Das 
System besteht aus zwei parallelen leitenden Platten, die in 
der y-Richtung die Breite w aufweisen, deren Innenflächen 
den Abstand g in der x-Richtung haben und die Strom in 
der z-Richtung führen (Büd 4.4). Wir wollen die Kapazität 
und die Induktivität pro Längeneinheit in der z-Richtung 
berechnen. Zu diesem Zweck können wir die Potential¬ 
differenz U(t) zwischen den Platten an der Stelle z = 0 
als konstant annehmen. Dann fließt ein Gleichstrom. Wir 
dürfen davon ausgehen, daß die beiden Platten bei z = «> 
miteinander verbunden sind, so daß der hinausfließende 
Strom sicher zurückkehren kann. Wir können auch einfach 
annehmen, daß sich die beiden Platten bis ins Unendliche 
erstrecken und niemals berühren — das Ergebnis ist das¬ 
selbe. 

Die Grundplatte sei positiv und die Deckplatte negativ. 
Dann liegt das elektrische Feld in der positiven x-Richtung 
(Bild 4.4). Nehmen Sie an, w sei groß gegenüber g, so daß 
kein „Randeffekt“ auftritt. Q sei die Verschiebung der La¬ 
dung auf einer Plattenfläche (in Bild 4.4 angedeutet) der 
Breite w in der y-Richtung und der Länge a in der z-Rich¬ 
tung. Die Länge a ist beliebig, doch erleichtert es unsere 
Rechnung, wenn wir sie explizit mit hineinnehmen. C sei 
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Büd 4.4 

Fernleitung aus parallelen Platten. Die 
(nicht gezeigte) erregende Kraft erzeugt 
bei z = 0 zwischen den Platten eine Po¬ 
tentialdifferenz U(t) und ruft einen 
Strom I(t) hervor, der in jedem Augen¬ 
blick auf einer Platte in der positiven 
z-Richtung hinausfließt und auf der an¬ 
deren in der negativen z-Richtung wieder 
zurückkehrt. Die Größe a bedeutet eine 
beliebige Länge in der z-Richtung, sie 
wird als klein gegenüber der Wellenlänge 
der laufenden Wellen angenommen. 


die Kapazität dieser Plattenfläche. Dann gelten die Be¬ 
ziehungen (Band 2, Abschnitt 3.5, falls Sie wiederholen 
möchten) 


Q = CU, 

U = gE x , 

? _ 4?r Q 

lx ” wa ' 


(4.52) 

(4.53) 

(4.54) 


Die Gin. (4.52) und (4.53) gelten sowohl im elektrostati¬ 
schen als auch im MKS-System. Gl. (4.54) gibt das elek¬ 
trische Feld in esE (statvolt/cm) an; dieses ist gleich 4n 
mal der Ladung pro Flächeneinheit? Lösen wir diese drei 
Gleichungen nach C auf, so erhalten wir für die Kapazität 
pro Längeneinheit 


C _ w 
a 47rg ‘ 


(4.55) 


Nun wollen wir die Induktivität pro Längeneinheit, 

L/a, ermitteln. Die Grundplatte ist mit der positiven, die 
Deckplatte mit der negativen Klemme der Stromquelle 
verbunden. Daher fließt ein positiver Strom I in der Grund¬ 
platte in der positiven, in der Deckplatte in der negativen 
z-Richtung. Mit Hilfe der rechten Handregel und von 
Bild 4.4 können Sie sich klarmachen, daß das magnetische 
Feld zwischen den Platten in der positiven y-Richtung 
liegt. Wie Sie sich leicht überzeugen können, ist das ma¬ 
gnetische Feld außerhalb der Platten gleich Null. Die 
Selbstinduktivität des in Bild 4.4 angedeuteten Teiles der 
Platten sei L. Der magnetische Fluß 4> durch die Fläche ga 
beträgt 

4> = B y ga. (4.56) 

Für das magnetische Feld gilt die Beziehung 



(Siehe Band 2, Abschnitt 6.6; die dort definierte „Flä¬ 
chenstromdichte“ ist mit unserem I/w identisch.) Die 


Selbstinduktivität L wird durch (siehe Band 2, Abschnitt 
7.8, Gin. (7.53) und (7.54)) 

dl = i d$ 
dt c dt 


definiert. Für einen Gleichstrom I gilt demnach 

U = l<i>. (4.58) 


Lösen wir die Gin. (4.56), (4.57) und (4.58) nach L auf, 
so finden wir für die Selbstinduktivität pro Längeneinheit 


L _ 47Tg 
a c 2 w ’ 


(4.59) 


Vielleicht haben Sie Bedenken, weil wir die Selbstin¬ 
duktivität mit Hilfe eines Gleichstromes berechnet haben. 
Lautet doch die Maxwellgleichung, aus der für Gleich¬ 
strom Gl. (4.57) folgt, (Band 2, Abschnitt 7.13) 

VXB = ^J+||^. (4.60) 


Wir haben also den „Verschiebungsstrom“ (1/c) öE/öt 
vernachlässigt. Es zeigt sich (Übung 10), daß diese Ver¬ 
nachlässigung gerechtfertigt ist, wenn die Dicke d 0 jeder 
Platte die Bedingung 

do < X (4.61) 

erfüllt. Wir werden die Gültigkeit dieser Beziehung voraus¬ 
setzen. 

Mit Hilfe der Gin. (4.48), (4.55) und (4.59) erhält man 
als Phasengeschwindigkeit v^ der laufenden Wellen 

v = — }-"-== r = c. (4.62) 

* \/(L/a)(C/ä) 

So haben wir herausgefunden, daß die Phasengeschwindig¬ 
keit bei zwei ganz verschiedenen Beispielen gerader und 
paralleler Fernleitungen gleich c ist. Es sollte plausibel 
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sein, daß es sich hier um ein allgemeines Ergebnis handelt: 
Die Phasengeschwindigkeit ist in jeder beliebigen Fernlei¬ 
tung, die aus zwei isolierten, gleichartigen, geraden, pa¬ 
rallelen Leitern im Vakuum besteht, gleich c. • 


4.3. Brechungsindex und Dispersion 


Ist der gesamte Raum zwischen den Platten einer Pa¬ 
rallelplattenleitung mit einem dielektrischen Material der 
Dielektrizitätskonstanten e angefüllt, so erhöht sich die 
Kapazität um den Faktor e (siehe Band 2, Abschnitt 9.9). 
Dies gilt auch für die Lecherleitung, nur müssen wir dann 
den gesamten umgebenden Raum mit dem Dielektrikum 
ausfüllen. Bei einem Plattenkondensator verschwindet das 
elektrische Feld außerhalb des Bereichs zwischen den 
Platten, und es spielt keine Rolle, ob dielektrisches Mate¬ 
rial vorhanden ist oder nicht. Analog wächst die Selbst¬ 
induktivität um den Faktor p an, wenn das eingebrachte 
Material die magnetische Permeabilität p hat. Wir werden 
nur Materialien wie Glas, Wasser, Luft u.ä. betrachten, 
deren magnetische Permeabilität im wesentlichen gleich 
Eins ist. Sie brauchen daher jetzt die Physik magnetischer 
Stoffe (Band 2, Abschnitt 10) nicht zu wiederholen. Die 
Konstante p werden wir im folgenden mitführen, sie je¬ 
doch bei der Betrachtung eines konkreten Beispiels gleich 
Eins setzen. Die Phasengeschwindigkeit laufender Strom- 
und Spannungswellen, die sich längs einer Parallelplatten¬ 
leitung oder einer anderen geraden und parallelen Fern¬ 
leitung ausbreiten, ist also gleich 

, * = v^'^ v(vak " un,) ’ 

wenn der gesamte Raum mit einem Material der Dielek¬ 
trizitätskonstanten e und der Permeabilität p erfüllt ist. 
Somit 



(4.63) 


Gl. (4.63), die wir für den Spezialfall laufender Strom- 
und Spannungswellen auf einer Fernleitung hergeleitet 
haben, stellt in Wirklichkeit ein sehr allgemeines Ergebnis 
dar. Sie gilt für jede Art elektromagnetischer Wellen, die 
sich in Materie ausbreiten. Also gilt Gl. (4.63) z.B. auch 
für sichtbares Licht, das sich durch ein Stuck Glas oder 
durch ein anderes Dielektrikum hindurch windet. 

Wir wollen die allgemeine Gültigkeit der Gl. (4.63) er¬ 
läutern. Wie wir gesehen haben, gilt diese Gleichung für 
Strom- und Spannungswellen, die sich längs einer Fern¬ 
leitung ausbreiten. Nun ist der Raum zwischen den Platten 
der Leitung von einem elektrischen und einem magneti¬ 
schen Feld erfüllt. Das elektrische Feld wird durch die 
Spannung zwischen den Platten, das magnetische Feld 


durch den Strom in den Platten hervorgerufen. Daher 
müssen sich die Feldlinienbilder des elektrischen und des 
magnetischen Feldes mit derselben Geschwindigkeit aus¬ 
breiten wie die Strom- und Spannungswellen. Diese Feld¬ 
muster stellen natürlich selbst Wellen dar — sie sind räum¬ 
lich und zeitlich veränderlich, und diese Eigenschaften 
zeichnen eine Welle aus. Herrscht im Raum ein Vakuum, 
so ist die Geschwindigkeit gleich c. Wir wissen aber, daß c 
die Geschwindigkeit aller elektromagnetischen Wellen im 
Vakuum ist, ob sie sich nun zwischen den Platten einer 
Fernleitung befinden oder nicht. Ist der Raum von einem 
Material mit den Konstanten e und p erfüllt, so beträgt 
die Geschwindigkeit der Wellen des elektrischen und des 
magnetischen Feldes, die die Spannungs- und Stromwellen 
begleiten, c/Ve/7. Es erscheint plausibel, daß dieser Aus¬ 
druck die Geschwindigkeit aller elektromagnetischen 
Wellen in einem solchen Material angibt, woher diese auch 
immer stammen mögen: ob sie nun elektromagnetische 
Wellen sind, die Spannungs- und Stromwellen auf den 
Platten einer Fernleitung begleiten, oder etwa Wellen, die 
von einer entfernten Glühlampe, einer Radioantenne oder 
einem Stern erzeugt werden. Eine der Tatsachen, die wir 
uns in den Kapiteln 1 bis 3 einzuprägen versuchten, ist 
die Unabhängigkeit der Dispersionsrelation von den Rand¬ 
bedingungen. Die Dispersionsrelation hängt nur von den 
inneren Eigenschaften der Wellen und des Mediums ab. 
Elektromagnetische Wellen lassen sich durch Anlegen von 
Spannungen am Ende einer Fernleitung oder durch einen 
Sender (eine Antenne) — ohne Zuhüfenahme einer Fern¬ 
leitung — erzeugen. Diese Anordnungen stellen nur ver¬ 
schiedene Randbedingungen dar, also verschiedene Mög¬ 
lichkeiten der Erregung des Systems. Das System ist das 
Medium, das aus einem Material mit den Konstanten e 
und p besteht. Die Dispersionsrelation (4.63) ist von den 
Randbedingungen unabhängig. Wir haben diese Aussage 
nicht bewiesen, doch hoffen wir, sie plausibel gemacht 
zu haben. In Kapitel 7 werden wir den Beweis nachholen. 

GL (4.63) güt für jede elektromagnetische Strahlung 
und im besonderen für Licht. Wir werden in Kapitel 7 
die elektromagnetische Strahlung mehr ins Detaü gehend 
untersuchen. Der Faktor \fep , der sogenannte Brechungs¬ 
index, wird mit n bezeichnet. Sie sollten alle im folgenden 
aufgezählten Gleichungen für den Brechungsindex lernen. 
Sie werden die Dinge leichter behalten, wenn Sie sich an 
das Beispiel von Glas erinnern, dessen Brechungsindex 
für sichtbares Licht rund 1,5 beträgt. Sie sollten sich bei 
den folgenden Ausdrücken eine Vorstellung davon machen, 
welche Größen für Glas im Vergleich zum Vakuum größer 


und welche kleiner werden: 


n = ~ = \ / ße, 

V 

(4.64) 

X = n v = n X ( Vakuum ) 

(4-65) 

k = n ~r = nk (Vakuum). 

(4.66) 
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Selbstverständlich wird die Frequenz der erregenden Kraft 
vom Medium nicht beeinflußt; c bedeutet die Lichtge¬ 
schwindigkeit im Vakuum. Wenn Sie daher die Wellen¬ 
länge im Vakuum angeben wollen, so können Sie sie ein¬ 
fach c/v nennen statt z.B. Ä (Vakuum). Ähnlich gilt 
k(Vakuum) = co/c. In Glas ist die Wellenlänge sichtbaren 
Lichts nur etwa f der im Vakuum. Die Anzahl der Wellen 
pro Zentimeter, o = 1/Ä, ist in Glas um den Faktor 1,5 
größer als im Vakuum. 

Tabelle 4.1 gibt Werte des Brechungsindex gebräuch¬ 
licher Materialien für gelbes Natriumlicht der Wellenlänge 
X = 5 893 Ä (1 Ä = 10~ 8 cm = 10 nm) an. Sie sollten die 
Näherungswerte n = f für Glas und Plastik, n = f für Was¬ 
ser und n = 1 + 0,3 • 10" 3 = 1 + 0,3 Tausendstel für Luft 
auswendig lernen. 


Tabelle 4.1: Brechungsindizes gebräuchlicher Materialien 


Material 

Index bei 5 893 Ä 

Luft (Normalzustand) 

1,000 292 6 

Wasser (20 °C) 

1,33 

Zinkkronglas 

1,52 

Schweres Bleiglas 

1,90 

Lucit 

1,50 

Durchsichtiges Klebeband 

1,50 


Änderung des Brechungsindex mit der Farbe — Disper¬ 
sion. Ein keilförmiges Stück aus Glas oder aus einem an¬ 
deren durchsichtigen Material nennt man Prisma. Dieses 
lenkt einen einfallenden Lichtstrahl um einen Winkel ab, 


der von der Farbe (also von der Wellenlänge) des Lichts 
abhängt. Die verschiedenen Farben in einem Parallelstrahl 
„weißen“ Lichts werden um verschiedene Winkel abge¬ 
lenkt und daher „dispergiert“: Sie treten mit verschiede¬ 
nen Winkeln aus dem Prisma aus und ergeben ein regen¬ 
bogenartiges farbiges Muster auf einem hinter dem Prisma 
aufgestellten Schirm (Bild 4.5). 

Das Brechungsgesetz von Snellius. Ein Lichtstrahl wird 
abgelenkt (gebrochen), wenn er auf eine Grenzfläche trifft, 
an der die Phasengeschwindigkeit einen neuen Wert an¬ 
nimmt, sich also der Brechungsindex ändert. Die Stärke 
der Brechung hängt vom Verhältnis ni/n 2 des Brechungs¬ 
index des Mediums 1 (aus dem der Strahl einfällt) zum 
Brechungsindex des Mediums 2 (in das er eindringt) ab. 

Sie ändert sich auch mit dem Einfallswinkel ; dieser ist 
als jener Winkel definiert, den der einfallende Lichtstrahl 
mit der Normalen auf der Grenzfläche einschließt. Jener 
Winkel, den der gebrochene Strahl mit der Flächennorma¬ 
len einschließt, heißt Brechungswinkel (Wir werden Ein¬ 
falls- und Brechungswinkel stets als positive Winkel zwi¬ 
schen 0° und 90° annehmen.) Diese Definitionen sind in 
Bild 4.6 veranschaulicht. 

Wir können die Beziehung zwischen n x ln 2 , Q\ und d 2 
leicht wie folgt herleiten: Die „Wellenberge“ des Licht¬ 
strahls — oder die „Wellenfronten“, wie sie bei der vorlie¬ 
genden dreidimensionalen Welle heißen — stehen senk¬ 
recht zur Ausbreitungsrichtung des Lichtstrahls. Erreicht 
eine bestimmte Wellenfront eine Grenzfläche, an der der 
Brechungsindex zunimmt (z.B. beim Übergang von Luft 



Bild 4.5. Dispersion. Sonnenlicht (a) fällt auf einen undurchlässigen Schirm mit einem Spalt (b), der senkrecht zur Zeichenebene steht. Der 
durch den Spalt ausgeblendete Strahl weißen Lichts geht zuerst durch ein Filter (c), das nur Licht einer einzigen Farbe durchläßt, und dann 
durch ein Glasprisma (d), das das Licht je nach der Farbe verschieden stark ablenkt. Blau wird stärker abgelenkt als Rot. Ist kein Filter vor¬ 
handen, so treten alle Farben auf; sie sind wie beim Regenbogen angeordnet. 
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Bild 4.6. Bezeichnungsweise bei der Brechung. Bei einem in der 
Pfeilrichtung einfallenden Lichtstrahl heißt 0 t Einfallswinkel, 

6 2 Brechungswinkel. 


Bild 4.7. Brechung. Ist n 2 größer als n 1? so legt das in der Aus¬ 
breitungsrichtung des Strahls seitliche Ende der Wellenfront eine 
Strecke l 2 zurück. Diese ist kleiner als die Strecke / x , die vom 
linken Ende zurückgelegt wird. Daher wird der Strahl wie gezeigt 
zur Normalen hin abgelenkt. 


in Glas), so kommt das eine seitliche Ende der Wellen¬ 
front früher an der Grenzfläche an als das andere. An 
diesem Ende nimmt somit die Phasengeschwindigkeit 
früher als am anderen Ende einen kleineren Wert an. Da¬ 
her ändert sich der Winkel zwischen Wellenfront und 
Grenzfläche — etwa so, wie sich der Winkel einer Reihe 
Marschierender ändert, wenn ein Ende langsamer wird, das 
andere hingegen nicht. Die geometrischen Beziehungen 
sind in Büd 4.7 dargestellt. 

Betrachten Sie in Bild 4.7 die beiden rechtwinkligen 
Dreiecke mit der gemeinsamen Hypotenuse x. Aus dem 
Bild ersehen wir, daß 

/i=xsin0i, / 2 =xsin# 2 . (4.67) 

Die Zeit, die die laufende Welle zum Zurücklegen einer 
Strecke l x in Medium 1 oder einer Strecke / 2 in Medium 2 
benötigt, sei t. Dann ist 


h 


ct 
ni ’ 


h 


ct 
n 2 ' 


(4.68) 


Also güt 

ct = n 1 / 1 = n 2 / 2 . 

Dann erhalten wir mit Hüfe von Gl. (4.67) 
n! sin#! = n 2 sin# 2 . 


(4.69) 


Gl. (4.69) heißt das Brechungsgesetz von Snellius. 


Dispersion in Glas. Wie wir sehen, rührt die Dispersion 
im Prisma davon her, daß fax Brechungsindex für blaues 
Licht größer ist als der für rotes. Wir geben einige Werte 
für Zinkkronglas an, die dem Handbook ofPhysics and 
Chemistry entnommen sind. Die Wellenlängen sind in 
Ängström (1CT 8 cm) und Mikrometer (10~ 4 cm), die 
Frequenzen (v = c/A) in 10 14 Hz angegeben. 


Tabelle 4.2: Dispersion des Brechungsindex von Glas 


Farbbezeichnung 

A(Ä) 

Mß) 

I>(10 14 Hz) 

n 

nahes Ultraviolett 

3 

610 

0,361 

8,31 

1,539 

Dunkelblau 

4 

340 

0,434 

6,92 

1,528 

Blaugrün 

4 

860 

0,486 

6,18 

1,523 

Gelb 

5 

890 

0,589 

5,10 

1,517 

Rot 

6 

560 

0,656 

4,57 

1,514 

sehr dunkles Rot 

7 

680 

0,768 

3,91 

1,511 

Infrarot 

12 

000 

1,20 

2,50 

1,505 

fernes Infrarot 

20 

000 

2,00 

1,50 

1,497 


Tabelle 4.2 kann grob so zusammengefaßt werden: 
Der Brechungsindex von Glas beträgt im gesamten sicht¬ 
baren Frequenzbereich etwa 1,5 ; die Dispersion , also die 
Änderung von n mit Ä, ergibt bei einer Abnahme der 
Wellenlänge um 1 000 Ä ein Anwachsen des Brechungs¬ 
index n um etwa sechs Tausendstel (0,006). 
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Sie können die Dispersion in Wasser mit Hilfe eines 
einfachen, mit Kitt und Klebeband aus zwei Mikroskop- 
Objektträgern zusammengestellten Prismas und eines 
Purpur-Farbfilters (das Grün absorbiert, Rot und Blau 
jedoch durchläßt) untersuchen (siehe Übung 12). 


Warum ändert sich der Brechungsindex mit der Fre¬ 
quenz? Betrachten wir wieder unsere Fernleitung. Die 
Phasengeschwindigkeit lautet 

= 1 

V V(C/a)(L/a) 

Überlegen wir uns das Geschehen qualitativ: Bei größe¬ 
rem C wird die Phasengeschwindigkeit kleiner, weil dann 
die „rücktreibende Kraft“ — die elektromotorische Kraft 
C“ *Q — bei vorgegebener Ladung Q kleiner wird. Auch 
bei anwachsendem L finden wir eine kleinere Phasen¬ 
geschwindigkeit, weil dann die „Trägheit“ anwächst. 

Betrachten wir Stoffe, deren magnetische Permeabilität 
Iu gleich 1,0 ist. (Bei Glas unterscheidet sich ji nur etwa 
in der fünften Dezimale von Eins.) Dann brauchen wir uns 
nur klarzumachen, wie 


c £ 
“ n 


(4.70) 


von der Frequenz abhängt. 


Wir haben in Band 2, Abschnitt 9.9, folgendes gelernt: 
Ein Kondensator mit dem von der Ladung Q der Platten 
herrührenden Feld Eg(t) sei von einem Dielektrikum er¬ 
füllt. Dann ist das lokale räumlich gemittelte Feld E(t) im 
Dielektrikum gleich der Überlagerung von E Q (t) und dem 
Feld —47rP(t), das durch die elektrische Polarisation 
hervorgerufen wird: 

E(t) = E Q (t)-47rP(t). (4.71) 

Dabei bedeutet P(t) das induzierte Dipolmoment pro 
Volumeneinheit: 

P(t) = Nqx(t)x. (4.72) 


Hier ist N die Dichte der zur Polarisation beitragenden 
Ladungen (Anzahl pro Volumeneinheit) und q der Wert 
jeder solchen Ladung; x(t) beschreibt ihre Auslenkung 
aus der Gleichgewichtslage, und x ist ein Einheitsvektor. 
Wir wollen Eq, P und E in der Richtung von x legen und 
die Vektorschreibweise unterdrücken. Die Kapazität ist 
durch C = Q/U definiert, wobei U die Potentialdifferenz 
zwischen den Platten bedeutet. Die nach Einsetzen des 
Dielektrikums auftretende Schwächung des elektrischen 
Feldes, die durch die induzierte Polarisation mit einer 
dazu proportionalen Abnahme von U verursacht wird, 
hat also ein größeres C zur Folge. Der Faktor, um den C 
anwächst, heißt die Dielektrizitätskonstante e. Somit gilt 
auf Grund der Gin. (4.71) und (4.72) 


= 1 + 


47rP(t) _ 47rN qx(t) 


E(t) 


E(t) 


(4.73) 


• Beispiel: 6. Einfaches Modell des ,, Glasmoleküls “. 
Das Modell, das wir uns jetzt schaffen, ist sehr einfach. 
Trotzdem weist es im wesentlichen alle erfolgreichen 
Grundzüge jedes klassischen (nicht quantenmechanischen) 
Modells zur Beschreibung der mikroskopischen Wechsel¬ 
wirkung zwischen Licht und Materie auf. Diese Erfolge 
sind keineswegs gering; wir werden sehen, daß die klassi¬ 
sche Mechanik viele der beobachteten Eigenschaften der 
erwähnten Erscheinungen voraussagt. Denn die quanten¬ 
mechanische Beschreibung macht zwar die klassische über¬ 
flüssig, steht zu ihr aber nicht notwendigerweise im Wider¬ 
spruch. Sie enthält die klassische Beschreibung als Grenz¬ 
fall, der unter Bedingungen eintritt, wie sie bei vielen all¬ 
täglichen Erscheinungen erfüllt sind. 

Wir nehmen an, ein „Glasmolekül“ bestehe aus einem 
massiven bewegungslosen Kem, an dem eine Ladung q 
mit der verhältnismäßig kleinen Masse m mittels einer 
Feder der Federkonstanten mcoo befestigt ist. Die Bewe¬ 
gung der Ladung wird mit der Dämpfungskonstanten T 
gedämpft. Daher lautet die Bewegungsgleichung von q: 

mx = — mcooX — mTx + qE(t) . (4.74) 

Nun ändere sich das äußere Feld Eq(t) harmonisch mit 
der Kreisfrequenz co. Daher dürfen wir das Feld am Orte 
irgendeines „mittleren Moleküls“ als 

E(t) = E 0 cos cot (4.75) 

ansetzen. Dann beschreibt aber Gl. (4.74) gerade den in 
Abschnitt 3.2 besprochenen harmonisch erregten Oszüla- 
tor, mit F 0 = qE 0 . Die Lösung x(t) lautet für stationäre 
Schwingungen 

x(t) = A e i cos cot + A ab sin cot, (4.76) 

wobei A e i und A ab die elastische bzw. absorbierende 
Amplitude bezeichnen. Nun treten bei einem „farblosen“ 
durchsichtigen Stoff wie Glas oder Wasser im sichtbaren 
Frequenzbereich keine bedeutsamen Resonanzen der 
Moleküle auf. Gerade deshalb ist ja der Stoff durchsichtig 
und „farblos“. Hingegen lassen sich bei Stoffen wie ge¬ 
färbtem Glas oder den Gelatinefiltern aus Ihrer optischen 
Ausrüstung im sichtbaren Bereich Resonanzen beobach¬ 
ten. Tatsächlich ist es die bei diesen Resonanzen durch 
den Term A ab sin cot verursachte Absorption von Strah¬ 
lungsenergie, die dem einfallenden weißen Licht einen 
Teil des Farbspektmms entzieht und die durchgehende 
beobachtbare Farbe übrig läßt. Sie sollten jetzt eine 
„weiße“ Lichtquelle, etwa eine weißglühende Lampe, 
durch Ihr Beugungsgitter und durch Ihre Filter betrach¬ 
ten. Wir wollen das Verhalten farbiger Filter bei Frequen¬ 
zen, die nahe an absorbierenden Resonanzen liegen, nicht 
untersuchen. Daher werden wir in Gl. (4.76) den Term 
A ab sin cot vernachlässigen. Gemäß Kapitel 3 stellt dies 
eine gute Nähemng dar, solange wir uns nicht in der Nähe 
einer Resonanz befinden. Der allgemeine Fall mit Berück¬ 
sichtigung der Absorption wird in Abschnitt 10.9 dis¬ 
kutiert. 
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Für den Brechungsindex gilt also die Beziehung 

0 x(t) A e i 

n = e = 1 + 47 rNq =rr-r = 1 + 47 rNq — . (4.77) 

t(t) b 0 


Wenn wir große Entfernung von der Resonanz annehmen 
und demzufolge in Gl. (4.74) T = 0 setzen, so erhalten 
wir (siehe Gl. (3.17)) 

F 0 1 qE 0 1 

m w 2 ~co 2 m co 2 -co 2 ' 


Folglich 


c 2 k 2 

co 2 


= n 2 = e = 1 + 


47 rNq 2 1 


(4.78) 


Diesem Ergebnis liegt ein einfaches Modell mit einer 
einzigen Resonanz zu Grunde. Um es auf ein Stück wirk¬ 
liches Glas anzuwenden, müßten wir die von allen wichti¬ 
gen Resonanzen herrührenden Beiträge zu n 2 - 1 aufsum¬ 
mieren. In diesem Fall kann coq in Gl. (4.78) als annähern¬ 
de „mittlere“ Resonanzfrequenz angesehen werden (siehe 
Übung 20). Für N müßten wir die Anzahl der Glasmoleküle 
pro Kubikzentimeter mal der mittleren Anzahl der betei¬ 
ligten Resonanzen pro Molekül einsetzen. Die Anzahl der 
Elektronen, die wesentliche Beiträge liefern, ist ungefähr 
gleich der Anzahl der Elektronen auf der „Außenschale“ 
(Anzahl der „Valenzelektronen“). 

Die wichtigsten Resonanzen treten in Glas für Licht 
bei „ultravioletten“ Frequenzen auf, also bei Wellenlängen 
X = c/v der Größenordnung 1 000 Ä (= 10" 5 cm) oder 
darunter. Die Wellenlängen des sichtbaren Lichts sind un¬ 
gefähr fünfmal so groß. Daher sind die Frequenzen co des 
sichtbaren Lichts etwa fünfmal so klein wie die mittlere 
Resonanzfrequenz co 0 . Dann ist n 2 - 1 gemäß Gl. (4.78) 
positiv. Dies stimmt bei sichtbarem Licht in Glas mit dem 
Experiment überein. Beachten Sie auch folgendes: Wenn 
co anwächst, doch immer kleiner als co 0 bleibt, so wird 
der Nenner col “ co 2 in Gl. (4.78) kleiner und folglich 
n 2 — 1 größer. Daher hat blaues Licht (höhere Frequenz) 
einen größeren Brechungsindex als rotes. Dies stimmt mit 
dem experimentellen Ergebnis überein, daß ein Prisma 
Blau stärker ablenkt als Rot. • 


Phasengeschwindigkeiten größer als c. Ist die erregende 
Frequenz co der elektromagnetischen Strahlung (des Lichts) 
kleiner als die Resonanzfrequenz co 0 , so erhalten wir die 
oben erwähnten Aussagen: Die Phasengeschwindigkeit ist 
kleiner als c, die Wellenlänge kleiner als die im Vakuum, 
und eine höhere Frequenz hat einen größeren Brechungs¬ 
index. Dieses Verhalten bezeichnet man als „normale“ 
Dispersion. Beim „fernen Ultraviolett“-Licht in Glas ist 
die erregende Frequenz größer als die Resonanzfrequenz; 
es wird daher nach Gl. (4.78) n 2 - 1 negativ. Somit ist n 2 
kleiner als 1. Liegt n 2 zwischen Null und Eins, so beob¬ 
achten wir wieder die sogenannte normale Dispersion. In 


diesem Falle jedoch ist die Phasengeschwindigkeit größer 
als c, die Wellenlänge ist größer als die Wellenlänge im 
Vakuum, und eine Erhöhung der Frequenz führt wiederum 
zu einer Erhöhung des Brechungsindex. Wird die Frequenz 
sehr groß, so wächst n schließlich auf 1 an, und das Licht 
verhält sich wie im Vakuum. Im Frequenzbereich 
co 0 _ 7 T < co < co 0 + 7 T zeigt sich, daß der Brechungs¬ 
index mit anwachsendem co abnimmt. Dies wird als 
„anomale“ Dispersion bezeichnet. 

Der physikalische Grund für Phasengeschwindigkeiten 
größer als c liegt in der entscheidenden Phasenbeziehung 
zwischen der erregenden Kraft qE(t) und der Schwingung 
x(t) der erregten Ladung q. Liegt die erregende Frequenz 
unterhalb der Resonanzfrequenz, so kann bekanntlich 
x(t) der Kraft qE(t) „folgen“. Dann werden die Ladungen 
in Richtung der Kraft ausgelenkt und bauen ein Feld auf, 
das das ursprüngliche Feld auszulöschen versucht. Dies 
gilt sowohl für positive als auch für negative q. Das ver¬ 
minderte Feld liefert eine verminderte rücktreibende Kraft 
und folglich eine kleinere Phasengeschwindigkeit. Wird 
andererseits die Ladung oberhalb ihrer Resonanzfrequenz 
erregt, so „kommt sie nicht mit“ und die Auslenkung x(t) 
ist immer der augenblicklichen Kraft qE(t) entgegen¬ 
gerichtet. Stoßen Sie beispielsweise einen sonst frei be¬ 
weglichen Ball zwischen Ihren Händen hin und her; Sie 
wenden dann die größte Kraft nach links auf, wenn der 
Ball Ihre rechte Hand berührt und sich am weitesten rechts 
befindet. Die Auslenkung zu einem bestimmten Zeitpunkt 
rührt hauptsächlich von jener Kraft her, die eine halbe 
Schwingung früher wirksam war. Das von den gegenein¬ 
ander verschobenen Ladungen erzeugte Feld ist also be¬ 
strebt, das ursprüngliche Feld zu verstärken. Daraus folgt 
eine größere rücktreibende Kraft und folglich eine Phasen¬ 
geschwindigkeit, die größer als jene im Vakuum ist. 

Abschließend können wir sagen: Eine Phasengeschwin¬ 
digkeit größer als c ist um nichts geheimnisvoller als ein 
Ball, der sich rechts befindet, obwohl er nach links ge¬ 
stoßen wird. 


Exponentialwellen — reaktiver Frequenzbereich. Liegt 
die erregende Frequenz co oberhalb der Resonanzfrequenz 
co 0 , so ist n 2 gemäß Gl. (4.78) kleiner als 1 . Solange n 2 
zwischen Null und Eins liegt, beobachten wir sinusförmige 
Wellen - k 2 ergibt sich als positive Zahl. Dies wird bei 
hinreichend großen co - immer mit co > co 0 - sicherlich 
der Fall sein, denn für solche ist n 2 nur um weniges klei¬ 
ner als 1. Doch zwischen co = co 0 plus einigen T - ab dort 
dürfen wir die Näherungsformel für A el benutzen, aus der 
Gl. (4.78) folgte - und co = gibt es einen Bereich, wo 
Gl. (4.78) ein negatives n 2 liefert. Dies wird jener Fre¬ 
quenzbereich sein, in dem 

47 rNq 2 9 0 

-^—>oo 2 -io 2 0 . ( 4 . 79 ) 
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Wir nehmen dabei co 2 - coq > T co 0 an. Dadurch erhalten 
wir die Gewißheit, daß wir uns in sicherem Abstand ober¬ 
halb der Resonanz befinden und den Näherungsausdruck 
für A e i benutzen dürfen. Gilt Gl. (4.79), so liefert Gl.(4.78) 
ein negatives n 2 . Also ist k 2 negativ. Das bedeutet nur, 
daß die Differentialgleichung des räumlichen Verlaufes 
der Wellen nicht die Form 

= - k 2 i|/(z, t), k 2 > 0, (4.80a) 

hat, deren Lösungen sinusförmige Wellen sind. Vielmehr 
lautet sie 

~ 8z^ Z ~ = + *)> k 2 >0, (4.80b) 

und hat Exponentialwellen als Lösungen. Diesen Fall 
haben wir schon früher angetroffen, z.B. bei einem System 
gekoppelter Pendel. Liefert die Dispersionsrelation (k 2 als 
Funktion von co 2 ) ein negatives k 2 , so ändern wir nur die 
Bezeichnung von k 2 in — k 2 um und stellen Exponential¬ 
wellen statt sinusförmiger Wellen fest. 

Wir werden eine qualitative Herleitung der Bedingung 
(4.79) für Exponentialwellen bringen, wenn wir den 
Spezialfall mit co 0 gleich Null betrachtet haben. Dieser 
Spezialfall liefert das Dispersionsgesetz der Ionosphäre, 
wie wir nun zeigen werden: 


• Beispiel: 7. Dispersion in der Ionosphäre. In Ab¬ 
schnitt 2.4 (Beispiel 6) gaben wir ein einfaches Modell für 
das Plasma der Erdionosphäre an und leiteten die Frequenz 
co p der freien Schwingungen ab, die man als „schwappende 
Schwingung“ der Ionosphäre bezeichnen könnte. Dabei 
handelt es sich um die Eigenschwingung mit unendlicher 
Wellenlänge, ähnlich der schwappenden Schwingung in 
einer Schüssel voll Wasser, wo die Oberfläche eben bleibt, 
während das Wasser schwappt. In dem erwähnten Modell 
vernachlässigen wir die Bewegung der positiven Ionen 
sowie jegliche Dämpfung der Bewegung der „freien“ 
Elektronen. (In Wirklichkeit tritt wegen der Stöße zwi¬ 
schen Elektronen und Ionen eine Dämpfung auf, in deren 
Folge Energie von der Schwingung auf die ungeordnete 
„thermische“ Bewegung übertragen wird.) Die Bewegungs¬ 
gleichung eines einzelnen Elektrons der Ladung q und der 
Masse m lautet dann 


mx = qE(t), (4.81) 

wobei E(t) das elektrische Feld an der Stelle des Elektrons 
bedeutet. Bei freien Schwingungen rührt E(t) gänzlich von 
der Polarisierung pro Volumeneinheit her: 

E(t) = - 47rP(t) = - 47iNqx(t). (4.82) 

Daher liefern die Gin. (4.81) und (4.82) für freie Schwin¬ 
gungen 


47iNq 2 


(4.83) 


Wir haben so die frühere Herleitung der Differentialglei¬ 
chung von Schwingungen mit der Plasmafrequenz co p in 
verkürzter Form wiederholt. Nun werde das Plasma an 
einem Ende durch einen Radio- oder Fernsehsender erregt. 
Nehmen Sie wie bei der Parallelplattenleitung eine gerade 
und parallele geometrische Anordnung an, so daß unser 
Problem möglichst einfach wird. Dann ist E(t) gleich der 
Überlagerung (analog zu Gl. (4.71)) 

E(t) = E Se -47rP(t). (4.84) 


Dabei bezeichnet E Se - der Index steht für Sender - 
jenes Feld, das in Abwesenheit der freien Elektronen vor¬ 
handen wäre. Die Bewegungsgleichung eines solchen 
Elektrons ist jener des Elektrons im „Glasmolekül“ ähn¬ 
lich, wenn wir dort sowohl die „Federkonstante“ 

K = mcoo als auch die Dämpfungskonstante T gleich Null 
setzen (siehe Gl. (4.74)). Das freie Elektron hat also die 
„Resonanzfrequenz Null“: co 0 = 0. Somit erhält man 
den Brechungsindex (die Dispersionsrelation), indem man 
lediglich in Gl. (4.78) co 0 = 0 setzt: 


c 2 k 2 


co 


_ = n 2 = e = 1 - 


<4 

CO 2 


(4.85) 


mit 


COn = 


477 Ne 2 
m 


Multiplizieren wir die Gl. (4.85) mit co 2 , so nimmt sie ihre 
frühere Gestalt an: 

co 2 =cjp + c 2 k 2 , co 2 >cjp. (4.86) 

Im reaktiven Frequenzbereich erhalten wir Exponential¬ 
wellen : 

co 2 -co 2 -cV, co 2 <co 2 . (4.87) 


Es ist notwendig zu erwähnen, daß unser Modell der 
Ionosphäre nicht exakt ist. Manche unserer physikalischen 
Annahmen verlieren bei gewissen Frequenzen aus verschie¬ 
denen interessanten Gründen ihre Gültigkeit, und die 
exakte Dispersionsrelation ist wesentlich komplizierter 
als die in den Gin. (4.86) und (4.87) angegebene. Z.B. er¬ 
fährt ein Elektron bei hinreichend niedrigen Frequenzen 
im Mittel pro Schwingung mehrere Zusammenstöße mit 
Ionen. Dann überwiegt die Dämpfungskraft, während wir 
in unserem Modell die Dämpfung vernachlässigt haben. 

Auch treten — neben der Resonanz bei der Plasmafrequenz - 
bei gewissen Frequenzen noch weitere Resonanzen auf; 
z.B. gewinnen die langsameren und schwereren positiven 
Ionen bei niedrigen Frequenzen an Bedeutung. Ihre Plas¬ 
mafrequenz beträgt etwa 100 kHz. Ähnlich ist die „Zy¬ 
klotronfrequenz“ co c , die Frequenz der Kreisbewegung 
der Elektronen im Erdmagnetfeld (etwa j Gauß), bedeut¬ 
sam. Eine interessante Diskussion experimenteller Ergeb¬ 
nisse finden Sie in „Ionosphere Explorer I Satellite: 

First Observations from the Fixed-Frequency Topside 
Sounder“ von W. Calvert, R. Knecht und T. van Zandt, 
Science 146, 391 (16. Okt. 1964). • 


m 


_ 2 
X = — COpX. 
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Qualitative Erklärung für die untere Grenzfrequenz. 

Wir wissen, daß für ein beliebiges System, z.B. von ge¬ 
koppelten Pendeln, folgende Aussage gilt: Die niedrigste 
mögliche Eigenfrequenz freier Schwingungen ist zugleich 
die niedrigste mögliche Frequenz sinusförmiger Wellen 
unter dem Einfluß einer harmonischen erregenden Kraft. 
Daher stellt die niedrigste Eigenfrequenz eine untere 
Gren^frequenz für erzwungene Schwingungen dar. Liegen 
die erregenden Frequenzen unterhalb dieser Grenzfre¬ 
quenz, so sind die Wellen nicht sinusförmig, sondern 
exponentiell. 

Gehau bei der Grenzfrequenz ist sowohl die Wellen¬ 
länge der sinusförmigen Wellen als auch die Schwächungs¬ 
länge der Exponentialwellen unendlich; gekoppelte Pen¬ 
del schwingen alle in Phase. Wollen wir also bei irgendeiner 
Dispersionsrelation eine untere Grenzfrequenz auffinden, 
so setzen wir einfach k = 0. Die Frequenz, die man mit 
k = 0 aus der Dispersionsrelation erhält, ist dann die 
Grenzfrequenz ojq t . Bei unserem Beispiel mit dem Bre¬ 
chungsindex gilt (siehe Gl. (4.78)) 

2 c 2 k 2 _ . 4jrNq 2 1 

n “ ? “ 1 + m , ,2 _,,2 • 


Setz man k = 0, so erhält man die untere Grenzfrequenz: 


^Gr ” w 0 + 


47rNq 2 

m 


(4.88) 


Nun ist co 2 wie immer gleich der rücktreibenden Kraft 
pro Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse. Nach dem 
oben über die Ionosphäre Gesagten beträgt diese rücktrei¬ 
bende Kraft (pro Einheitsauslenkung und pro Einheits¬ 
masse) bei freien Schwingungen der Elektronen in der 
Ionosphäre cOp = 47rNe 2 /m. Es handelt sich dabei um die 
niedrigste Eigenschwingung (Grundschwingung) der Elek¬ 
tronen ; sie hat unendliche Wellenlänge - alle Elektronen 
schwingen in Phase. Unterwerfen wir nun jede einzelne 
schwingende Ladung einer zusätzlichen bindenden Kraft 
in Form einer Feder mit der Federkonstanten mcoo> so 
bewirken wir offenbar nichts anderes, als daß jede Ladung 
eine zusätzliche rücktreibende Kraft (pro Einheitsauslen¬ 
kung und pro Einheitsmasse) coo erfährt. Die Ladungen 
können weiterhin in Phase schwingen, so daß k Null bleibt, 
und das System befindet sich noch immer in seiner nie¬ 
drigsten Eigenschwingung. Wir sehen also, daß die rechte 
Seite der Gl. (4.88) die rücktreibende Kraft pro Einheits¬ 
auslenkung und pro Einheitsmasse in der niedrigsten frei¬ 
en Eigenschwingung angibt. Es handelt sich daher um eine 
untere Grenzfrequenz. So finden wir Gl. (4.88) und die 
Ungleichung (4.79), die beide im „reaktiven“ Frequenz¬ 
bereich gelten, wo die Wellen exponentiell sind. 

Wir bringen nun noch eine weitere, mehr physikalische 
Erklärung für das Auftreten der unteren Grenzfrequenz 
in der Dispersionsrelation des Brechungsindex. Der Ein¬ 
fachheit halber setzen wir cj 0 ~ 0- Dann beschreibt unser 


„Modell“ die Ionosphäre. Warum tritt eine untere Grenz¬ 
frequenz mit 


47rNq 2 
W Gr = 1h— 


(4.89) 


auf? Zunächst betonen wir, daß die Ionosphäre (oder 
vielmehr unser Model von ihr) in vieler Hinsicht einem 
gewöhnlichen metallischen Leiter ähnlich ist. In beiden 
Fällen gibt es „freie“ Elektronen, die beim Auftreten 
eines elektrischen Feldes in dem Medium als Strom träger 
wirken. Nun ist im Inneren eines metallischen Leiters, 
der sich in einem „statischen“ elektrischen Feld (alle La¬ 
dungen ruhen, alle Felder sind zeitlich konstant) befindet, 
die elektrische Feldstärke gleich Null. Das Feld verschwin¬ 
det nicht etwa deshalb, weü das Metall das äußere Feld 
irgendwie „blockiert“ oder verschluckt hätte. Tatsächlich 
ist dieses noch im Inneren des Metalls vorhanden, es wird 
jedoch durch Überlagerung eines anderen Feldes „kompen¬ 
siert“. Dieses wird von jenen Ladungen erzeugt, die an 
die Metalloberfläche gedrängt wurden. Schaltet man das 
erregende Feld plötzlich ein, so benötigen die Metall¬ 
elektronen wegen ihrer Trägheit einige Zeit, sich in Bewe¬ 
gung zu setzen. Deshalb ist das Feld im Inneren zuerst 
nicht gleich Null, es wird vielmehr vom erregenden äuße¬ 
ren Feld bestimmt. Haben sich die Ladungen verlagert 
und sind sie ins Gleichgewicht gekommen, so erzeugen sie 
ein Feld, das zusammen mit dem erregenden Feld Null 
ergibt. Ist dies nicht der Fall, so befinden sich die Ladun¬ 
gen eben noch nicht im Gleichgewicht. Sie verlagern sich, 
bis dieses eintritt. Wir wollen die Zeit, die bis zum Errei¬ 
chen des Gleichgewichts verstreicht, als mittlere Relaxa¬ 
tionszeit t bezeichnen. Kehrt das erregende Feld nach 
einer gegenüber r kurzen Zeit seine Richtung um, so findet 
der Ladungsfluß keine Zeit zum Aufbau eines auslöschen¬ 
den Feldes, er muß sich schon vorher in die entgegen¬ 
gesetzte Richtung bewegen. Deshalb wird die Grenzfre¬ 
quenz von der Größenordnung r” 1 sein. Fällt also elektro¬ 
magnetische Strahlung mit einer gegenüber der Grenz¬ 
frequenz t -1 hohen Frequenz ein, so haben die Elektronen 
keine Zeit, mit ihrer Verlagerung die Auslöschung des 
Feldes zu bewirken. Das Medium wird daher für Frequen¬ 
zen oberhalb der Grenzfrequenz „durchsichtig“ sein. Bei 
„unendlich hoher“ Frequenz finden die Elektronen zu 
einer Bewegung überhaupt keine Zeit mehr, und die Strah¬ 
lung geht wie im Vakuum durch. Wird das System hin¬ 
gegen an einem Ende mit Frequenzen unterhalb der 
Grenzfrequenz r” 1 erregt, so verhält es sich wie ein unter¬ 
halb der Grenzfrequenz erregtes Hochpaßfüter. In nächster 
Nähe des erregten Endes wird das Feld im wesentlichen 
gleich dem erregenden Feld sein. In größerer Entfernung 
davon reicht jedoch für die Elektronen die Zeit aus, mit 
ihrer Bewegung das einfallende Feld auszulöschen. So 
beobachten wir in zunehmender Entfernung immer stär¬ 
kere Auslöschung, also exponentielle Schwächung. 
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Wir wollen die Relaxationszeit r abschätzen. Das Feld 
E 0 werde zur Zeit Null eingeschaltet. Es ruft eine Beschleu¬ 
nigung Kraft/m = qE 0 /m hervor. Bliebe diese Beschleuni¬ 
gung konstant, so würden die Elektronen während einer 
Zeit t die Strecke j at 2 zurücklegen (a ist die Beschleuni¬ 
gung). Lassen wir bei unserer groben Abschätzung den 
Faktor \ weg, erhalten wir als Auslenkung x während der 
Zeit t 


x 


^0 2 
m 1 


(4.90) 


Nehmen Sie an, die Bewegung der Ladungen werde durch 
die „Oberflächen“ des Plasmas (der Ionosphäre) oder 
des Metalls beschränkt. Die Gesamtladung, die an einer 
Oberfläche angelagert, von der anderen jedoch abgezogen 
wird, ist 

Q = NqxA. (4.91) 

Dabei bedeuten N die Dichte, A die Querschnittsfläche 
und x die Verschiebung. Die Ladungen, Q an einer Ober¬ 
fläche, — Q an der anderen, erzeugen ein homogenes 
Feld E 

0 qE 0 t 2 

E = 471- - = 47rNqx ~ 47rNq ~^ • (4.92) 


Ist die Zeit t hinreichend lang, so daß das auslöschende 
Feld E den Wert E 0 des erregenden Feldes annehmen 
kann, dann haben wir das Gleichgewicht erreicht. Daher 
erhält man die Relaxationszeit r, wenn man in Gl. (4.92) 
E ~ E 0 und t ~ r setzt: 

2 

C±TT INI I 

-2 


<^>Gr : 


4?rNq 2 


m 


was mit dem exakten Ergebnis der Gl. (4.89) überein¬ 
stimmt. 


Qualitative Diskussion des Brechungsindex im disper- 
siven Frequenzbereich. Ein einzelnes im Vakuum schwin¬ 
gendes geladenes Teilchen sendet elektromagnetische 
Wellen aus, die sich im Vakuum mit Lichtgeschwindigkeit 
ausbreiten. Wenn daher so ein Teüchen von einer einfal¬ 
lenden Lichtwelle stationär erregt wird, sendet es eine 
Strahlung aus, die sich im Vakuum mit der Geschwindig¬ 
keit c ausbreitet. Die von der schwingenden Ladung aus¬ 
gesandten Felder überlagern sich mit dem einfallenden 
Feld zu einem resultierenden Feld. Sind, wie in einem 
Stück Glas oder in der Ionosphäre, viele Ladungen vor¬ 
handen, so wird jede Ladung durch das lokale Feld in 
ihrer Nachbarschaft erregt. Dieses Feld wiederum ist die 
Überlagerung jenes Feldes, das bei Abwesenheit der La¬ 
dungen auftreten würde (also des „einfallenden Feldes“), 
mit den von allen schwingenden Ladungen ausgestrahlten 
Feldern. 

Jede schwingende Ladung (z.B. in einem Stück Glas) 
strahlt Wellen ab, die sich mit der Vakuumlichtgeschwin- 
digkeit c ausbreiten, obwohl doch die Wellen „durch Glas 


gehen“. Wie ist es möglich, daß man bei einer Überlage¬ 
rung von Wellen derselben Geschwindigkeit c, derselben 
Frequenz v und folglich derselben Wellenlänge c/v eine 
Resultierende mit einer Wellenlänge X ungleich c/v und 
einer Phasengeschwindigkeit ungleich c erhält? Der 
Schlüssel liegt im Wort „Phase“. Alles hängt von der 
Phasenbeziehung zwischen dem von einer einzelnen 
schwingenden Ladung ausgesandten Feld und dem erre¬ 
genden Feld ab. Wäre das von der erregten Ladung aus¬ 
gesandte Feld mit der erregenden Strahlung genau in 
Phase, so würde es das Gesamtfeld an einem entfernten 
Beobachtungspunkt durch sogenannte „konstruktive 
Interferenz“ vergrößern. Es würde jedoch keinerlei Phasen¬ 
verschiebung hervorrufen und daher die Phasengeschwin¬ 
digkeit nicht beeinflussen. Hätte hingegen das ausgestrahl¬ 
te Feld gegenüber dem erregenden Feld eine Phasenver¬ 
schiebung von 180 , so wäre die Resultierende durch 
„destruktive Interferenz“ kleiner als das einfallende Feld. 

Es würde bei ihr jedoch ebenfalls keine Phasenverschie¬ 
bung auftreten. Um eine Phasenverschiebung bei der 
Resultierenden hervorzurufen, muß die Strahlung der 
Ladungen einen gegenüber dem erregenden Feld um +90 
oderum —90 phasenverschobenen Anteil aufweisen. 

Die Phasenkonstante der Resultierenden wird hauptsäch¬ 
lich durch das erregende Feld bestimmt, da dieser größer 
ist als der infinitesimale Beitrag der betrachteten Einzel¬ 
ladung. Sie wird aber durch den Beitrag der schwingenden 
Ladung leicht verändert. 

So sei z.B. das Feld der einfallenden Strahlung in 
einem hinter der erregten Ladung in der Ausbreitungs¬ 
richtung liegendem festen Punkt gleich E 0 cos cot. Dieses 
stellt das elektrische Feld im Beobachtungspunkt dar, 
wenn kein Glas vorhanden ist; es rührt beispielsweise von 
den schwingenden Elektronen in einer entfernten Glüh¬ 
lampe her. Wird das Glas zwischen diese entfernte Licht¬ 
quelle und den Beobachter gebracht, so ist das von den 
schwingenden Elektronen der Glühlampe erzeugte Feld 
weiterhin gleich E 0 cos cot, und es breitet sich weiterhin 
mit der Geschwindigkeit c durch das Glas und durch alle 
anderen Stoffe aus. Nun sei das Feld & sin cot der kleine 
Beitrag einiger Glasmoleküle; & sei sehr klein und (bei¬ 
spielsweise) positiv. Auch diese Strahlung breitet sich mit 
der Geschwindigkeit c durch das übrige Glas aus, doch ist 
sie nach Voraussetzung gegenüber der erregenden Strah¬ 
lung um 90° phasenverschoben. Die Überlagerung liefert 
das resultierende oszülierende Feld im Beobachtungspunkt: 

E(t) = E 0 cos cot + & sin cot. 

Für & E 0 ist dies gleichbedeutend mit 

E(t) = E 0 cos (cot - 5), h = 

Lo 

wie Sie leicht sehen können, wenn Sie die Beziehungen 
cos 5 % 1 und sin 5 % 5 verwenden. Wir stellen also fest, 
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daß die Resultierende E(t) in einem in der Ausbreitungs¬ 
richtung liegenden Punkt bei Anwesenheit des Glases eine 
Phasenverschiebung 5 aufweist. Der in diesem Punkt be¬ 
findliche Beobachter muß „länger warten“, bis die Phase 
von E(t) einen bestimmten Wert annimmt; er muß warten, 
bis cot - 5 jenen Wert erreicht, den cot in Abwesenheit 
des Glases annehmen würde. Unser Beobachter sagt daher, 
die Phasengeschwindigkeit sei kleiner als c. Wäre hingegen 
der Beitrag des Glases proportional cos cot, so würde keine 
Phasenverschiebung auftreten. Dann lautete nämlich die 
Resultierende 

E(t) = (E 0 + ß) cos cot, 

und die Phasengeschwindigkeit hätte weiterhin den Vaku¬ 
umwert c. Das Experiment zeigt aber, daß die Phasen¬ 
geschwindigkeit des resultierenden Feldes ungleich c ist, 
obwohl jeder Beitrag zu der Überlagerung mit der Ge¬ 
schwindigkeit c fortschreitet. Daher muß die zu einem 
bestimmten Zeitpunkt t eintreffende Strahlung der Glas¬ 
moleküle gegenüber der zur selben Zeit eintreffenden 
Strahlung der Glühlampe um ± 90° phasenverschoben 
sein. 

Es bleibt nur noch zu zeigen, daß ein infinitesimaler 
Beitrag der strahlenden Glasmoleküle tatsächlich gegen¬ 
über dem erregenden Feld um ±90° phasenverschoben ist. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir an, das einfallende Feld 
sei E 0 cos cot. Dann hat die schwingende Ladung die Aus¬ 
lenkung A eJ cos cot, wenn co nicht in der Nähe einer Reso¬ 
nanz liegt. In Kapitel 7 werden wir lernen, daß die Strah¬ 
lung einer schwingenden Ladung der „retardierten Be¬ 
schleunigung“ proportional ist. Darunter versteht man 
folgendes: Im Abstand z in der Ausbreitungsrichtung ist 
das ausgestrahlte Feld der Beschleunigung der Ladung 
zum früheren Zeitpunkt t - (z/c) (zu dem das Feld aus¬ 
gesandt wurde) proportional. Nun ist die Beschleunigung 
bei harmonischer Bewegung gleich —co 2 mal der Auslen¬ 
kung. Wir kommen also zu dem erschreckenden Ergebnis, 
daß die von jeder schwingenden Ladung ausgesandte 
Strahlung proportional cos cot ist. Wir haben doch ent¬ 
schieden, daß sie proportional sin cot sein muß, wenn wir 
eine von c verschiedene Phasengeschwindigkeit erhalten 
sollen! Das ist so zu erklären: Eine Strahlung breite sich 
als ebene Welle in der z-Richtung aus. Dann müssen wir 
zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht nur den Beitrag 
der vom Beobachtungspunkt in der negativen Ausbrei¬ 
tungsrichtung gelegenen Moleküle betrachten, sondern 
vielmehr alle Beiträge von einer dünnen, zur Ausbreitungs¬ 
richtung senkrechten Glasschicht berücksichtigen. Wie wir 
gerade gesehen haben, liefert das dem Aufpunkt nächst¬ 
gelegene Molekül einen infinitesimalen Beitrag, der (bis 
auf ein Plus- oder Minuszeichen) mit dem erregenden Feld 
in Phase ist. Andere Moleküle sind jedoch weiter entfernt. 
Ihre Beiträge, die sich immer mit der Geschwindigkeit c 
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ausbreiten, brauchen bis zum Eintreffen länger. Bei der 
Integration über eine unendlich ausgedehnte Schicht zeigt 
sich, wie wir in Kapitel 7 sehen werden: Die Phase des 
Nettobeitrages der Schicht bleibt hinter jener des nächst¬ 
gelegenen Moleküls um 90° zurück. Das Durchschnitts¬ 
molekül der Schicht ist mit anderen Worten vom Aufpunkt 
effektiv um eine Viertel Wellenlänge weiter entfernt als 
das nächstgelegene Molekül. Wir haben also die Ursache 
für die Phasenverschiebung von 90° gefunden und haben 
gesehen, wie sich viele Wellen der Phasengeschwindigkeit c 
zu einer Resultierenden mit einer Phasengeschwindigkeit 
ungleich c überlagern können. Die Phasengeschwindigkeit 
kann größer oder kleiner als c sein, je nachdem, ob die er¬ 
regten Schwingungen mit der erregenden Strahlung in 
Phase oder ihr gegenüber um 180° phasenverschoben sind. 
Und dies hängt wiedemm davon ab, ob die erregende Fre¬ 
quenz unter- oder oberhalb der Resonanzfrequenz liegt. 
Alle Moleküle befinden sich im stationären Zustand, und 
deshalb braucht es einen nicht zu kümmern, daß die 
Phasengeschwindigkeit größer als c sein kann. 

Bezeichnungsweise: Was ist der Grund, daß wir immer 
E betrachten und B vernachlässigen? Wir tun es zwar 
nicht immer, aber häufig. Ein Grund dafür, daß wir die 
mit elektromagnetischen Wellen verbundenen Erschei¬ 
nungen durch E ausdrücken und B aus den Gleichungen 
heraushalten, ist der: Wenn elektromagnetische Wellen 
mit einem geladenen Teilchen der Ladung q und der 
Geschwindigkeit v in Wechselwirkung treten, so unterliegt 
das Teüchen der Lorentz-Kraft (Band 2, Abschnitt 5.2) 

F = qE + q^-XB. 

Es zeigt sich, daß E und B in einer laufenden elektro¬ 
magnetischen Welle im Vakuum denselben augenblick¬ 
lichen Betrag haben. Daher ist der Betrag der von B er¬ 
zeugten Kraft um einen Faktor der Größenordnung Iv/ci 
kleiner als jener der von E erzeugten Kraft. Von gebräuch¬ 
lichen Lichtquellen oder auch von einem starken Laser 
herrührende Felder E und B sind erfahrungsgemäß so 
schwach, daß die in herkömmlichen Materialien auftreten¬ 
de Maximalgeschwindigkeit Ivl der erregten Elektronen 
im stationären Zustand sehr klein gegenüber c bleibt. So 
kann man in vielen physikalischen Situationen die von B 
erzeugte Kraft vernachlässigen, weshalb wir unser Haupt¬ 
augenmerk auf E richten. 

Manchmal kann jedoch der Effekt von B überwiegen, 
so gering er gemäß den obigen Überlegungen auch ist. 

Und wenn E und B keine Strahlungsfelder (laufende 
Wellen) sind, sondern z.B. durch äußere Ladungen und 
Ströme erzeugte statische Felder, dann müssen sie selbst¬ 
verständlich nicht denselben Betrag aufweisen. In diesem 
Falle könnten etwa Felder lEl=0und IBI = lOOKüogauß 
vorhanden sein. 
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4.4. Wellenwiderstand und Energietransport 

Bei der Untersuchung von Eigenschwingungen und 
stehenden Wellen haben wir herausgefunden, daß sich ein 
kontinuierliches Medium durch zwei Parameter charak¬ 
terisieren läßt : durch eine „rücktreibende Kraft“ und 
eine „Trägheit“. Bei einer kontinuierlichen Saite wird 
die rücktreibende Kraft von der Gleichgewichtsspannung 
T 0 , die Trägheit hingegen von der Massendichte p 0 ge¬ 
liefert. Im Falle der als Tiefpaß wirkenden Fernleitung 
sind die entsprechenden Parameter (C/a) -1 (der Kehrwert 
der Parallelkapazität pro Längeneinheit) und L/a (die 
Induktivität pro Längeneinheit). Für longitudinale Wellen 
auf einer Feder ist der Parameter der rücktreibenden 
Kraft Ka, jener der Trägheit hingegen m/a = p 0 . Bei 
Schallwellen ist die „Federkraft“ gleich 7p 0 , die Trägheit 
gleich der Volumenmassendichte p 0 . In jedem dieser Fälle 
verhalten sich die Eigenschwingungen (die stehenden 
Wellen) ähnlich wie ein einfacher harmonischer Oszillator. 
(Bei gekoppelten Pendeln oder bei einer als Bandfilter 
wirkenden Fernleitung benötigen wir jedoch einen weite¬ 
ren Parameter, die untere Grenzfrequenz.) 

Laufende Wellen zeigen ein ganz anderes Verhalten als 
stehende Wellen: Sie transportieren Energie und Impuls 
Ihre Phasenbeziehungen sind von jenen der stehenden 
Wellen verschieden. Ein ausgedehntes System mit laufen¬ 
den Wellen verhält sich nicht wie „ein einziger großer 
harmonischer Oszillator“, wie es bei stehenden Wellen der 
Fall ist. Daher sind die Parameter des harmonischen Os¬ 
zillators, rücktreibende Kraft und Trägheit, nicht die best¬ 
geeigneten Größen zur Beschreibung eines Mediums mit 
laufenden Wellen. Eine für ein solches Medium charak¬ 
teristische Größe ist die Phasengeschwindigkeit v^,. Sie 
lautet für transversale Wellen auf einer Saite 

(4.93) 

Es handelt sich hier einfach um eine bestimmte Kombina¬ 
tion aus den Parametern T 0 und p 0 der rücktreibenden 
Kraft und der Trägheit. Eine davon unabhängige Kombi¬ 
nation ist 

z = VpJV ( 4 - 94 ) 



erregt. Das System ist in Bild 4.8 dargestellt. Wir wollen 
den „Senderausgang“ — die Verbindung, durch die die 
erregende Kraft auf die Saite wirkt — mit L (für links) 
bezeichnen. Den mit diesem Ausgang unmittelbar in 
Berührung stehenden Teil der Saite bezeichnen wir mit R 
(rechts). Nun wirkt im Gleichgewicht (Gl. (4.8a)) keine 
transversale Kraftkomponente, und die Kraft in der 
z-Richtung ist gleich der Gleichgewichtsspannung T 0 . In 
der allgemeinen Stellung von Bild 4.8b beträgt die Saiten¬ 
spannung T. Die von der Saite auf den Senderausgang 
ausgeübte transversale Kraftkomponente lautet 


F X (R auf L) = T sinÖ 


= (T cosö) 
= T 0 tanö 



sin 6 
cos 6 


(4-95) 


Das Ergebnis Gl. (4.95) gilt für eine ideale Spiralfeder mit 
T = Tq/cos 6 exakt. Es gilt bei kleinen Winkeln 6 auch für 
beliebige Federn. • 


Wellenwiderstand. Nun errege der Sender ein völlig 
unbegrenztes Medium — die Saite — im stationären Zu¬ 
stand, so daß er laufende Wellen in positive z-Richtung 
emittiert. Dann lautet \jj( z, t) 


^/(z, t) = A cos (cot - kz). 

(4.96) 

Differenzieren ergibt 


3 \P 

—— = kA sin (cot - kz), 

(4.97) 

d\p 

— = — coA sin (cot — kz). 

(4.98) 

Vergleichen wir die Gin. (4.97) und (4.98) und verwenden 
wir die Beziehung v^ = co/k, so sehen wir, daß für eine in 
die positive z-Richtung laufende Welle gilt: 

9i// _ l 9 \p 

9z v^, 9t ' 

(4.99) 


Durch Einsetzen von Gl. (4.99) in Gl. (4.95) erhalten wir 
für laufende Wellen 


Diese Größe heißt Wellenwiderstand für transversale Wel¬ 
len auf einer kontinuierlichen Saite. Wie wir zeigen wer¬ 
den, bestimmt dieser Wellenwiderstand die von einer vor¬ 
gegebenen erregenden Kraft auf die Saite hinausgeschickte 
Leistung. So erweisen sich Phasengeschwindigkeit und 
Wellenwiderstand als die beiden natürlichen Parameter 
zur Beschreibung laufender Wellen in einem Medium. 

• Beispiel: 8. Transversale laufende Wellen auf einer kon¬ 
tinuierlichen Saite. Eine kontinuierliche Saite erstrecke sich 
von links nach rechts; ihr linkes Ende bei z = 0 werde 
durch eine harmonische Kraft in transversaler Richtung 


F x (RaufL) = -^^. (4.100) 

Nun ist d\p /3t die transversale Geschwindigkeit der Saite 
an der Stelle der Verbindung mit dem Senderausgang. Die 
Größe T 0 /v^ ist eine Konstante. Wir haben somit folgende 
Aussage erhalten: Emittiert der Sender laufende Wellen, 
so wirkt die vom Medium (der Saite R) auf den Sender¬ 
ausgang L ausgeübte „rückwirkende Kraft“ dämpfend. 
Wenn also der Sender in Richtung von L nach R laufende 
Wellen emittiert, stellt sich die Saite seiner Bewegung 
mit einer Kraft entgegen, die der ihr aufgezwungenen 
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Bild 4.8 

Emission transversaler laufender Wellen 

a) Gleichgewicht 

b) allgemeine Stellung 



Geschwindigkeit negativ proportional ist. Den Propor¬ 
tionalitätsfaktor bezeichnet man als Wellenwiderstand Z: 


F X (R auf L) = 


7 <W 
at ’ 


(4.101) 


wobei 

Z=£. (4.102) 

Für transversale laufende Wellen auf einer kontinuierlichen 
Saite erhält man 


die sie zu einem entfernten „Empfänger“ transportieren 
kann. Dort läßt sich die Energie wieder vollständig zurück¬ 
gewinnen, wie wir später lernen werden. Die Ausgangs¬ 
leistung ist gleich dem Produkt der vom Sender bei z = 0 
auf die Saite ausgeübten transversalen Kraft und der trans¬ 
versalen Saitengeschwindigkeit an dieser Stelle. Nun folgt 
aus dem dritten Newtonschen Gesetz, daß F X (L auf R) 
gleich -F X (R auf L) ist. Benutzen wir diese Tatsache und 
Gl. (4.101), so erhalten wir die augenblickliche Ausgangs¬ 
leistung P(t) in erg/s als 


'V = |/^ Einheit: ^ > (4.103) 

also 

Z=^= V^P~o Einheit: ( ^ y (4.104) 

Ausgangsleistung des Senders. Das wichtigste Charak¬ 
teristikum einer Dämpfungskraft ist, daß sie Energie 
„dissipiert“ („absorbiert“). Bei dem vorliegenden Beispiel 
drückt man es am besten so aus: Die Saite absorbiert die 
vom Senderausgang „abgestrahlte“ Energie. Diese wird 
aber nicht in dem Sinne dissipiert, daß sie etwa in „Wärme“ 
überginge. Vielmehr wird sie auf die Saite hinausgeschickt, 


P(t) = F X (L auf R) — (allgemein) 

P(t) = (z = z(!£) (laufende Welle). (4. 105) 

Die erste der beiden Gin. (4.105) gilt allgemein, die zweite 
nur für laufende Wellen. 

In den Gin. (4.105) haben wir die Ausgangsleistung mit 
Hilfe der Wellengröße 30/3t ausgedrückt, die die augen¬ 
blickliche transversale Geschwindigkeit der Saite bei 
z = 0 in cm/s angibt. Eine weitere, ebenso interessante 
und wichtige Wellengröße ist die durch Gl. (4.95) in dyn 
angegebene transversale Kraft F X (R auf L). Die Ausgangs- 
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leistung des Senders läßt sich mit Hilfe der Gin. (4.95) 
und (4.99) durch diese Größe ausdrücken: 


P(t) = F x (LaufR)-^ 

_ 0 3z J 3t 


(allgemein) 

(allgemein) 


P(t) 


-T 0 


T 0 

Z 


bjr 

3z 


1 L ^ 

I V ^3z 


T 0 


T 0 


ch/z 
3z 
3 \p~ 
3z _ 


(laufende Welle) 


(4.106) 


Die ersten beiden Gin. (4.106) gelten allgemein, die dritte 
gilt nur für laufende Wellen. 

Weshalb machen wir uns die Mühe, P(t) in den zwar 
verschiedenen, doch gleichwertigen Formulierungen der 
Gin. (4.105) und (4.106) anzugeben? Weil wir immer 
finden werden, daß zwei physikalisch interessante Wellen¬ 
größen auftreten und daß wir bei manchen Systemen 
lieber die eine, bei manchen lieber die andere benutzen 
wollen. Beispielsweise werden wir bei Schallwellen fest¬ 
stellen, daß dort der Überdruck dieselbe Rolle spielt wie 
die transversale rücktreibende Kraft -T 0 3i///3z bei der 
Saite, während die longitudinale Geschwindigkeit der Luft 
in einer Schallwelle der transversalen Saitengeschwindig¬ 
keit 31///31 entspricht. Ähnlich spielt bei der elektroma¬ 
gnetischen Strahlung das transversale Magnetfeld B y die¬ 
selbe Rolle wie die transversale Saitengeschwindigkeit 
3i///3t, hingegen entspricht das transversale elektrische 
Feld E x der rücktreibenden Kraft —T 0 d\p/dz bei der 
Saite. 


berechnen, 
einer Saite 

P(z, t) = 

oder 

P(M) = 


Daher erhält man für eine laufende Welle auf 


chKM)' 
at . 


(4.107) 


i_ 

z 


-To 


a^(z,t) i 2 

3z 


(4.108) 


• Beispiele: 9. Longitudinale Wellen auf einer Feder. 

Als nächstes betrachten wir die Emission longitudinaler 
Verdichtungs- und Verdünnungswellen auf einer Feder. 

Mit Hilfe der einfachen Methode von Newton , jedoch 
nach Korrektur seines berühmten Fehlers, werden wir 
später in der Lage sein, unsere Ergebnisse auf die Beschrei¬ 
bung von Schallstrahlung anzuwenden. Das System ist in 
Bild 4.9 dargestellt. 

Die Größe Ka geht in die Gleichung der longitudinalen 
Bewegung einer mit Massenpunkten versehenen Feder 
genauso ein wie die Gleichgewichtsspannung T 0 in die 
Bewegungsgleichung der transversalen Schwingungen einer 
solchen Feder (siehe Gl. (2.77) und die unmittelbar 
darauffolgenden Überlegungen). Deshalb erhält man die 
eine Phasengeschwindigkeit aus der anderen, indem man T 0 
und Ka vertauscht (siehe Gl. (4.27)). Ähnlich finden wir 
die Beziehungen für Wellenwiderstand und transportierte 
Leistung longitudinaler Wellen auf einer kontinuierlichen 
Feder, indem wir einfach in unseren Ergebnissen für trans¬ 
versale Schwingungen Ka statt T 0 einsetzen. So erhält 
man aus den Gin. (4.103), (4.104), (4.107) und (4.108) 
für longitudinale Wellen die Beziehungen 

v * = ylls Z =Yk*Po (4.109) 


Energietransport durch eine laufende Welle. Die Lei¬ 
stung, die der Sender bei z = 0 in Form laufender Wellen 
abgibt, beträgt P(t). Sie ist gleich jener Energie, die in der 
Zeiteinheit irgendeinen in der Ausbreitungsrichtung liegen¬ 
den Punkt z in der positiven z-Richtung passiert. Wir ver¬ 
nachlässigen die Dämpfung. Bei der Herleitung unserer 
Ergebnisse für die beim Senderausgang von L nach R (von 
links nach rechts) strömende Leistung betrachten wir den 
Punkt z = 0. Stattdessen hätten wir jedoch ebenso gut 
von einem beliebigen in der Ausbreitungsrichtung liegen¬ 
den Punkt z sprechen können, denn wir forderten nur, 
daß das Medium laufende Wellen führe. Wenn Sie die 
Schritte der Herleitung wiederholen und dabei diese Über¬ 
legung berücksichtigen, sehen Sie sofort: Bei laufenden 
Wellen wird die einen bestimmten Punkt z in der positi¬ 
ven z-Richtung passierende Leistung durch dieselben Aus¬ 
drücke beschrieben, die in den Gin. (4.105) und (4.106) 
auftraten. Nur sind dabei die transversale Geschwindigkeit 
31///31 und die rücktreibende Kraft -T 0 3i///3z nicht an 
der Stelle z = 0, sondern in einem beliebigen Punkt z zu 


sowie die von einer laufenden Welle transportierte Lei¬ 
stung (in erg/s): 


P(z, t) = Z 


9^(z, t) f 

3t - 



3i//(z, t) -2 
3z - 


(4.110) 


Die Größe \p( z, t) gibt an, um wieviel ein Federelement 
mit der Gleichgewichtslage z aus dieser Gleichgewichts¬ 
lage ausgelenkt wird; sie ist positiv, wenn die Auslenkung 
in die positive z-Richtung weist. Die zugehörige Geschwin¬ 
digkeit lautet 3 \p(z, t)/3t. Nun übt der im Gleichgewicht 
links von z liegende Teü der Feder auf den im Gleich¬ 
gewicht rechts liegenden in der positiven z-Richtung eine 
bestimmte Kraft aus. Die Differenz aus dieser Kraft und 
ihrem Gleichgewichtswert F 0 wird durch die Größe 
-Ka 3i//(z, t)/3z beschrieben (Übung 29): 

3ii/(z, t) 

F Z (L auf R) = F 0 - Ka -~-- 2 (4.111) 

Die Kraft F 0 in Gl. (4.111) rührt von der Dehnung oder von 
der Kompression der Federn im Gleichgewichtszustand 
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Bild 4.9 

Emission longitudinaler laufender Wellen 

a) Gleichgewicht 

b) allgemeine Stellung 
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Bild 4.10 

Emission longitudinaler Schallwellen 

a) Gleichgewicht 

b) allgemeine Stellung 



her. Sie liefert keinen Beitrag zu irgendwelchen Wellen. 
Deswegen erscheint im zweiten Teil der Gl. (4.110) nur 
die Differenz gegenüber F 0 , nämlich —Ka 3i///3z. • 

• 10. Schallwellen. Wir werden das in Abschnitt 4.2 
diskutierte Newtonsche Modell für Schallwellen benutzen. 
Das System ist in Büd 4.10 dargestellt. 


ln Abschnitt 4.2 haben wir die Phasengeschwindigkeit 
des Schalls mit Hilfe der Newtonschen Analogie zwischen 
Schallwellen und longitudinalen Schwingungen auf einer 
kontinuierlichen Feder gefunden. Wir ersetzten zum 
Schluß die Linienmassendichte der Saite im Gleichgewicht 
durch die Volumenmassendichte der Luft im Gleich¬ 
gewicht. Ferner ersetzten wir die Federgröße Ka durch 
den Gleichgewichtsluftdruck p 0 mal dem berühmten 
Faktor y. Daher lassen sich die Beziehungen für Wellen¬ 
widerstand und Energie bei Schallwellen leicht erraten. 

Wir ersetzen in den Beziehungen für longitudinale Wellen 
auf einer Feder einfach Ka durch 7p 0 . So erhalten wir 
aus den Gin. (4.109) und (4.110) für Schallwellen 


v 





z= Yrpößo 


sowie die Energiefluß dichte einer laufenden Schallwelle 
(in erg/cm 2 s): 


I(z,t) = Z 



2 

_ 1 

3i//(z,t)~ 

L 3t J 

z 

L TPo 3z J 


(4.113) 


Die Größe i//(z, t) gibt an, um wieviel ein Luftteilchen mit 
der Gleichgewichtslage z in der positiven z-Richtung aus¬ 
gelenkt ist; 3i//(z, t)/3t ist die zugehörige Geschwindigkeit. 
Die im Gleichgewicht links von z liegende Luft übt auf 
die im Gleichgewicht rechts von z liegende in der positiven 
z-Richtung eine bestimmte Kraft pro Flächeneinheit aus. 
Die Differenz aus dieser Kraft (dem Druck) und ihrem 
Gleichgewichtswert p 0 wird durch die Größe 
— 7 p 0 3^(z, t)/3z beschrieben: 


F Z (L aufR) 

-7-= Po ~7Po 


d*Kz, t) 
3z 


(4.114) 


Dies folgt aus der für longitudinale Wellen auf einer Feder 
geltenden Gl. (4.111), wenn man F 0 durch p 0 und Ka 
durch 7 p 0 ersetzt. Der Gleichgewichtsdruck p 0 liefert zu 
den Wellen keinerlei Beitrag. Wir werden ~7p 0 d\p/dz 
als Überdruck p ü bezeichnen: 


3i//(z, t) 


(4.112) 


Pü = -7Po 


3z 


(4.115) 
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4. Laufende Wellen 


Für Luft im Normalzustand gilt p 0 = 1 atm = 1,01 * 10 6 
dyn/cm 2 undp 0 = 1,29 • 10~ 3 g/cm 3 . Somit liefern die 
Gin. (4.112) 

V = 3,32 • 10 4 ^ , (4.116) 


Z = 


(dyn/cm 2 ) 
(cm/s) 


(4.117) • 


Normalintensität für Schall. Die Intensität einer lau¬ 
fenden Schallwelle ist als der zeitliche Mittelwert jener 
Energie definiert, die in der Zeiteinheit durch die Flächen¬ 
einheit hindurchgeht. Eine oft gebrauchte Einheit für 
Schallintensität ist 

n w erg 

Normalintensität = I 0 - 1 —2 ~ 10— T~ • (4.118) 

cm 2 cm 2 s 

Dabei haben wir die Beziehungen 1 pW = 10~ 6 Watt und 
1 Watt = 10 7 erg/s verwendet. Eine Person, die im mitt¬ 
leren Unterhaltungston spricht, sendet eine Schalleistung 
von etwa 100 erg/s aus. Die Mundöffnung ist beim Spre¬ 
chen ungefähr 10 cm 2 groß. Wenn Sie also in ein Ende 
einer Kartonröhre hineinsprechen, so daß die gesamte 
Schallenergie in der positiven z-Richtung (in die Röhre 
hinein) fortschreitet, dann beträgt die Schallintensität 
etwa (100 erg/s)/10 cm 2 = I 0 . So erhalten Sie eine Vor¬ 
stellung von I 0 , wenn jemand durch eine kurze Karton¬ 
röhre zu Ihnen spricht. Eine lange Röhre schwächt den 
Schall durch Reibung an den rauhen Kartonwänden und 
durch seitliche Abstrahlung von der Röhre. Schreit die 
betreffende Person mit höchster Lautstärke in die Karton¬ 
röhre hinein, so beträgt die Intensität rund 100 I 0 - Inten¬ 
sitäten von Qtwa 100...1000 I 0 verursachen beim Zuhörer 
Schmerz. 

Die Intensität, bei der Schall gerade noch vernehm¬ 
bar ist, hängt von der Frequenz ab. In der Nähe des To¬ 
nes a 1 (440 Hz) liegt die Hörschwelle durchschnittlich 
bei 10” 10 1 0 - Das menschliche Ohr überstreicht also den 
riesigen Hörbereich von 100 I 0 bis 10" lo I o ; diese Inten¬ 
sitäten unterscheiden sich um den Faktor 10 12 ! 


Bezeichnungsweise — Dezibel. Steigt die Schallinten¬ 
sität um den Faktor 10, so sagt man, sie habe um 1 Bel 
zugenommen. Folglich umfaßt der Hörbereich des Ohres 
etwa 12 Bel. Steigt die Intensität um den Faktor 10 0,1 , so 
spricht man von einer Zunahme um 0,1 Bel oder 1 Dezibel. 
Somit 


1 db = 1 Dezibel = 


Zunahme der Intensität 


1 Bel = 10 db = 


um den Faktor IO 0,1 
Zunahme der Intensität 
um den Faktor 10 


= 1,26. 
(4.119) 


Eine Person mit normalem Gehörsinn kann eine Zunahme 
der Lautstärke um etwa 1 db kaum wahrnehmen. 

Die folgenden Anwendungen enthalten Rechnungen 
mit dem Schallwellenwiderstand (Schallwiderstand) und 
der Schallintensität. 


Anwendungen: Effektiver Überdruck bei schmerz¬ 
hafter Schallintensität. Wie groß ist bei schmerzhafter 
Schallintensität der effektive Überdruck (in atm)? Wir 
wollen das Ergebnis in atm erhalten, um zu klären, ob 
der Schmerz dieselbe Ursache hat wie jener, den Sie beim 
Tauchen in etwa 5 m Tiefe unterhalb der Wasseroberfläche 
verspüren, wenn Sie nicht durch Schlucken Luft in Ihr 
Innenohr pumpen. Wir wissen, daß 10 m Wasser einen 
Druck von 1 atm erzeugen. Daher beträgt der Überdruck 
in 5 m Tiefe etwa \ atm. Ist der Druck in einer schmerz¬ 
haften Schallwelle ebenso groß? 

Lösung: Nehmen Sie als schmerzhafte Intensität 
1= 1 000 I 0 an. Dann haben wir nach Gl. (4.113) 

<p 2 > 1/2 = (ZI) 1/2 

= (1000 ZI 0 ) 1/2 

= [(1000)(42,8)(10)] 1/2 = 650 dyn/cm 2 . 

Dieser Wert ist sehr klein gegenüber 1 atm = 1,01 • 10 6 
dyn/cm 2 . Wir erhalten also das interessante Ergebnis, daß 
der Schmerz nicht etwa deshalb auftritt, weil der zeitliche 
Mittelwert des Drucks zu hoch wäre. Denn 600 dyn/cm 2 
sind gleich 6 • 10" 4 atm, und dieser Druck tritt bei einer 
Tauchtiefe von bloß ~ cm auf. 

Amplitude bei schmerzhaft lautem Schall Wie groß 
ist bei schmerzhaft lautem Schall die Amplitude, mit der 
die Luftmoleküle ausgelenkt werden? Setzen Sie 
i//(z, t) = A cos (cot - kz). Dann ist der bei festgehaltenem 
z über eine Schwingung genommene zeitliche Mittelwert 
des Quadrats von 3i///3t gleich j gj 2 A 2 . Benutzen wir 
Gl. (4.113) und nehmen wir als Frequenz 440 Hz, so 
finden wir 

A (21/Z) 1/2 

A= -ST” 

_ (2-1000 - 1 0/42,8) 1/2 
(6,28)(440) 

= 2,5 • 10 2 cm = j mm. 


Amplitude bei kaum hörbarem Schall. Wie groß ist 
bei kaum hörbarem Schall die Amplitude, mit der die 
Luftteüchen ausgelenkt werden? Nehmen Sie an, die 
Intensität sei gleich 10 10 1 0 - Die Amplitude ist der Qua¬ 
dratwurzel aus I proportional. Daher erhalten wir als 
Ergebnis bei der Frequenz 440 Hz (a 1 ) die Quadratwurzel 
aus 10 13 mal dem Ergebnis der obigen Anwendung, wo 
wir 1 = 1000 I 0 wählten. Folglich 


A = 10~ 6,5 (2,5 • 10' 2 ) 
2,5 • 10"" 


VlO 


10 8 cm. 


Dieser Wert entspricht etwa dem Durchmesser eines 
Atoms. Ihr Ohr ist also so hochempfindlich, daß es in der 
Lage ist, Trommelfellauslenkungen von der Größenord¬ 
nung eines Atomdurchmessers nachzuweisen! 
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Bild 4.11 

Emission laufender Wellen auf einer 
Fernleitung 



Schalleistung eines typischen Hi-fi-Lautsprechers. 
Welche Schalleistung (in Watt) würden Sie von einem 
typischen Hi-fi-Lautsprecher etwa erwarten? Nehmen 
Sie an, ein durchschnittlicher Hi-fi-Freund wollte ein lan¬ 
ges Zimmer mit schmerzhaft lauten Schallwellen der In¬ 
tensität 100 I 0 durchsetzen. Dieses Zimmer habe reflek¬ 
tierende Seitenwände, jedoch eine schallschluckende 
Hinterwand. Seine Querschnittsfläche betrage etwa 
3x3m% 10 5 cm 2 . An dem Ende, wo der Lautsprecher 
steht, hat nun unser Hi-fi-Freund zwei Möglichkeiten: 

Er kann entweder mit Hilfe des Lautsprechers die ganze 
Wand als „Schallbrett“ erregen oder aber den ersten Teil 
des Zimmers als allmählich sich veqüngenden „Trichter“ 
zur „Anpassung der Wellenwiderstände“ von Lautsprecher 
und Zimmer verwenden. (Die Anpassung von Widerstän¬ 
den werden wir in Kapitel 5 besprechen.) In jedem Falle 
lautet die Schalleistung 

P = I • (Fläche) = 100 I 0 • 10 5 = 10 7 /zW = 10 Watt. 
Somit ist bei Hi-fi-Anlagen eine Schalleistung von 10 Watt 
gebräuchlich. 

Überlagerung zweier fast schmerzhafter Schallwellen. 
Nehmen Sie an, eine Person könnte bei der Frequenz 
440 Hz den durch die Intensität 100 I 0 verursachten 
Schmerz gerade noch aushalten, den bei derselben Fre¬ 
quenz durch die Intensität 200 I 0 verursachten Schmerz 
jedoch nicht mehr. Dies gelte auch für c 1 (512) — die 
Person könne 1001 0 aushalten, 2001 0 jedoch nicht mehr. 
Was geschieht, wenn beide Töne, jeder mit der Intensität 
100 I 0 ,gleichzeitig auftreten? Die gesamte Intensität 
beträgt nun 200 I 0 . Kann diese Person das aushalten? 

Ich weiß es nicht, habe aber eine Vermutung. 

Hoffentlich sind Sie davon überzeugt, daß Sie sich nun 
das Rüstzeug zur Beantwortung einiger interessanter Fra¬ 
gen über Schall erarbeitet haben. Über stehende Schall¬ 
wellen wurde zwar noch nicht gesprochen, doch verhalten 
sich diese genauso wie longitudinale stehende Wellen auf 
einer Spiralfeder. Daher sollten Sie beim Verständnis der 


Heimversuche über Schall, wenn Sie sich diese nun an- 
sehen, keine Schwierigkeiten haben. 

• Beispiele: 11. Laufende Wellen in einer als Tiefpaß 
wirkenden Fernleitung. Das zu diesem wichtigen Beispiel 
gehörende System ist in Bild 4.11 dargestellt. Als erregende 
Kraft wirkt die bei z = 0 angelegte Spannung U(t). Wir wer¬ 
den nur den Grenzfall langer Wellenlängen, also den kontinu¬ 
ierlichen Grenzfall, betrachten, wo U(z,t) und I(z,t) ste¬ 
tige Funktionen von z sind. Ist die Fernleitung unendlich 
lang oder endet sie in einem ideal absorbierenden Material, 
so liegt ein unbegrenztes System vor, in dem laufende 
Spannungs- und Stromwellen U(z,t) bzw. I(z,t) auftreten. 
Hat die erregende Spannung am Eingang die Form 

U(t) = U 0 cos cot, (4.120) 

so muß die Spannungs welle U(z,t) bei z = 0 den Wert 
U 0 cos cot annehmen. Sie lautet daher 

U(z,t) = U 0 cos (cot - kz). (4.121) 

Wir wollen nun die Beziehung zwischen U(z, t) und I(z,t) 
ermitteln. Es wird sich zeigen, daß diese Größen im Falle 
einer laufenden Welle zueinander proportional und nicht 
z.B. um ± 90° phasenverschoben sind. Lassen Sie uns 
dieses Ergebnis vorwegnehmen: 

I(z,t) = I 0 cos (cot - kz) + J 0 sin (cot - kz), (4.122) 

wobei sich die Konstante J 0 als Null erweisen wird. 

Betrachten Sie nun den ersten Kondensator in Bild 
4.11. Er trägt die Ladung Qi (t), die mit der Potential¬ 
differenz Uj (t) verbunden ist. Hierbei ist 

Q i (t) = CUj (t) = CU( Zl ,t). (4.123) 

Dann ist 

^aU(z l5 t) dQi 
C 9t “ "dt" 

= 1, -I 2 
= -(12-1.) 

9 I(z„t) 

3 3z 
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4. Laufende Wellen 


Beim letzten Gleichheitszeichen haben wir die kontinuier¬ 
liche Nähemng verwendet. Somit 

3U(z„t) /CV 1 3I(zi,t) 


3t 


! -( c J 


3z 


(4.124) 


Setzen wir die Gin. (4.121) und (4.122) in Gl. (4.124) ein, 
so sehen wir, daß die in Gl. (4.122) auftretende Konstante 
J 0 tatsächlich verschwinden muß. Die restlichen Terme 
liefern i 

- cj U 0 sin(cot - kz) = - I 0 k sin(cjt - kz), 
d.h., 

Uo = -^~ Io- (4-125) 

V 


Daher 

U(z,t)=Ä-^I(z > t) = ZI(z > t), (4.126) 

V 


gemäß der Definition von Z. Folglich lauten Phasen¬ 
geschwindigkeit (aus Abschnitt 4.2, Gl. (4.48)) und Wellen¬ 
widerstand im Grenzfall langer Wellenlängen (kontinuier¬ 
licher Grenzfall, Grenzfall der verteilten Parameter) 


(C/a)- 1 

(L/a) 


(4.127) 


Z = 


(C/a)' 1 



(4.128) 


Die augenblickliche Ausgangsleistung des Senders bei 
z = 0 ist 

P(t) = U (t) I (t) = U(0, t) I (0, t) = ZI 2 (0, t). (4.129) 

P(t) läßt sich noch anders ausdrücken: 

P(t) = U(0, t) 1(0, t) = —. (4.130) 


Wir hätten Z erhalten können, wenn wir einfach in den 
Ergebnissen für longitudinale Schwingungen von Massen 
auf Federn K durch C _1 und m durch L ersetzt hätten. 
Wegen der Wichtigkeit des soeben besprochenen Beispiels 
haben wir jedoch alle Schritte durchgeführt. • 

• 12. Parallelplattenleitung. Dieses wichtige Beispiel 
wird uns zu Ergebnissen von großer Ällgemeingültigkeit 
fuhren. Gemäß den Gin. (4.55) und (4.59) von Abschnitt 
4.2 lauten Kapazität pro Längeneinheit und Induktivität 
pro Längeneinheit bei der Parallelplattenleitung mit Va¬ 
kuum zwischen den Platten 


C _ _w_ L = 4g_ 

a 47rg ’ a wc 2 


(4.131) 


Dabei bedeutet w die Breite, g den Plattenabstand. Somit 
ist der Wellenwiderstand (siehe Gl. (4.128)) 


7 _-i /L/ä _ 4 n_ g 
\ C/a c w * 


(4.132) 


Hier ist Z in statvolt/statampere, also in statohm, ange¬ 
geben. Die durch die Strahlung transportierte Leistung 
P(t) lautet dann nach Gl. (4.130) 

P(t) = 2 U 2 (0,t) = ~~ U 2 (0, t). (4.133) 

Anstelle der Spannung U zwischen den Platten wollen wir 
die Feldstärke einführen. Das Feld ist homogen und hat 
nur die Komponente E x . Da U das Linienintegral über E 
quer über den Spalt g ist, gilt 

U(0,t) = gE x (0,t), (4.134) 

und aus Gl. (4.133) wird 

P(t)= ^:(wg)E 2 (0,t). (4.135) 


Beachten Sie, daß wg die Querschnittsfläche am Ende 
des Wellenleiters darstellt. Dividieren wir die Leistung 
durch wg, so erhalten wir die Energieflußdichte der Strah¬ 
lung (in erg/cm 2 s). Wir wollen sie nicht mit I bezeichnen, 
da dieser Buchstabe im Augenblick für den Strom reser¬ 
viert ist, sondern die bei elektromagnetischen Wellen ge¬ 
bräuchliche Bezeichnung S verwenden. Aus unserer Er¬ 
fahrung mit Saiten und Schallwellen wissen wir, daß man 
die Energieflußdichte der Wellen erhält, wenn man einfach 
statt z = 0 eine beliebige Stelle z hernimmt. Daher lautet 
die Gleichung für die Energie, die pro Quadratzentimeter 
und pro Zeiteinheit bei einer in der positiven z-Richtung 
laufenden Welle in einer Parallelplattenleitung einen 
Punkt z passiert, 


S(z,t) = ^E*(z,t). 


(4.136) 


Ermitteln wir nun das Verhältnis der einzigen nicht- 
verschwindenden Magnetfeldkomponente B y (z,t) zu der 
Komponente E x (z,t) des elektrischen Feldes. Dieses Ver¬ 
hältnis können wir bestimmen, denn wir haben das Ver¬ 
hältnis von U(z,t) zu E(z,t) als die Konstante Z gefunden 
und wissen, wie U mit E x und I mit B y Zusammenhängen. 
Somit erhalten wir 

U = ZI, 
d.h., 

gE x =^Jl. (4.137) 

Gemäß Gl. (4.57) haben wir aber 

wB y =^I. (4.138) 

Durch Vergleich der Gin. (4.137) und (4.138) erhalten 
wir für eine ebene laufende elektromagnetische Welle, die 
sich in einer Parallelplattenleitung in der positiven z-Rich- 
tung ausbreitet, folgende Aussage: Das elektrische und 
das magnetische Feld stehen für alle z und t senkrecht zu¬ 
einander und zur Ausbreitungsrichtung; sie haben den- 
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selben Betrag, und ihre algebraischen Vorzeichen sind so 
beschaffen, daß das Kreuzprodukt E X B in die Ausbrei¬ 
tungsrichtung weist. Kürzer 


E x (z,t) = B y (z,t). 


(4.139) • 


Ebene elektromagnetische Wellen in durchsichtigen 
Medien. Die Fernleitung sei mit einem Material der Die¬ 
lektrizitätskonstanten e und der magnetischen Permeabi¬ 
lität (i angefüllt. Das angelegte Potential sei U(t). Dann 
können wir die transportierte Leistung als 



anschreiben, wobei 
U = gH x 
und 


Z = 




Vakuum > 


d.h., 


Z = 


'ß 

I e c w ' 


(4.140) 


Diese drei Gleichungen liefern die Energieflußdichte 
S = P/gw: 


S(z,t) =] 




(4.141) 


Wir wollen auch das Verhältnis von B y zu E x ermitteln. 
Bei vorgegebenem Strom I ist das Magnetfeld um den 
Faktor p größer, als es in Abwesenheit des durchsichtigen 
Materials wäre. Daher 


wB y =fd — I. 

Aber 
U = ZI, 


d.h., 

gE x 


ß 4tf _g 

€ C W A - 


Der Vergleich dieser Ausdrücke für E x und B y liefert 


B 

E 


y -=v^. 

X 


Somit 


gelten für Vakuum. Sie wurden für jene elektromagneti¬ 
schen Wellen (Wellen aus sich verändernden elektrischen 
und magnetischen Feldern) abgeleitet, die von Strom- und 
Potential wellen auf einer geraden und parallelen Fernlei¬ 
tung herrühren. Nun ist eine Parallelplattenleitung nicht 
nur gerade und parallel; unter der Voraussetzung, daß 
keine Randeffekte auftreten, ist sie auch homogen. Das 
elektrische Feld E x (z,t) und das magnetische Feld B y (z,t) 
sind ebenfalls homogen: Solange man zwischen den Plat¬ 
ten bleibt und die Breite w so groß ist, daß man Rand¬ 
effekte vernachlässigen darf, hat E x für alle x und y 
(bei festem z und festem t) denselben Wert; B y ist in 
demselben Sinn unabhängig von x und y. Solche Wellen 
heißen ebene Wellen. In jeder zur z-Achse (der Ausbrei¬ 
tungsrichtung der Wellen) senkrecht stehenden Ebene 
ist die Phase und daher cot - kz konstant. Diese Ebenen 
heißen Wellenfronten. 

Nun gibt es mehrere Möglichkeiten, laufende ebene 
elektromagnetische Wellen zu erzeugen. Eine davon, die 
Verwendung einer Parallelplattenleitung, haben wir gerade 
untersucht. Auch erhält man annähernd ebene laufende 
Wellen, wenn man sich sehr weit von einer „Punktquelle“ 
elektromagnetischer Strahlung — einer Kerze, einer Stra¬ 
ßenlampe oder einem Stern — entfernt. In einem späteren 
Kapitel werden wir herausfinden, wie klein die Quelle sein 
muß, damit man sie in hinreichend guter Näherung als 
„Punkt“ bezeichnen kann. In so einem Fall breitet sich 
die gesamte Strahlung in der Umgebung des Beobachters 
im wesentlichen in derselben Richtung aus, wenn sich die 
betreffende Umgebung transversal zur (annähernden) 
Ausbreitungsrichtung nicht zu weit ausdehnt. Wir werden 
später auch lernen, wie groß die „Umgebung“ sein darf. 

Sie hängt wie gewöhnlich von dem Versuch ab, um den 
es sich gerade handelt. Wie Ihnen jetzt plausibel erschei¬ 
nen sollte und wie wir mit Hilfe der Maxwellschen Glei¬ 
chungen in einem späteren Kapitel beweisen werden, sind 
die in Gl. (4.143) auftretenden Ergebnisse „lokale“ Eigen¬ 
schaften ebener elektromagnetischer Wellen und daher 
von den Randbedingungen unabhängig. Also hängen sie 
auch nicht von der Verteüung der Ströme und Ladungen 
ab, die die Wellen ausstrahlten. Natürlich ist die Tatsache, 
daß E gerade in der Richtung von x liegt, eine Folge der 
Randbedingungen; diese haben wir durch unsere Anord¬ 
nung, die Parallelplattenleitung, festgelegt. Wir sollten also 
die sehr wichtigen und allgemeingültigen Ergebnisse von 
oben in allgemeinerer Form ausdiücken als in Gl. (4.143): 


B y = Veju E x = nE x . 


(4.142) 


Ebene elektromagnetische Wellen im unbegrenzten 
Vakuum. Die in den Gin. (4.136) und (4.139) enthalte¬ 
nen Ergebnisse 

S(z,t)= ~E^(z,t), B y (z,t) = E x (z,t), (4.143) 


Eine laufende ebene elektromagnetische Welle , die sich 
im Vakuum in der positiven z-Richtung ausbreitet , hat 
folgende Eigenschaften (die nicht alle voneinander unab¬ 
hängig sind): 

1. E(z,t) und B(z,t) stehen auf t und aufeinander senk¬ 
recht. 

2. E(z,t) hat denselben Betrag wie B(z, t). 
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3. E(z,t) und B(z,t) sind so gerichtet, daß E(z,t) X B(z,t) 
in der Richtung von +z liegt 

4. Aus den ersten drei Eigenschaften folgt B(z, t) = z X E(z,t), 
was gleichbedeutend mit den Beziehungen 

B y (z,t) = E x (z,t) und B x (z,t) = -E y (z,t) ist 

5. Die Phasengeschwindigkeit ist, unabhängig von der 
Frequenz, gleich c. Elektromagnetische Wellen im 
Vakuum sind also dispersionsfrei. 

6. Die augenblickliche Energieflußdichte (in erg/cm 2 s) 
lautet 

S(z,t) = £ E 2 (z,t) = £ [Ex(z,t) + Ey(z,t)] . (4.144) 


Kehren Sie sodann zum elektrischen Licht zurück und mes¬ 
sen Sie jene Distanz R zwischen den Augenlidern und dem 
Glühfaden, bei der nach dem Urteü Ihrer „Detektoren“ 
die Intensität ebenso groß ist wie die der Sonne. 

Nach dem Versuch ist der Rest hauptsächlich Rechnen. 
Bestimmen Sie mit Hüfe der Nennleistung P der Glüh¬ 
lampe und der Distanz R die Intensität an Ihren Augen¬ 
lidern ; nehmen Sie dabei an, der Glühfaden strahle nach 
allen Richtungen gleich stark. Dann beträgt die Intensität 
an Ihren Lidern (in gemischten Einheiten) 

<S(z,t)>=S = (4.145) 


Häufig verwendete Synonyme für diese Größe sind 

Energiefluß und Energieflußdichte. 

Die obigen Beziehungen sind sehr wichtig und, soweit be¬ 
kannt, völlig allgemein. Sie gelten für alle Frequenzen, etwa 
von v = 1 Schwingung pro 100 000 Jahre bis v ^ 3 * 10 25 Hz. 
Diesem Frequenzbereich entsprechen Wellenlängen c/v 
von 100000 Lichtjahren (dies ist etwa der Durchmesser 
unserer Müchstraße) bis 10" 15 cm (die zugehörige „Pho¬ 
tonenenergie“ h^ beträgt etwa 100 GeV (Gigaelektronen- 
volt)). Sie müssen sich übrigens daran gewöhnen, daß man 
in verschiedenen Frequenzbereichen verschiedene Einhei¬ 
ten verwendet. 

Anwendung: Bestimmung der Solarkonstanten - 
Heimversuch. Wir bringen nun zur Erläuterung der Inten¬ 
sität (d.i. der zeitliche Mittelwert der Energieflußdichte) 
eine Mischung aus Heimversuch und Rechenbeispiel und 
hoffen, daß Sie den Versuch durchführen werden. 

Aufgabe: Bestimmen Sie das effektive elektrische 
Feld in laufenden Wellen aus gewöhnlichem Sonnenlicht 
an der Erdoberfläche. 

Lösung: Da es sich hier um einen praktischen Versuch 
handelt, werden wir bei seiner Durchführung verschiedene 
Näherungen und Annahmen einführen. In der Lösung 
werden daher eine Menge Voraussetzungen stecken, wie 
es bei Versuchsergebnissen meistens der Fall ist. Nehmen 
Sie eine klare (also nicht mattierte) weiße 200- oder 
300-W-Glühlampe, deren Glühfaden eine Länge von 2,5 cm 
oder weniger aufweist. Schalten Sie die Lampe ein, schlie¬ 
ßen Sie Ihre Augen und halten Sie die Lampe nahe an Ihr 
Gesicht. Verwenden Sie Ihre Augen als Detektoren, wobei 
die geschlossenen Augenlider als Filter fungieren : Sie 
weisen durch ihre Wärmeempfindung einen Teil des un¬ 
sichtbaren Infrarots nach. Die von den als Filter wirken¬ 
den Augenlidern bedeckten Augen nehmen eine „Röte“ 
wahr, die von dem durchdringenden Licht herrührt. 
Schalten Sie nun das Licht ab, gehen Sie ins Freie (es sei 
hoffentlich gerade ein sonniger Tag) und „schauen“ Sie 
mit geschlossenen Augen die Sonne an. Fühlen Sie die 
Wärme auf Ihren Augenlidern und nehmen Sie die „Röte“ 
wahr, die Sie durch Ihre Augenlider hindurch „sehen“. 


Dieser Wert ist gleich der Intensität des Sonnenlichtes an 
Ihren Lidern, zumindest in dem von Ihnen nachweisbaren 
Farbbereich (einschließlich eines Teiles des von Ihren 
Lidern nachgewiesenen Infrarots). Nehmen wir an, daß 
sich die „Farbspektren“ der Glühlampe und der Sonne 
nicht allzusehr voneinander unterscheiden, so dürfen wir 
auch voraussetzen, daß di e gesamte Intensität des Sonnen¬ 
lichts (einschließlich des Ultravioletts, das wir mit unserer 
Methode vermutlich nicht nachweisen) durch Gl. (4.145) 
beschrieben wird. S heißt „Solarkonstante“, beträgt laut 
Handbook ofPhysics and Chemistry 1,94 cal/cm 2 min. 

Zur Umrechnung der Einheiten benutzen wir die Bezie¬ 
hungen 1 cal = 4,18 J und 1 J/s = 1 Watt. Laut Handbook 
beträgt die Solarkonstante am oberen Rand der Erd¬ 
atmosphäre 


S = 


1,94 -4,18 J 
60 s 


135 


mW 

cm 2 


(4.146) 


Wie groß ist das effektive elektrische Feld in V/cm, 
wenn man den dem Handbook entnommenen Wert von 
Gl. (4.146) zu Grunde legt? 


S = 0,135- 10 7 — 


(E 2 > = 


cm 2 s 477 

12,57 • 0,135 ■ 10 7 _ 
3 • 10 10 


<E 2 >, 

5,6 • 10" 4 , 


E eff = <E 2 > ,/2 = 2,4 • 10~ 2 esE = 2,4 • IO“ 2 —— 


cm 


Aber 

1 statvolt = 300 V . 


Daher 

E eff =7,2^. (4.147) 

Beachten Sie: Da alle unsere Gleichungen in esE- und 
CGS-Einheiten gelten, sollte man zuerst auf esE und 
CGS umrechnen, das Ergebnis in diesen Einheiten ermit¬ 
teln und dann erst auf die gewünschten Einheiten über¬ 
gehen. 

Messung der Intensität elektromagnetischer Strahlung. 

In dem soeben behandelten Beispiel wurden Ihre Angaben 
und Augenlider zur Bestimmung der Solarkonstanten an 
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der Erdoberfläche herangezogen. Ihre Augen und die 
Wärmepunkte in Ihren Lidern sind insofern für viele 
Strahlennachweisgeräte typisch, als sie eine quadratische 
Charakteristik aufweisen: Sie sprechen auf die einfallen¬ 
de Intensität an, sind jedoch für die Phaseninformation 
unempfindlich. Dies gilt auch für den Nachweis von Schall 
durch Ihre Ohren. In einem solchen Fall ist nicht der 
augenblickliche Wert von S(z,t), sondern vielmehr der 
über eine Schwingung genommene zeitliche Mittelwert 
dieser Größe, die Intensität 

S = <S(z,t)>= ^<E 2 (z,t)>, (4.148) 

zur Beschreibung der einfallenden Strahlung geeignet. Bei 
einer ebenen Welle ist dieser zeitliche Mittelwert der Ener¬ 
gieflußdichte von z unabhängig. 

Ein typisches Nachweisgerät mit quadratischer Charak¬ 
teristik sieht folgendermaßen aus: Auf ein Bandfilter, 
das Strahlung der gewünschten Frequenz durchläßt und 
andere Strahlung („Hintergrundstrahlung“) sperrt, folgt 
ein „lichtempfindliches Element“. Dieses absorbiert die 
gesamte einfallende Intensität ohne Reflexionsverluste 
und liefert ein Ausgangssignal, das der Intensität propor¬ 
tional ist oder zumindest von ihr abhängt. Eine große 
Gruppe solcher Nachweisgeräte benutzt als Energie absor¬ 
bierendes „lichtempfindliches Element“ ein empfindliches 
Kalorimeter. Die pro Zeiteinheit absorbierte Energie wird 
durch Messung der Geschwindigkeit des Temperaturan¬ 
stiegs in irgendeinem absorbierenden Material bestimmt. 
Oder man mißt die Erwärmung des lichtempfindlichen 
Elements gegenüber einer normierten Umgebung, die — wie 
beispielsweise flüssiges Helium - leicht reproduzierbar 
und sehr kalt sein soll. Das Gleichgewicht wird dabei durch 
konstanten Wärmeübergang zwischen dem lichtempfind¬ 
lichen Element und der Umgebung aufrechterhalten. So 
ein Nachweisgerät könnte eine in sich geschlossene Eich¬ 
vorrichtung aufweisen; dabei hält man z.B. die äußere 
Strahlung zeitweise fern und schaltet dafür einen Strom 
ein, der durch einen in das lichtempfindliche Element 
eingebauten Normalwiderstand fließt. Die am Widerstand 
verbrauchte Leistung läßt sich durch Messung des Stroms 
und des Spannungsabfalls leicht bestimmen. Sie muß 
jener absorbierten Strahlungsleistung gleich sein, die die¬ 
selbe Temperaturerhöhung liefert. Zu dieser Methode gibt 
es viele geniale Verfeinerungen. 

Die Photonenzähler sind eine weitere Gruppe von 
Nachweisgeräten. Ein Photomultiplier (Sekundärelektro¬ 
nenvervielfacher) ist ein solcher Photonenzähler. Jedes¬ 
mal, wenn die „Photokathode“ eines Photomultipliers 
ein Photon absorbiert, wird ein „Photoelektron“ erzeugt. 
Dieses wird durch eine Potentialdifferenz von etwa 100 V 
in Richtung einer „Vervielfacherdynode“ (Zwischenelek¬ 
trode) beschleunigt. Dort setzt es drei oder vier Sekundär¬ 
elektronen frei, die in Richtung einer zweiten Dynode 


beschleunigt werden, wo jedes von ihnen weitere drei 
oder vier Elektronen erzeugt, usw. Nach zehn solchen 
Verstärkerstufen, also nach zehn Dynoden, erhält man 
schließlich von jedem einfallenden Photon etwa (3,5) 10 
Elektronen. Diese werden von einer „Kollektorplatte“ 
oder „Anode“ aufgefangen, fließen durch einen Wider¬ 
stand und liefern dabei einen Spannungsimpuls. Die Im¬ 
pulse lassen sich registrieren und zählen. Jeder von ihnen 
entspricht der Absorption genau eines Photons mit der 
elektromagnetischen Energie hr>, wobei v die Schwingungs¬ 
frequenz und h die Plancksche Konstante bedeutet. Bei 
einer bestimmten Frequenz v läßt sich die Nachweis¬ 
empfindlichkeit e(r>) des Photomultipliers mit Hilfe einer 
normierten Strahlungsquelle bestimmen. Die überein 
Zeitintervall t 0 genommene mittlere Zählrate R (in Im¬ 
pulsen pro Sekunde) ist gleich der beobachteten Impuls¬ 
zahl N, dividiert durch die Zeit t 0 : 


R = 


N± VN 
to 


(4.149) 


Dabei nimmt man als Normalfehler der Impulszahl deren 
Quadratwurzel; dies ist eine konventionelle Abschätzung 
der statistischen Unsicherheit der Messung. Die Meß¬ 
größe R benutzt man zur Bestimmung der Intensität in 
erg/cm 2 s nach der Beziehung 

R= (j“) Ae w = k!; <£2 (z ’ Ae( ^ • (4 - 1 5 °) 

Dabei ist A die Fläche der Photokathode in cm 2 , S der 
zeitliche Mittelwert der Energieflußdichte, also die Inten¬ 
sität in erg/cm 2 s; S/h v ist der zeitliche Mittelwert des 
Photonenflusses in Photonen/cm 2 s und e(v) die Nachweis¬ 
empfindlichkeit. Diese gibt die Wahrscheinlichkeit dafür 
an, daß ein auf die Photokathode auftreffendes Photon 
absorbiert wird und ein Photoelektron erzeugt. Typische 
Nachweisempfmdlichkeiten von Photomultipliern liegen 
zwischen 1 % und 20 %. 


Ein Nachweisgerät mit m'c/ztquadra tische r Charakteri¬ 
stik besteht z.B. aus einer Empfangsantenne, einem ab¬ 
gestimmten Resonanzkreis, der von der in der Antenne 
induzierten Spannung erregt wird, aus einem Verstärker 
und einem Oszillographen. Dieser zeigt sowohl die augen¬ 
blickliche Phase der einfallenden Strahlung als auch deren 
Intensität an; die Auslenkung des Elektronenstrahls ist 
nicht dem zeitlichen Mittelwert des Quadrates des Feldes 
proportional, sondern vielmehr dem augenblicklichen 
elektrischen Feld in der Antenne. Sie können die Phase 
einer elektromagnetischen Welle nur dann mit beliebiger 
Genauigkeit bestimmen, wenn so viele Photonen vorhan¬ 
den sind, daß sich die einzelnen Photonenimpulse nicht 
unterscheiden lassen. In diesem Falle können Sie das 
elektrische Feld als Funktion der Zeit durch „Stichpro¬ 
ben“ bestimmen — während jedes Augenblicks werden 
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viele Photonen absorbiert. Es ist unmöglich, die Phasen¬ 
konstante \p eines einzelnen Photons in einer Lichtwelle 
E x = A cos (cot - kz + \p) zu bestimmen. 

Intensitätseinheit für sichtbares Licht. Das Bureau of 
Standards (Amerikanisches Eichamt) bewahrt eine soge¬ 
nannte „Normalkerze“ auf, die etwa gleich hell wie eine 
gewöhnliche Kerze ist. Die von einer Normalkerze nach 
allen Richtungen in Form sichtbaren Lichts ausgestrahlte 
Leistung (der gesamte „Lichtstrom“) beträgt definitions¬ 
gemäß mnd 20,3 mW (wenn man annimmt, daß die Fre¬ 
quenz beim Sichtbarkeitsmaximum — etwa 5 560 Ä 
liegt): 

1 Normalkerze ^ 20 Milliwatt in Form (4.151) 

sichtbaren Lichts 1 ) 

Oberflächenhelligkeit. Jeder Teil der strahlenden Ober¬ 
fläche einer Kerzenflamme sendet nach allen Richtungen 
Licht aus. Betrachten Sie eine Kerzenflamme, so erscheint 
deren gesamte Oberfläche gleichmäßig hell; sie sieht aus 
der Nähe ebenso „hell“ aus wie aus der Feme. Dies gilt für 
den Mond, ein Stück weißes Papier und nähemngsweise 
auch für die Oberfläche einer weißen Mattglaslampe. Die 
Oberflächenhelligkeit (spezifische Leuchtdichte) ist als 
die in Form sichtbaren Lichts pro Flächeneinheit und pro 
Zeiteinheit abgestrahlte Energie definiert. Sie kann in Watt 
sichtbaren Lichts pro Flächeneinheit oder in Kerzenstär¬ 
ken pro Flächeneinheit bzw. cd/m 2 angegeben werden. 
Eine gewöhnliche Kerzenflamme weist eine Gesamtober¬ 
fläche von etwa 2 cm 2 auf und liefert einen gesamten 
Lichtstrom von rund 20 mW. Daher güt 

Normal- 

Oberflächenhelligkeit _ 1 Normalkerze _ ^ ^ kerz e 

einer Kerze 2 cm 2 ’ cm 2 

= 0,5-V (4.152) 

cm 

Eine gewöhnliche weiße Wolfram-Glühlampe für 40 W hat 
eine absolute Lichtausbeute von etwa 1,8%. (Vergleichs¬ 
weise erhält man von einer 100-W-Lampe eine Lichtaus¬ 
beute von mnd 2,5 %.) Das bedeutet, daß etwa 1,8 % der 
im Glühfaden als „I 2 R-Verluste“ verbrauchten 40 W in 
Form sichtbarer Strahlung austreten. Der Großteü der 


l ) Auf Grund des Gesetzes über Einheiten im Meßwesen vom 
2. Juli 1969 sind folgende Einheiten zu benutzen: 

Lichtstärke Candela (cd) 1 cd = 1,107 HK 

1 cd = 0,891 IK 

Leuchtdichte cd/m 2 

Lichtstrom Lumen (lm) 1 lm = 1 cd • sr 

Beleuchtungsstärke Lux (lx) 1 lx = 1 lm/m 2 

Die Einheit 1 cd entspricht der Lichtstärke, mit der eoo ' ööo ^ 
der Oberfläche eines schwarzen Strahlers bei der Temperatur 
des beim Druck 101 325 Pa erstarrenden Platins senkrecht zu 
seiner Oberfläche leuchtet. 


restlichen Leistung wird in unsichtbare Strahlung umge¬ 
setzt, und ein kleiner TeÜ geht durch Wärmeleitung über 
die Haltedrähte zum Lampensockel verloren. Einen Teü 
des Infrarots verschluckt der Glasmantel, was sich darin 
äußert, daß er sehr heiß wird; auch ein klarer Glasmantel, 
der für sichtbare Strahlung fast vollkommen durchsichtig 
ist, erhitzt sich. 


Wir wollen die Oberflächenhelligkeit einer 40-W-Glüh- 
lampe abschätzen. (Unser Ergebnis können wir dann mit 
dem in der Literatur angegebenen Wert von 2,5 Kerzen¬ 
stärken/cm 2 vergleichen.) Der Durchmesser meiner Glüh¬ 
lampe beträgt etwa 6 cm. Wenn ich sie eingeschaltet habe, 
so fällt mir auf, daß — anders als beim Mond — die von 
innen beleuchtete Fläche nicht gleichmäßig hell ist. Nahe 
der Mitte herrscht fast gleichmäßige Helligkeit, doch 
nimmt diese bei einem bestimmten Radius plötzlich ab; 
man beobachtet einen „Halbwertsdurchmesser für die 
Helligkeit“ von etwa 2 cm. Die Lampenmitte sieht also 
wie die gleichmäßig hell beleuchtete Oberfläche einer 
Kugel von 2 cm Durchmesser aus. Daher werden wir zur 
nähemngsweisen Beschreibung des Lichts eine helle Kugel 
von 2 cm Durchmesser verwenden. Die spezifische Leucht¬ 
dichte dieser „effektiven“ Kugel ist gleich der in Form 
sichtbaren Lichts ausgestrahlten Leistung dividiert durch 
die Oberfläche 4rrr 2 = 4rr cm 2 = 12,6 cm 2 . Die in Form 
sichtbaren Lichts ausgestrahlte Leistung ist aber gleich 
40 W mal der Lichtausbeute 0,0176. Wenn wir das Ergeb¬ 
nis in Kerzen/cm 2 ausdrücken und dabei die Beziehung 
1 Kerze = 20 mW berücksichtigen, so finden wir 


Oberflächenhelligkeit _ 40 ■ 0,0176 Kerzen 
einer 40-W-Glühlampe 12,6 *20* 10" 3 cm 2 


= 2,8 


Kerzen cd 

cm 2 cm 2 


(4.153) 


Die Mattiemng einer gewöhnlichen Mattglaslampe der 
oben betrachteten Art rührt von der Aufrauhung der 
Innenfläche her. Eine andere Art von Glühlampen sind 
die sogenannten Milchglaslampen mit „weichem“ weißen 
Licht. Im Gegensatz zu einer gewöhnlichen Mattglaslampe 
ist die Fläche einer solchen Vergrößerungslampe fast 
gleichmäßig hell beleuchtet ; die Lampe sieht aus wie der 
Mond, nur ist sie heller. 

Weshalb der Mond nicht heller aussieht, wenn er näher 
ist. Wir wollen folgende Frage klären: Weshalb ist die 
beobachtete Oberflächenhelligkeit einer nach allen Rich¬ 
tungen strahlenden Lichtquelle - etwa eines Stückes 
weißen Papiers, des Mondes, der Sonne oder des blauen 
Himmels — unabhängig davon, wie weit man von ihrer 
Oberfläche entfernt ist? Stellen Sie sich vor, Sie betrach¬ 
ten eine vollständig mit „weichen“ weißen Müchglaslam- 
pen bedeckte Wand. D sei die Belegungsdichte der Glüh¬ 
lampen, gemessen in Lampen pro Flächeneinheit der 
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Wand. Die Oberflächenhelligkeit der Wand ist auf Grund 
ihrer Definition dieselbe wie die einer einzelnen Lampe. 
Nun wird die Helligkeitsempfindung durch jene Licht¬ 
energie bestimmt, die innerhalb eines „Normalkegels“ 
von der Lichtquelle in Ihr Auge gelangt; dieser Kegel, 
dessen Spitze in Ihrem Auge liegt, weist einen bestimm¬ 
ten Öffnungswinkel auf. So „sehen“ Sie zu irgendeinem 
Zeitpunkt nur einen kleinen Teil der hellen Fläche, und 
Ihre Helligkeitsempfindung hängt von jener Energie ab, 
die aus dem vom Normalkegel überstrichenen Teil der 
Fläche in Ihr Auge einfällt. Die Entfernung von Ihrem 
Auge zur Wand sei r, und die Fläche, die Sie betrachten, 
betrage AA. Der Raumwinkel A£2, unter dem Ihr Auge 
die Fläche AA sieht, ist durch 


A£2 = 


AA 


(4.154) 


definiert. Dabei bedeutet AA die senkrecht zu Ihrer Blick¬ 
richtung liegende beleuchtete Fläche; sie wird also so 
klein angenommen, daß ihre Breitenabmessungen sehr 
klein gegenüber r sind. Ein bestimmter konstanter Raum¬ 
winkel Af2 entspricht einem Kegel mit bestimmtem Öff¬ 
nungswinkel. Die Helligkeitsempfindung ist jener Energie 
proportional , die aus einem kleinen konstanten Raum¬ 
winkel (aus einem bestimmten Kegel) in Ihr Auge einfällt. 
Unter diesem Raumwinkel sieht Ihr Auge den betreffen¬ 
den Teil der Fläche. Die Anzahl N der Lampen, die inner¬ 
halb des konstanten Kegels mit dem Raumwinkel A£2 
liegen, ist gleich der Belegungsdichte D der Glühlampen 
mal der Fläche AA: 

N = D AA = D ACl • r 2 . (4.155) 

Stellen Sie sich nun vor, Sie entfernen sich von der mit 
Glühlampen bedeckten Wand. Da D und AA konstant 
sind, steigt die Anzahl N der Glühlampen, die Sie sehen, 
proportional r 2 an. Die von einer einzelnen Glühlampe 
zu Ihrer Helligkeitsempfindung beigesteuerte Intensität 
fällt jedoch mit 1/r 2 ab, da die Strahlungsleistung jeder 
Glühlampe (in erg/s) gleichmäßig über die Fläche 4n r 2 
verteilt ist. Diese beiden Effekte „kompensieren“ einan¬ 
der, so daß die Anzahl N der beteiligten Glühlampen mal 
1/r 2 konstant ist. Daher ist auch die Lichtintensität S 
(in erg/cm 2 s), die aus einem Kegel mit dem festen Raum¬ 
winkel A£2 Ihr Auge erreicht, konstant: 

S(amAuge) = ^ = D^P. (4.156) 


Folglich sieht die mit Glühlampen bedeckte Wand — eben¬ 
so wie ein Stück Papier — gleich hell aus, ob Sie ihr nun 
nahe oder fern sind. 


Bei der obigen Diskussion haben wir angenommen, daß 
die Blickrichtung senkrecht zu der mit Glühlampen be¬ 
deckten Wand stehe. Nun sei die Wand jedoch unter 
irgendeinem recht großen Winkel zu Ihrer Blickrichtung 
geneigt. Sie könnten jetzt argumentieren, die schräg 


stehende Fläche müßte heller erscheinen, da mehr Glüh¬ 
lampen von dem Kegel mit dem festen Raumwinkel über¬ 
strichen werden. Dem ist jedoch nicht so. Die Glühlampen 
sind Kugeln, also dreidimensionale Gegenstände. Wenn 
Sie die schräg stehende Wand betrachten, so verdecken 
sich die Glühlampen gegenseitig zum Teil. Nehmen Sie 
nun zwei leuchtende Milchglaslampen und verdecken Sie 
die eine davon teilweise oder ganz mit der anderen. Dann 
liefert die verdeckte Glühlampe keinen Beitrag. Die Pro¬ 
jektion der „Überlappungsfläche“ ist nämlich nicht heller 
als die Projektion der Fläche einer einzelnen Glühlampe. 

Wird ein Bogen weißes Papier (eine mit Salz bestreute 
Fläche, Zucker oder die Mondoberfläche) durch die Zim¬ 
merbeleuchtung (bzw. durch die Sonne) angestrahlt, so 
wird das Material bis in beträchtliche Tiefe erhellt. Vor 
dem Austritt aus der Oberfläche wird das Licht viele Male 
gestreut. Als Folge beobachtet man eine Oberfläche, die 
ähnlich wie eine mit vielen Schichten aus Vergrößerungs¬ 
lampen bedeckte Wand das Licht wieder aussendet. Um 
zu sehen, daß ein großer Teil des austretenden Lichts aus 
beträchtlicher Tiefe kommt, können Sie einen Bogen 
weißes Seidenpapier auf eine dunkle Unterlage legen; 
fügen Sie einen zweiten, dritten usw. Bogen hinzu: Das 
Seidenpapier wird immer weißer, je mehr Schichten hin¬ 
zukommen. 


Tabelle 4.3: Oberflächenhelligkeit 


Oberfläche 

Kerze 

40-W-Mattglaslampe 
klarer Himmel 
Mond 
Sonne 

klare 40-W-Glühlampe 


Oberflächenhelligkeit 

Kerzen/cm 2 

0,5 
2,5 
0,4 
0,25 
160 000 
200 


Quelle: Handbook of Chemistry andPhysics, 48. Ausgabe. 


Beleuchtungsstärke — Lux. Die gesamte Lichtintensi¬ 
tät (in erg/cm 2 s), die an einer bestimmten Stelle auftrifft, 
wird als Beleuchtungsstärke bezeichnet. Diese ist der Ober¬ 
flächenhelligkeit der Quelle sowie dem gesamten Raum¬ 
winkel, unter dem die Quelle von dieser Stelle aus erscheint, 
proportional. Hätte z.B. der Mond einen doppelt so großen 
Durchmesser, so bliebe seine Oberflächenhelligkeit unge- 
ändert, da sie ja von der Beleuchtung durch die Sonne 
herrührt. Er würde jedoch einen viermal so großen Raum¬ 
winkel aufspannen wie vorher, und die Lichtintensität S 
auf der Erde wäre daher viermal so groß. Die Beleuch¬ 
tungsstärke, die von einer Normalkerze in einem Meter 
Entfernung erzeugt wird, heißt 1 Lux. Aus Gl. (4.151) 
läßt sich leicht zeigen, daß 
uW 

1 Lux «0,161 ^~2 (sichtbares Licht). 1 ) (4.157) 

*) Siehe auch Fußnote S. 124. 
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Nach Tabelle 4.3, die einige typische Oberflächenhellig¬ 
keiten angibt, ist eine Kerze ungefähr ebenso hell wie der 
Himmel. Wenn Sie also eine Kerze gegen den Himmel be¬ 
trachten, sollte die Kernzenflamme schwer zu erkennen 
sein. Natürlich sind die Farben verschieden: Das Kerzen¬ 
licht ist gelb, der Himmel blau. 

Anwendungen: Vergleich einer 40 - W-Lampe mit dem 
Mond. Hierbei handelt es sich um ein Rechenbeispiel: 

In welcher Entfernung sollte sich eine 40-W-Mattglaslampe 
mit dem „effektiven“ Durchmesser 2 cm befinden, um 
dieselbe Beleuchtungsstärke wie der Mond zu liefern? 
Nach Tabelle 4.3 ist die spezifische Leuchtstärke der 
Glühlampe etwa zehnmal so groß wie die des Vollmondes. 
Um dieselbe Beleuchtungsstärke zu liefern, müßte sie da¬ 
her ~ des Raumwinkels des Mondes aufspannen; ihr 
Öffnungswinkel sollte also 1/vTÖ = 1/32 mal so groß sein 
wie der des Mondes. Dieser Öffnungswinkel entspricht 
etwa \ cm gegen 50 cm (eine Armlänge) oder —5 rad. 
Daher sollte die Glühlampe einen Öffnungswinkel von 
355 rad aufweisen. Also 555 = 2 cm/r; r = 2 • 320 cm = 

640 cm = 6,4 m. Natürlich muß der dem „Vollmondlicht“ 
entsprechende Abstand für jede 40-W-Glühlampe 6,4 m 
betragen, ob sie nun aus Mattglas besteht oder nicht. Eine 
klare Glühlampe wird zwar heller erscheinen, jedoch die¬ 
selbe Beleuchtungsstärke liefern. 

Weltraumspiegel Farmer in Kansas und in einem Teü 
von Nebraska leben in einem kreisförmigen Landwirt¬ 
schaftsgebiet von 330 km Durchmesser, der gleich der 
Länge von Kansas in ost-westlicher Richtung ist. Nehmen 
Sie nun an, diese Farmer möchten ihre Felder während 
des ganzen Monats in der Nacht bei Vollmondlicht pflü¬ 
gen. Das Landwirtschaftsministerium liefert eine Lösung: 
einen Erdsatelliten, bestehend aus einem aufgeblasenen 
Plastiksack von der Form einer runden Scheibe und mit 
einer stark reflektierenden Oberfläche. Wollten die Far¬ 
mer eine Beleuchtung wie bei vollem Sonnenlicht, so wäre 
der kleinste dazu geeignete Spiegel ein ebener Weltraum¬ 
spiegel von der Größe der genannten Farmfläche in Kan¬ 
sas und Nebraska. So etwas ließe sich beim heutigen Stand 
der Satellitentechnik nicht bewerkstelligen. Die Farmer 
wollen jedoch nur Vollmondlicht. Nach Tabelle 4.3 ist 
der Mond 640 000 mal weniger hell als die Sonne, spannt 
aber etwa denselben Raumwinkel auf. Somit wollen die 
Farmer eine um 64 • 10 4 geringere Intensität, als sie die 
Sonne liefert. Daher darf die Fläche des Weltraumspiegels 
64 • 10 4 mal kleiner sein als die Farmfläche, und dennoch 
wird der Satellit den Farmern genügend Sonnenlicht lie¬ 
fern. Der Spiegel sollte nicht völlig eben, sondern leicht 
konvex sein, um das Sonnenlicht über die gesamte Farm¬ 
fläche zu verteilen. Der Durchmesser des Spiegels darf 
also 8 • 10 2 mal kleiner sein als der Durchmesser des be¬ 
treffenden Gebietes. Folglich beträgt der erforderliche 
Spiegeldurchmesser 330 km/800 = 410 m. Das läßt sich 
technisch durchführen. 


4.5. Übungen und Heimversuche 

1. Schwingungen einer harmonisch erregten Saite. Das bei z = 0 
liegende Ende einer Saite werde mit der Frequenz 10 Hz und 
der Amplitude 1 cm harmonisch erregt. Das andere Saitenende 
sei unendlich weit entfernt, oder die Saite werde so „abge¬ 
schlossen“, daß keine Reflexionen auftreten. Die Phasen¬ 
geschwindigkeit betrage 5 m/s. Geben Sie eine genaue Be¬ 
schreibung der Bewegung eines Saitenpunktes, der sich von 
dem erregenden Senderausgang 325 cm in der Ausbreitungs¬ 
richtung entfernt befindet. Welche Bewegung führt ein zwei¬ 
ter Punkt aus, der 350 cm in der Ausbreitungsrichtung liegt ? 

2. Phasengeschwindigkeit. Die Phasengeschwindigkeit wurde 
bei der Beschreibung laufender Wellen eingeführt. Sie erfüllt 
die Beziehung = \v. Wir wissen auch, was \ und v bei ste¬ 
henden Wellen bedeuten. Daher können wir ermitteln, in¬ 
dem wir statt laufender Wellen stehende Wellen untersuchen. 

a) Gegeben sei eine Klaviersaite von 1 m Länge. Die Frequenz 
ihrer Grundschwingung betrage 440 Hz, was dem Ton a 1 
entspricht. Ermitteln Sie die Phasengeschwindigkeit. 

b) Zeigen Sie, daß die Schwingungsdauer T der Grundschwin¬ 
gung einer Violin- oder Klaviersaite gleich jener Zeit ist, 
die ein mit der Phasengeschwindigkeit fortschreitender 
Impuls benötigt, um von einen Ende der Saite zum anderen 
und dann wieder zurück zum ersten zu wandern. Wie groß 
sind die Schwingungsdauern der Oberschwingungen ? 

c) Erklären Sie das Ergebnis von Übung b), indem Sie sich 
einen Anschlag des Klavierhammers nahe einem Ende vor¬ 
stellen. Durch diesen Anschlag entsteht ein „Wellenpaket“ 
(ein „Impuls“), das mit der Phasengeschwindigkeit hin- 
und herläuft. Denken Sie an die Fourieranalyse des zeit¬ 
lichen Verlaufs der Bewegung irgendeines festgehaltenen 
Saitenpunktes. Sie benötigen nur jene Art der Fourierana¬ 
lyse, die wir in Kapitel 2 studiert haben. 

d) Betrachten Sie eine bei z = 0 feste und bei z = / freie Saite. 
Zeigen Sie, daß die Schwingungsdauer der Grundschwin¬ 
gung gleich jener Zeit ist, die ein Impuls zum zweimaligen 
Hin- und Hergang mit der Phasengeschwindigkeit benötigt. 
Können Sie auf einfache Weise erklären, weshalb dieses 
Ergebnis so verschieden von dem der Übung b) ist ? 

Warum muß der Impuls zweimal hin- und herlaufen ? 

3. Spannung einer Saite. Die in Übung 2a untersuchte Klavier¬ 
saite habe einen Durchmesser von 1 mm; sie bestehe aus Stahl 
mit der Dichte 7,9 g/cm 3 . Ermitteln Sie die Spannung in 
dyn/mm 2 und in N/mm 2 . 

4. Phasengeschwindigkeit von Wellen auf einer Schrauben¬ 
feder - Heimversuch. 

a) Messen Sie die Phasengeschwindigkeit nach der in Übung 2 
beschriebenen Methode, also mit Hilfe stehender Wellen. 

b) Rechnung: Zeigen Sie „theoretisch“, daß die Phasenge¬ 
schwindigkeit auf einer Schraubenfeder, die aus einer festen 
Anzahl von Windungen und folglich aus einer bestimmten 
Menge Material besteht, der Länge der Feder proportional 
ist. Wenn Sie daher die Länge durch Ausdehnen verdoppeln, 
steigt die Phasengeschwindigkeit um den Faktor 2. 

c) Verifizieren Sie diese Aussage experimentell unter Ver¬ 
wendung von stehenden Wellen wie in Übung a). 

d) Senden Sie einen kurzen „Impuls“ (ein „Wellenpaket“) in 
die Spiralfeder und lassen Sie diese gleichzeitig so aus der 
Ruhe los, daß sie ihre transversale Grundschwingung aus¬ 
führt. Ist die Zeit für einen Hin- und Hergang des Impulses 
gleich der Schwingungsdauer der Grundschwingung ? 
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5. Dämpfung in Gummibändern - Heimversuch. Binden Sie 
mehrere aufgeschnittene Gummiringe zu einer 60... 100 cm 
langen „Gummischnur“ zusammen. Versuchen Sie nachzu¬ 
weisen, daß die Phasengeschwindigkeit longitudinaler Wellen 
größer ist als die transversaler Wellen (wenn sie das ist!). 

Halten Sie eines der Bänder gegen Ihre befeuchteten Lippen, 
dehnen Sie es plötzlich aus und warten Sie. Entspannen Sie 
es dann mit einem Schlag. Sagen Ihnen die Ergebnisse dieses 
Versuches irgend etwas über die Dämpfung aus ? Wenn ja, 
was ? Warum werden die longitudinalen Eigenschwingungen 
um soviel stärker gedämpft als die transversalen ? Anders 
ausgedrückt, wie bekommen Sie bei dieser starken Dämpfung 
doch schöne transversale Schwingungen ? 

6. Schallgeschwindigkeitsmessungen mit Wellenpaketen - Heim¬ 
versuch. Wir geben hier zwei Methoden an: 

a) Eine Hilfsperson lasse in etwa 800 m Entfernung einen 
Feuerwerksschwärmer los. Setzen Sie eine Stoppuhr in 
Gang, wenn Sie den Lichtblitz der Explosion sehen, und 
stoppen Sie beim Eintreffen des Schalls. Schreiten Sie so¬ 
dann die Distanz ab. Führen Sie den Versuch bei zwei 
Entfernungen aus, von denen die eine etwa doppelt so 
groß sein soll wie die andere. Tragen Sie für diese beiden 
Punkte die gestoppte Zeitdifferenz gegen die Entfernung 
auf. Geht die Gerade durch diese beiden Punkte auch 
durch den Ursprung ? Wenn nicht, warum nicht ? Können 
Sie, wenn die Gerade nicht durch den Ursprung geht, trotz¬ 
dem die Geschwindigkeit bestimmen ? Wie ? 

b) Suchen Sie einen Schulhof oder Spielplatz mit einer weiten 
ebenen Fläche auf, die auf einer Saite durch ein Gebäude 
begrenzt sei. Dann entsteht ein klares Echo, wenn Sie in 
etwa 50 m Entfernung von der Wand in die Hände klat¬ 
schen. Die Zeit für einen Hin- und Hergang des Schalls ist 
von der Größenordnung zwei oder drei Zehntelsekunden. 
Diese Zeiten lassen sich auch mit einer Stoppuhr nur schwer 
genau messen. Wir geben hier eine Methode an, bei der man 
bloß eine gewöhnliche Uhr mit Sekundenzeiger benötigt. 
Beginnen Sie - zuerst langsam - rhythmisch zu klatschen 
und horchen Sie sowohl auf Ihr Klatschen als auch auf das 
Echo. Erhöhen Sie die Frequenz, bis die Echos genau wäh¬ 
rend der „Pausen“ eintreffen. Die Frequenz, bei der dies 
eintritt, kann recht bequem sein und etwa zwei Klatsch¬ 
töne pro Sekunde betragen. Halten Sie diese Frequenz un¬ 
gefähr 10 s lang aufrecht, beobachten Sie dabei Ihre Uhr 
und zählen Sie gleichzeitig die Klatschtöne. Vielleicht 
benötigen Sie einige Minugen Übung. Messen Sie nun die 
Distanz zu der ebenen Wand, die das Echo zurückwirft, 
durch Abschreiten aus. Der Rest ist Rechnen. 

7. Koaxiale Fernleitung (Koaxialkabel). Ein Koaxialkabel be¬ 
stehe aus einem Innenleiter vom Radius rj und einem Außen¬ 
leiter vom Radius r 2 ; zwischen diesen beiden zylindrischen 
Leitern herrsche Vakuum. Zeigen Sie, daß eine solche Leitung 
die Kapazität pro Längeneinheit C/a (in esE, also in cm Kapa¬ 
zität pro cm Längeneinheit in Richtung der z-Achse) 

C = 1 

a 21n(r 2 /rj) 

und die Selbstinduktivität pro Längeneinheit L/a (in esE) 



aufweist. Verwenden Sie zur Ermittlung von C/a die Beziehung 
Q = CU und das Gaußsche Gesetz (Band 2, Abschnitt 3.5). Be¬ 
nutzen Sie zur Herleitung von L/a die Beziehung L = (l/c)<h/I, 
wobei O der durch einen Strom I hervorgerufene magnetische 
Fluß ist (Band 2, Abschnitt 7.8, Gin. (7.53) und (7.54)). 


8. Paralleldrahtleitung. Lösen Sie zuerst Übung 7, wo Sie von der 
Symmetrie der Anordnung Gebrauch machen können. Bei der 
vorliegenden Aufgabe ist diese Symmetrie nicht vorhanden, 
doch läßt sich die Lösung mit Hilfe des Superpositionsprinzips 
leicht finden: Berechnen Sie den Beitrag, den das Feld eines 
einzelnen Drahtes liefert, und multiplizieren Sie ihn mit 2. 
Zeigen Sie, daß C/a und L/a 
C = 1 
a 4 ln [(r + D)/rl ’ 


lauten. Dabei bedeutet r den Radius jedes Drahtes, und r + D 
ist der Abstand von der Achse eines Drahtes zur Oberfläche 
des anderen. Beachten Sie, daß die Rechnung jener von 
Übung 7 sehr ähnlich ist, nur daß der interessante Faktor 2 
auftritt. Erklären Sie diesen! 

9. Elektrische und magnetische Felder. Zeigen Sie, z.B. mit 
Hilfe von einfachen Symmetrieüberlegungen, daß elektrisches 
und magnetisches Feld innerhalb des inneren und außerhalb 
des äußeren Leiters eines Koaxialkabels verschwinden. Zeigen 
Sie ferner, daß elektrisches und magnetisches Feld auch außer¬ 
halb des Bereichs zwischen den Platten einer Parallelplatten¬ 
leitung verschwinden. 

10 . Parallelplattenleitung. Zeigen Sie, daß die Selbstinduktivität 
einer Parallelplattenleitung sowohl für Wechselstrom als auch 
für Gleichstrom durch Gl. (4.59) angegeben wird, solange die 
Wellenlänge groß gegenüber der Plattendicke d 0 ist. Sehen Sie 
die Diskussion in Abschnitt 4.2, einschließlich Gl. (4.60). 
Verwenden Sie Gl. (4.60) als Ausgangspunkt. 

11. Brechungsindex. Nach Tabelle 9.1, Band 2, Abschnitt 9.1, 
beträgt die Dielektrizitätskonstante von Luft im Normalzu¬ 
stand 1,000 59. Nehmen Sie die magnetische Permeabilität der 
Luft als Eins an. Dann sollte gemäß Gl. (4. 63) der Br echungs- 
index von Luft im Normalzustand gleich yj 1,000 59 = 1,000 29 
sein. Dies stimmt mit dem in Tabelle 4.1, Abschnitt 4.3, ange¬ 
gebenen experimentellen Wert sehr gut überein. Andererseits 
hat Wasser die Dielektrizitätskonstante 80, doch beträgt sein 
Brechungsindex nicht^9, sondern ungefähr 1,33. Wie 
kommt es zu dieser starken Diskrepanz ? 

12. Wasserprisma - Dispersion im Wasser - Heimversuch. Stellen 
Sie auf folgende Weise ein Wasserprisma her: Kleben Sie zwei 
Mikroskopgläser mit Hilfe von Klebeband zu einem V-förmi¬ 
gen „Trog“ zusammen und verschließen Sie dessen Enden mit 
Kitt, Ton, Klebeband oder sonst etwas. Füllen Sie den Trog 
mit Wasser an und verschließen Sie jetzt die undichten Stellen. 
Halten Sie dann das Prisma dicht vors Auge und betrachten 
Sie so Ihre Umwelt. Dabei werden Sie an weißen Gegenständen 
farbige Ränder beobachten. Treten diese bei Linsen auf, wo 
sie unerwünscht sind, so spricht man von „chromatischer 
Aberration“. Betrachten Sie nun eine weiße Punkt- oder 
Linienquelle. Die für diesen und andere Heimversuche am 
besten geeignete Punktquelle läßt sich aus einer einfachen 
Taschenlampe hersteilen: Entfernen Sie die Glaslinse und 
bedecken Sie den Aluminiumreflektor mit einem Stück schwar¬ 
zen oder zumindest dunklen Stoff. Dieses muß in der Mitte 
ein Loch haben, durch das Sie die Glühlampe stecken können. 
Als Linienquelle eignet sich am besten eine einfache 25- oder 
40-Watt-„Soffittenlampe“ mit klarem Glasmantel und einem 
geraden Glühfaden von etwa 7,5 cm Länge. Eine solche Lampe 
ist für einige Mark überall dort erhältlich, wo Glühlampen ver¬ 
kauft werden. Bringen Sie nun das purpurfarbene Filter aus 
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Ihrer optischen Ausrüstung zwischen Ihr Auge und die Licht¬ 
quelle. Lassen Sie es nicht naß werden, denn es besteht aus 
Gelatine und ist löslich. Durch das Filter sehen Sie nun zwei 
„virtuelle Lichtquellen“, eine rote und eine blaue. Betrachten 
Sie, um sich die Wirkung des Filters klarzumachen, die weiße 
Lichtquelle sowohl mit als auch ohne Filter, verwenden Sie 
dabei jedoch statt des Prismas Ihr Beugungsgitter. Sie können 
erkennen, daß Rot und Blau durchgehen, während Grün ab¬ 
sorbiert wird. Nehmen Sie an, das vom Filter durchgelassene 
Blau habe eine mittlere Wellenlänge von 4 500 Ä, das durch¬ 
gelassene Rot hingegen eine solche von 6 500 Ä. (Nach dem 
Studium von Beugungsgittern werden Sie die Aufgabe haben, 
diese Wellenlängen genauer zu messen.) Bestimmen Sie nun 
den Winkel, unter dem die virtuelle rote und die virtuelle 
blaue Lichtquelle Ihrem Auge erscheinen. Diese Messung läßt 
sich leicht durchfuhren, indem man ein Stück Papier mit mar¬ 
kierten Linien neben der Lichtquelle senkrecht anbringt. 

Gehen Sie sodann auf die Lichtquelle zu. Der Trennungswinkel 
zwischen den markierten Linien ändert sich, und Sie können 
erreichen, daß diese mit den beiden virtuellen Lichtquellen 
„zusammenfallen“. Dann läßt sich bestimmen, wie viele 
Zentimeter die farbigen virtuellen Lichtquellen auseinander 
liegen. Der Trennungswinkel ist gleich diesem Abstand, divi¬ 
diert durch die Entfernung zwischen Ihrem Auge und der 
Lichtquelle. Neigen Sie hierauf das Prisma, um zu sehen, ob 
der Trennungswinkel zwischen den beiden virtuellen Licht¬ 
quellen merklich vom Einfallswinkel des Lichtstrahls beim 
ersten Mikroskopglas abhängt. Leiten Sie sodann eine Glei¬ 
chung für die Ablenkung des Lichtstrahls als Funktion von 
Prismawinkel und Brechungsindex her. ( Hinweis : Beim senk¬ 
rechten Einfall auf das erste Glas ist die Herleitung am einfach¬ 
sten. Führen Sie den Versuch daher auf diese Weise durch, 
oder stellen Sie zumindest fest, ob der Einfallswinkel etwas 
ausmacht.) Messen Sie nun den Prismawinkel. Tragen die 
parallelflächigen Mikroskopgläser zum Trennungswinkel oder 
zur Ablenkung etwas bei ? Wie können Sie das experimentell 
herausfinden? Geben Sie schließlich einen Wert für die Ände¬ 
rung des Brechungsindex des Prismas pro tausend Angström- 
einheiten an. Wie groß ist der Brechungsindex im Vergleich 
zu dem von Glas (siehe Tabelle 4.2, Abschnitt 4.3) ? Es ist 
möglich, daß Wasser eine stärkere Dispersion aufweisen könnte 
als Glas, obwohl es einen kleineren Brechungsindex hat. Ist das 
der Fall ? Eine nette Überraschung erleben Sie, wenn Sie den 
Versuch mit schwerem Mineralöl wiederholen. Versuchen Sie 
es auch mit anderen klaren Flüssigkeiten. 

13. Unendlich lange Saite. Eine unendlich lange Saite mit der 
Linienmassendichte 0,1 g/cm und der Spannung 

35,4 kp = 34,692 • 10 6 dyn werde bei z = 0 harmonisch mit 
der Amplitude 1 cm und der Frequenz 100 Hz erregt. Wie 
groß ist der zeitliche Mittelwert der transportierten Leistung 
in Watt ? 

Lösung: Etwa 40 W. Ihre Antwort sollte jedoch ein wenig 
genauer sein. Sind es also 35 W ? 44 W ? 

14. Torsions-Wellenmaschine. Eine der besten Vorrichtungen zur 
Demonstration von Wellen ist eine Torsions-Wellenmaschine. 

Sie besteht aus einem langen „Rückgrat“ in der z-Richtung 
mit transversalen „Rippen“ im Abstand von etwa a = 1 cm. 

Das Rückgrat ist ein Stück Stahldraht von quadratischem 
Querschnitt, seine transversalen Abmessungen betragen unge¬ 
fähr 2x2 mm. Jede Rippe stellt einen Eisenstab von etwa 
0,5 cm Durchmesser und 30 cm Länge dar, der in der Mitte an 
dem stählernen Rückgrat angebracht ist. Die „angulare Feder¬ 
konstante“ (das Richtmoment) des Drahtes sei K, so daß das 


rücktreibende Drehmoment gleich K mal dem Drehwinkel in 
Radian ist. Das Trägheitsmoment eines Stabes betrage I. 

a) Unter Torsionswellen versteht man die Wellen der Ver¬ 
drillung des Drahtes. Leiten Sie die Gleichung für Phasen¬ 
geschwindigkeit und Wellenwiderstand solcher Wellen her, 
wobei der Wellenwiderstand Z durch die Beziehung „Dreh¬ 
moment = Z mal Winkelgeschwindigkeit“ definiert sei. 
Nehmen Sie an, die Wellenlänge sei groß gegenüber dem 
Rippenabstand a. 

b) Zeigen Sie, daß die exakte Dispersionsrelation 

u> 2 = 4to 2 sin 2 (| ka) lautet, und ermitteln Sie einen Aus¬ 
druck für gj i. 

c) Bisher haben wir jegliche von der Schwerkraft herrührende 
rücktreibende Kraft vernachlässigt. Wenn alle Stäbe in 
Phase um die horizontale Gleichgewichtslage schwingen 
und daher das Rückgraht aus Draht niemals verdrillt wird, 
betrage die Kreisfrequenz u; 0 - Wie lautet die Dispersions¬ 
relation ? Die Antwort darauf sowie einige experimentelle 
Ergebnisse finden Sie bei!?. A. Burgel, Am. J. Phys. 35, 

913 (1967). 

15. Whisky flasche als Resonator (Helmholtz-Resonator) - Heim¬ 
versuch. Wenn Sie über eine Krug- oder Flaschenöffnung bla¬ 
sen, so wird die Grundschwingung angeregt, und Sie erhalten 
einen Ton. Sie könnten meinen, daß sich die Flasche wie eine 
an einem Ende abgeschlossene Röhre verhält, so daß die Länge 
vom Boden zur Öffnung gleich | \ ist. Versuchen Sie jedoch 
mit dieser Ansicht die zu erwartende Frequenz abzuschätzen, 
so werden Sie eine Überraschung erleben: Der Ton ist viel 
tiefer, als man vermutet. Wir bringen hier die näherungsweise 
Herleitung nach Helmholtz, die recht gute Ergebnisse liefert: 
Ich sagte für eine leere Flasche von der in Bild 4.12 angegebe¬ 
nen Form 110 Hz voraus und beobachtete 130 Hz, die ich mit 
Hilfe meines Klaviers bestimmte. Nun, nehmen Sie an, die in 
dem großen Volumen V 0 vorhandene Luft verhalte sich wie 
eine Feder, die mit einer Masse - der Luft im Flaschenhals - 
verbunden sei. Diese Masse beträgt p 0 a/, wobei / die Länge des 
Halses, a seine Querschnittsfläche und p 0 die Dichte der Luft 
bedeutet. Die Näherung von Helmholtz besteht nun in der 
Annahme, daß die gesamte Bewegung auf den Flaschenhals 
beschränkt sei, die gesamte rücktreibende Kraft jedoch von 
den Druckänderungen in V 0 herrühre. 

a) Die Auslenkung des Mediums in Richtung des Flaschen¬ 
halses nach außen sei x, und die gesamte rücktreibende 
Kraft F x rühre von der Druckdifferenz p - p 0 her, wobei p 
den Druck in V 0 und p 0 den Gleichgewichtsdruck darstellt. 
Zeigen Sie, daß dann 

„ 7Poa 2 x 

F *-- -^T’ 

wobei 7 das „Verhältnis der spezifischen Wärmen“ bedeu¬ 
tet, das für Luft etwa gleich 1,4 ist. 

b) Zeigen Sie, daß diese Kraft eine Eigenschwingung liefert, 
für deren Kreisfrequenz u die Beziehung 



gilt, wobei v die Schallgeschwindigkeit bedeutet. Bei der 
Anwendung dieses Ergebnisses muß man / durch die „effek¬ 
tive“ Länge des Flaschenhalses ersetzen, die gleich der 
wirklichen Länge plus 0,6 mal dem Radius des Flaschen¬ 
halses an jedem Ende ist. Ist die wirkliche Länge des Halses 
gleich Null, so stimmt die Gleichung immer noch recht gut, 
und die Länge / rührt dann ausschließlich von den „End¬ 
korrekturen“ her. Dieser Fall tritt etwa bei einem recht- 
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eckigen Kanister auf, wie er als Behälter für Farbverdün¬ 
nungsmittel Verwendung findet. 

Blasen Sie die Flaschenöffnung sehr stark an, können Sie 
auch die Oberschwingungen anregen. Haben Sie diese ein¬ 
mal bei starkem Blasen gehört, so vernehmen Sie sie ge¬ 
wöhnlich auch bei schwachem Blasen, wobei Sie haupt¬ 
sächlich die Grundschwingung anregen. Die zu erwartenden 
Oberfrequenzen kann man nicht leicht „eindimensional“ 
berechnen. Sie werden finden, daß zwei Flaschen unter¬ 
schiedlicher Gestalt bei der ersten, zweiten oder dritten 
Oberschwingung ganz verschiedene Frequenzverhältnisse 
aufweisen, obwohl sich die Frequenz der Grundschwingung 
jeder Flasche recht gut nach der Helmholtzschen Näherung 
berechnen läßt. 

16. Schallgeschwindigkeit in Luft, Helium und Erdgas - Heim¬ 
versuch. Blasen Sie eine gewöhnliche Pfeife und merken Sie 
sich die Tonhöhe. Verbinden Sie die Pfeife nun mit einer 
Heliumflasche - erhältlich in jedem Laboratorium oder phy¬ 
sikalischen Institut - und lassen Sie das Helium durchströmen. 
Welche Tonhöhe tritt jetzt auf? Messen Sie experimentell 
das Verhältnis der Tonhöhen bei Helium und bei Luft. Am 
einfachsten ist es, die Tonhöhen festzustellen und dann mit 
Hilfe einer Tabelle die Frequenzen zu ermitteln (siehe Kapitel 
2.5, Übung 6). Zeigen Sie, daß das theoretisch zu erwartende 
Tonhöhenverhältnis etwa 3 zu 1 beträgt. Bei Ihrem Versuch 
jedoch beträgt es vielleicht nur rund 2,5 zu 1. Wie kommt das ? 
Können Sie den Versuch verbessern ? Wie verhalten sich bei 
Helium und Luft die Schallwellenlängen in der Pfeife zuein¬ 
ander? Verwenden Sie sodann Erdgas statt Helium oder Luft. 
Verbinden Sie hierzu die Pfeife durch einen Schlauch mit dem 
Gasanschluß. Wie lautet jetzt das Verhältnis der Tonhöhen ? 

Was können Sie über die molekularen Eigenschaften des Gases 
lernen, wenn Sie das Tonhöhenverhältnis für Gas und Luft 
messen ? 

17. Effektives elektrisches Feld. Ermitteln Sie das über alle Fre¬ 
quenzen gemittelte effektive elektrische Feld in einem Raum¬ 
punkt, der 1 m von einer 40-Watt-Glühlampe entfernt liegt. 

18. Messung der Solarkonstanten an der Erdoberfläche - Heim¬ 
versuch. Dieser Versuch wird in Abschnitt 4.4 auf S. 122 
beschrieben. Führen Sie ihn aus und geben Sie das Ergebnis 
in W/cm 2 an. Sie könnten versuchen, mit einigen Schichten 
Glas oder bloß mit einer Fensterscheibe die infrarote „Wärme¬ 
strahlung“ zu vermindern, die von der Glühlampe herrührt und 
von Ihrem Auge nachgewiesen wird. Nehmen Sie dabei an, 
daß schon die Erdatmosphäre diese Filterung beim Sonnen¬ 


licht in starkem Maße bewerkstelligt hat. Dann kann man, 
indem man sich auf das durch die geschlossenen Augenlider 
zu beobachtende sichtbare Licht beschränkt, vielleicht nahe 
an den Wert der Solarkonstanten außerhalb der Erdatmosphäre 
herankommen. Die Temperatur des Wolframfadens ist geringer 
als die der Sonne, von ihr hängen also Spektrum und Farbe ab. 
Suchen Sie in Büchern eine Kurve für die emittierte Energie 
in Abhängigkeit von der Wellenlänge für die Temperatur der 
Sonnenoberfläche von etwa 5 000 K und eine ebensolche 
Kurve für die Wolframtemperatur von etwa 3 000 K. Schätzen 
Sie in beiden Fällen jenen Bruchteil der Gesamtintensität ab, 
der im sichtbaren Bereich liegt. Stellen Sie auch fest, ob Sie 
die Gesamtintensität der Sonne (einschließlich des sichtbaren 
Bereichs) unter- oder überschätzen, wenn Sie sie nur bei sicht¬ 
baren Frequenzen mit jener der Glühlampe vergleichen. 

19. Zählrate des Photomultipliers. Ein Photomultiplier habe 
folgende Eigenschaften: Fläche der Photokathode = 1 cm 2 ; 
Nachweisempfindlichkeit der Photokathode (gemittelt über 
das sichtbare Spektrum) = 5 %. Nun haben Sie eine Kerze, 
die etwa 20 mW in Form sichtbaren Lichts aussendet. Wie 
weit muß diese vom Photomultiplier aufgestellt werden, damit 
dessen Zählrate nur 10 Impulse pro Sekunde beträgt ? Wir 
wollen eine niedrige Zählrate, um die einzelnen Impulse hören 
zu können. Nun stehe jedoch die Kerze in 1 m Entfernung. 

Wie groß muß dann ein Loch in einem lichtdichten Schirm 
vor dem Photomultiplier sein, damit dasselbe Ergebnis heraus¬ 
kommt ? Einheiten: Ein Photon mit der Energie 1 eV hat 
eine Wellenlänge von etwa 12 345 Ä. (Die beiden letzten 
Stellen sind falsch, doch stellen sie eine bequeme und berühm¬ 
te Gedächtnishilfe dar.) Folglich ist die Wellenlänge bei 2 eV 
gleich 6 170 Ä. Setzen Sie alle Photonen als „grün“ voraus; 
ihre Wellenlänge betrage also 5 500 Ä. Es gilt 

1 eV = 1,6 • 10 -12 erg. 

20. Kerzenlicht und Romantik. Eine Kerze sei in solcher Entfer¬ 
nung aufgestellt, daß sie Ihrem Auge unter demselben Raum¬ 
winkel erscheint wie der Mond. Wäre nun ihre spezifische 
Leuchtstärke gleich der des Mondes, so würde sie dieselbe 
Beleuchtungsstärke erzeugen wie dieser. Nach Tab. 4.3, Ab¬ 
schnitt 4.4, ist aber die spezifische Leuchtstärke einer Kerze 
doppelt so groß wie die des Mondes. Nun stelle Vollmondlicht 
die „perfekt romantische Beleuchtung“ dar. Messen Sie unge¬ 
fähr die waagerechte Projektion der Fläche einer Kerzenflam¬ 
me und rechnen Sie aus, wie weit die Kerze zur Herstellung 
der oben definierten „perfekten Beleuchtung“ entfernt sein 
sollte. 
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4. Laufende Wellen 


21. Mondlicht. Gemäß der auf Tab. 4.3, Abschnitt 4.4, folgenden 
Anwendung liefert eine 40-W-Glühlampe mit dem effektiven 
Durchmesser 2 cm dieselbe Beleuchtungsstärke wie der Mond, 
wenn sie in einer Entfernung von 6,4 m aufgestellt ist. Die 
Rechnung ging von der in Tab. 4.3 angegebenen spezifischen 
Leuchtstärke und dem früher berechneten effektiven Durch¬ 
messer aus. Natürlich wird eine klare 40-W-Glühlampe dieselbe 
Beleuchtungsstärke liefern; zwar ist die spezifische Leucht¬ 
stärke des Wolframfadens viel größer als die der Mattglasober- 
fläche, doch bleibt die gesamte abgegebene Leistung dieselbe. 
Verwenden Sie diese Tatsachen zur Berechnung der vom Voll¬ 
mondlicht erzeugten Beleuchtungsstärke in Mikrowatt sicht¬ 
baren Lichts pro Quadratzentimeter der beleuchteten Fläche. 
Berücksichtigen Sie dabei die Lichtausbeute der Glühlampe. 
Lösung: Zwischen 0,1 mW/ cm 2 und 0,2 /uW/cm 2 . Ihr Ergebnis 
sollte auf zwei Stellen genau sein: z.B. 0,13 oder 0,18 oder 
was eben herauskommt. 

22. Sonnenlicht. Die Sonne spannt etwa denselben Raumwinkel 
auf wie der Mond. Vielleicht wollen Sie diese Behauptung mit 
einem in Armeslänge hochgehaltenen Lineal überprüfen. Dann 
müssen Sie sich jedoch vergewissern, daß Sie ein geeignetes 
Filter verwenden. Fast gekreuzte Polaroidfilter aus Ihrer op¬ 
tischen Ausrüstung sind dazu brauchbar. Ermitteln Sie nun 
mit Hilfe der Tab. 4.3, Abschnitt 4.4., und der Ergebnisse von 
Übung 21 die von der Sonne erzeugte Beleuchtungsstärke. 
Lösung: Etwa 90 mW/cm 2 in Form sichtbaren Lichts. 

23. Lichtausbeute der Sonne. Nehmen Sie an, das gesamte sicht¬ 
bare Sonnenlicht durchdringe die Erdatmosphäre mit vernach¬ 
lässigbarer Schwächung. Berechnen Sie die Lichtausbeute der 
Sonne mit Hilfe der Ergebnisse von Übung 22 und des Hand- 
book- Wertes für die Solarkonstante außerhalb der Erdatmosphäre. 
Wie groß ist die Lichtausbeute der Sonne im Vergleich zu der 
von Glühlampen ? (Laut Handbook beträgt die Lichtausbeute 
einer Glühlampe für 5 000 W und 115 V 4,7 %.) 

24. Messung des Lichtstromes und der Lichtausbeute einer Glüh¬ 
lampe - Heimversuch. Für diesen Versuch benötigen Sie eine 
klare oder mattierte Glühlampe, eine Kerze, zwei Platten Pa¬ 
raffinwachs („Haushaltswachs“, wie es zum Verschließen von 
Gelee-, Marmelade- und Konservengläsern verwendet wird) 
und ein Stück Aluminiumfolie. Die Kerze stellt Ihre „Normal¬ 
kerze“ dar. Wir nehmen an, daß sie einer Normalkerze nahe¬ 
kommt und folglich 1 Kerzenstärke aussendet, also etwa 20 mW 
in Form sichtbarer Strahlung. Die Glühlampe ist die Unbe¬ 
kannte, ihre Gesamtleistung ist jedoch angegeben und somit 
bekannt. Messen Sie die in Form sichtbarer Strahlung abgege¬ 
bene Leistung der Glühlampe durch Vergleich mit der Kerze 
auf folgende Weise: Legen Sie die Aluminiumfolie wie bei 
einem Butterbrot zwischen die beiden Paraffinplatten und 
halten Sie sodann dieses dicht an die JCerze. Beachten Sie dabei, 
daß die der Kerze zugewandte Paraffinplatte in Kerzennähe 
hell, in größerer Entfernung jedoch dunkel wird. Bringen Sie 
das „Sandwich“ auch in die Nähe der Glühlampe. Führen Sie 
den folgenden Versuch bei Nacht aus, wobei keine anderen 
Lichtquellen als Kerze und Glühlampe vorhanden sein sollen. 
Halten Sie Ihren „Paraffindetektor“ so zwischen Glühlampe 
und Kerze, daß jeder Lichtquelle eine Platte zugewendet ist. 
Verändern Sie seine Lage, bis die beiden Platten gleich hell 
erscheinen, und messen Sie sodann die Entfernungen. Der Rest 
ist Rechnen; verwenden Sie dabei das l/r 2 -Gesetz. Geben Sie 
nun unter der Annahme, Ihre Kerze sei eine Normalkerze, die 
in Form sichtbarer Strahlung abgegebene Leistung der Glüh¬ 
lampe in Kerzenstärken und Watt sichtbaren Lichts an. Er¬ 
mitteln Sie auch die Lichtausbeute der Glühlampe. 


Mit einer etwas verbesserten Anordnung sollte es Ihnen gelin¬ 
gen, die von der Sonne erzeugte Beleuchtungsstärke in Watt 
sichtbaren Lichts pro cm 2 oder (mit 1 Kerze/cm 2 = 20 mW/cm 2 ) 
in Kerzen pro Quadratzentimeter zu messen. Vielleicht treten 
Schwierigkeiten mit dem Hintergrundlicht auf, das weder von 
der Sonne noch von Ihrer „Normalglühlampe“ herrührt. Es 
wird besser, wenn Sie eine stärkere Glühlampe, etwa mit 200 W, 
verwenden. Möglicherweise benötigen Sie bei diesem Versuch 
ein aus einer Kartonröhre bestehendes Kollimatorrohr, eine 
Kartonschachtel mit geeigneten Löchern oder einen dunklen 
Stoff. Eichen Sie nun nach der oben beschriebenen Methode 
Ihre Glühlampe in Kerzenstärken. Ermitteln Sie jenen Abstand 
zwischen Glühlampe und Paraffin, bei dem die Beleuchtungs¬ 
stärke gleich jener der Sonne ist. Aus der Geometrie der An¬ 
ordnung können Sie die spezifische Leuchtstärke der Glüh¬ 
lampe in Kerzen/cm 2 und somit die von der Sonne erzeugte 
Beleuchtungsstärke in Kerzen/cm 2 berechnen. 

25. Mattglaslampen - Heimversuch. Nehmen Sie eine gewöhnliche 
Mattglaslampe beliebiger Wattzahl sowie eine Milchglaslampe 
derselben Wattzahl und desselben Durchmessers, wie sie als 
Lichtquellen in Vergrößerungsapparaten verwandt werden. 
Schalten Sie beide Glühlampen ein und stellen Sie die folgen¬ 
den Beobachtungen an: Beachten Sie den hellen „Kern“ der 
Mattglaslampe. Die Vergrößerungslampe ist viel gleichmäßiger 
hell, weshalb die Mattglaslampe eine kleinere „effektive Ober¬ 
fläche“ hat als die Vergrößerungslampe. Da beide Glühlampen 
dieselbe Leistung aufweisen, liefern sie aller Voraussicht nach 
denselben gesamten Lichtstrom. Folglich muß bei der Matt¬ 
glaslampe die kleinere Fläche ihres hellen Kernes heller sein. 
Betrachten Sie nun den mittleren Bereich jeder leuchtenden 
Glühlampe durch ein Loch zwischen Ihren gekrümmten Fin¬ 
gern und halten Sie dabei Ihre Hand in konstanter Entfernung 
vom Auge, so daß der Raumwinkel konstant bleibt. Welche 
Glühlampe ist in der Mitte heller ? Messen Sie den Durchmes¬ 
ser des hellen Kerns der Mattglaslampe durch Anlegen eines 
Lineals. Vielleicht werden Sie zur Verminderung der Hellig¬ 
keit durch teilweise gekreuzte Polaroidfilter aus Ihrer opti¬ 
schen Ausrüstung bücken müssen. Sagen Sie nun das Verhält¬ 
nis der Oberflächenhelligkeit der beiden Glühlampen durch 
Rechnung voraus. Dabei sei das Modell für die Mattglaslampe 
eine „effektive Kugel“ mit dem Durchmesser des hellen Kerns. 
Messen Sie hierauf das Verhältnis der spezifischen Leucht¬ 
stärken auf folgende Weise: Stellen Sie jede der Glühlampen 
hinter eine Kartonschachtel (oder so etwas Ähnliches), in die 
zwei gleichgroße Löcher geschnitten sind, die nur den Mittel¬ 
bereich jeder Glühlampe freüassen. Stellen Sie die Glühlampen 
so auf, daß sie etwa 1 m voneinander entfernt sind und sich 
gegenseitig durch die erwähnten Löcher anleuchten. Messen 
Sie sodann das Verhältnis der spezifischen Leuchtstärken der 
Mittelbereiche der beiden Glühlampen nach der in Übung 24 
beschriebenen Methode mit dem Paraffin-Sandwich. Wie ver¬ 
hält sich Ihr Versuchsergebnis zu dem Ergebnis Ihrer Rechnung, 
die das Modell der „effektiven Kugel“ zur Grundlage hatte ? 
Zerschlagen Sie zum Schluß die Glühlampen, um den Unter¬ 
schied ihrer Mattierungen festzustellen, wickeln Sie sie aber 
vorher in ein Handtuch ein! Wenn Ihnen dies als Verschwen¬ 
dung von Glühlampen und Geld erscheint, so glauben Sie uns 
bitte, daß die von uns zerschlagenen gewöhnlichen Mattglas¬ 
lampen an der Innenfläche leicht aufgerauht sind. Diese Auf¬ 
rauhung läßt sich etwa durch Säureätzung oder mit Hilfe eines 
Sandstrahlgebläses hersteilen. Hingegen sind die Vergrößerungs¬ 
lampen innen mit einem weißen Pulver, zweifellos Magnesium¬ 
oxid, bedeckt. Dieses geht bei Berührung mit dem Finger ab 
und läßt einen klaren Glasmantel zurück. Wenn Sie die Glüh¬ 
lampen zerschlagen, so heben Sie die größten kugelschalen- 
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förmigen Stücke auf. Füllt man diese nämlich teilweise mit 
Flüssigkeit, so ergeben sie gute „plankonvexe“ Linsen. (Ein 
großes Stück erhalten Sie, wenn Sie die Glühlampen am Hals 
zerschlagen.) Diese Linsen lassen sich zur Messung der Bre¬ 
chungsindizes von Wasser und Mineralöl verwenden. 

26. Schallwiderstand - Heimversuch. Singen Sie mit gleichblei¬ 
bendem Ton in eine Kartonröhre und halten Sie dabei die Röhre 
fest gegen Ihren Mund, so daß rundherum keine Luft entwei¬ 
chen kann. Ermitteln Sie durch Veränderung der Tonhöhe die 
Resonanzen. Diese fallen nicht genau mit den freien Eigen¬ 
schwingungen zusammen, die Sie hören, wenn Sie die Röhre 
leicht gegen Ihren Kopf schlagen. Ihr Mund und Ihre Kehle 
ändern nämlich an dem betreffenden Ende die effektive Länge. 
Singen Sie sodann einen gleichbleibenden Ton, der nicht mit 
einer Resonanz zusammenfällt. Entfernen Sie nun plötzhch 

die Röhre, singen Sie jedoch weiter; die Änderung des Wellen¬ 
widerstandes sollte merklich sein. Singen Sie hierauf mit einem 
Resonanzton und beachten Sie dabei das merklich verschiedene 
Gefühl in Ihrer Kehle. Diese erfährt hierbei nämlich keine rein 
resistive Resonanzbelastung,sondern vielmehr eine stark reak¬ 
tive Belastung. Suchen Sie nun bei einem Krug, einer Vase 
oder einem Kübel mit Hilfe Ihrer Singstimme eine starke 
Resonanz auf. (Sehr gut eignen sich eine große Glasvase, ein 
Krug oder Kübel aus Plastik.) Singen Sie, so laut Sie können, 
mit dem Resonanzton und koppeln Sie dabei Ihren Mund und 
Ihre Kehle eng an das in Resonanz befindliche System. Gäbe 
es keine Strahlungs- oder andere resistive Verluste, so wäre 
die Belastung Ihres Singorganes rein reaktiv: Im Verlaufe 
jeder Schwingung würde in Ihrer Kehle gleich viel Energie ein 
wie ausströmen. Deshalb ist in diesem Falle das Gefühl in T hrcr 
Kehle merklich anders, als wenn Sie in ein unbegrenztes Ä edi- 
um hineinsingen. Sie werden merken, daß Sie Schwierigkeiten 
haben, die Tonhöhe zu halten. Diese schwankt, weil Sie an resi¬ 
stive Belastung gewöhnt sind, nun aber eine reaktive erfahren. 

27. Elastische Saite. Zwei laufende Wellen auf einer elastischen 
Saite mit T 0 = 1 dyn, p 0 = 1 g/cm und u> = 10 3 rad/s haben 
die Form 

\p i = A cos (cot — kz + 7 r). 
i// 2 = A cos (cot - kz + ^). 

Ermitteln Sie den zeitlichen Mittelwert der bei der Überlage¬ 
rung von \p i und \jj 2 transportierten Leistung. 

28. Elektromagnetische Wellen. Drei ebene elektromagnetische 
Wellen 

Eix = E 0 cos (kz - cot - 6 t ) = Bj y , 

E 2 x = E 0 cos(kz - cot - 6 2 ) = I*2y 
und 

E 3x = E 0 cos (kz - cot - 6 3) = B 3y 

breiten sich in demselben Raum aus. Wie groß sind die maxi¬ 
malen und minimalen Amplituden und die Energiefluß dichten, 
die man durch geeignete Wahl der Konstanten 6 1 ,6 2 und 5 3 
hersteilen kann ? 


29. „ Überdruck“ longitudinaler Wellen auf einer Feder. Leiten 
Sie Gl. (4.111) her, die folgendermaßen lautet 

3i//(z,t) 

F Z (L auf R) = F 0 - Ka I . 

dz 

Gehen Sie dabei von einer mit diskreten Massenpunkten ver¬ 
sehenen Feder aus. Im Gleichgewicht ist jede der Teilfedern 
zusammengedrückt und erzeugt daher eine Kraft F 0 . Die Fe¬ 
derkonstante sei K, der Abstand zweier Massenpurikte betra¬ 
ge a. Ermitteln Sie jene Kraft, die ein Massenpunkt von der 
zu seiner Linken liegenden Feder in der positiven z-Richtung 
erfährt. Gehen Sie sodann zum kontinuierlichen Grenzfall 
über und leiten Sie auf diese Weise die gewünschte Beziehung 
her. Beachten Sie, daß das Produkt Ka im kontinuierlichen 
Grenzfall eine von der Länge a unabhängige charakteristische 
Größe der Feder darstellt. 

30. Gummischnüre und Spiralfedern. Bei einer gewöhnlichen 
Gummischnur oder bei Federn, wie sie zum Türschließen ver¬ 
wendet werden, ist die Länge im entspannten Zustand gegen¬ 
über jener bei Ausdehnung nicht vernachlässigbar. Zeigen Sie, 
daß die Phasengeschwindigkeit transversaler Wellen aus diesem 
Grunde kleiner ist als die longitudinaler Wellen. Zeigen Sie 
ferner, daß longitudinale Wellen sich mit doppelt so hoher 
Geschwindigkeit ausbreiten wie transversale Wellen, wenn die 
Länge bei Ausdehnung gleich | mal der Länge bei Entspan¬ 
nung ist. Unsere dünne Spiralfeder sei bei Entspannung etwa 
7,5 cm lang, sie läßt sich auf rund 5 m ausdehnen. Wie lautet 
dar Verhältnis der Geschwindigkeiten in diesem Fall? 

31. Sind Schallwellen vollkommen dispersionsfrei? Wir haben in 
Abschnitt 4.2 gefunden, daß die Phasengeschwindigkeit von 
Schall konstant ist, also nicht von der Frequenz abhängt. 

Diese Aussage folgt aus der Dispersionsrelation 

2 _ 1 2 

w " Po k ' 


Diese Dispersionsrelation ist jener für longitudinale Schwin¬ 
gungen auf einer kontinuierlichen Feder 

- 2 =!“ 2 

ähnlich. Für eine Feder mit diskreten Massenpunkten lautet 
die Dispersionsrelation 

, K sin 2 !ka 
W =m (^a) 2 ’ 

woraus sich eine obere Grenzfrequenz ergibt. Ermitteln Sie 
nun durch Analogiebildung und mit Hilfe physikalischer Über¬ 
legungen einen Wert für die obere Grenzfrequenz von Schall 
in Luft im Normalzustand. Würden Sie erwarten, daß sich 
Ultraschallwellen der Frequenz v % 100 MHz mit der gewohn¬ 
ten Schallgeschwindigkeit ausbreiten ? 

Lösung: Zu erwarten ist eine obere Grenzfrequenz v % 10 lo Hz. 



5. Reflexion 


5.1. Einleitung 

In diesem Kapitel werden wir den Begriff des Wellen¬ 
widerstandes verwenden und mit seiner Hilfe untersuchen, 
was beim Auftreffen einer laufenden Welle auf eine Grenz¬ 
fläche (Unstetigkeitsfläche) im Medium geschieht. In Ab¬ 
schnitt 5.2 betrachten wir eine resistive Dämpfungsvor¬ 
richtung, deren Eingangswiderstand dem Wellenwider¬ 
stand des Mediums „angepaßt“ ist. Diese Untersuchungen 
führen uns dann zur Herstellung einer „absorbierenden 
Stoffbespannung“, durch die elektromagnetische Wellen 
einen reflexionsfreien Abschluß erfahren. In Abschnitt 5.3 
untersuchen wir durch „fehlangepaßte“ Wellen widerstän¬ 
de hervorgerufene Reflexionen. Aus der Verallgemeine¬ 
rung der Ergebnisse, die wir bei der Fernleitung erhalten 
haben, lernen wir sodann, wie Lichtwellen bei einer Un¬ 
stetigkeit des Brechungsindex reflektiert werden. Schließ¬ 
lich erfahren wir in Abschnitt 5.5 durch die Untersuchung 
von Vielfachreflexionen, wie man von einer Glasscheibe 
Aufschluß über die mittlere Abklingzeit von angeregten 
Neonatomen erhält. 


5.2. Ideale Abschließung 

Ist ein Sender mit einem unbegrenzten Medium ge¬ 
koppelt und erregt dieses im dispersiven Frequenzbereich, 
so emittiert er laufende Wellen. Der Senderausgang er¬ 
fährt dabei eine rein resistive Dämpfungskraft, die dem 
Wellenwiderstand proportional ist. Dieser hängt sowohl 
vom Medium als auch von der geometrischen Schwingungs¬ 
form der Wellen ab. Z.B. ist der Wellenwiderstand einer 
Parallelplattenleitung von jenem einer Paralleldrahtleitung 
verschieden. 

Für den Sender ist es gleichgültig, ob er tatsächlich 
Wellen in ein unbegrenztes Medium hinausschickt oder 
bloß eine Dämpfungsvorrichtung erregt, die den Wider¬ 
stand erzeugt. Wenn Sie etwa die Antenne Ihres lokalen 
Radiosenders abtrennen und durch einen äquivalenten 
Ohmschen Widerstand ersetzen, so würde der Oszillator 
keinen Unterschied bemerken. Diese Aussage ist jedoch 
insofern etwas zu stark vereinfacht, als die Radioantenne 
auch Induktivität und Kapazität aufweist. Um also den 
erregenden Oszillator vollständig „an der Nase herum¬ 
zuführen“, müßten Sie die Antenne durch einen geeigne¬ 
ten LRC-Kreis ersetzen. Dabei entspricht der Ohmsche 
Widerstand R dem „Strahlungswiderstand“, und von die¬ 
sem sprechen wir ja. Doch wollen wir nicht mit der Radio¬ 
antenne, sondern mit einem einfacheren Beispiel beginnen. 

• Beispiel: 1. Kontinuierliche Saite. Ersetzen Sie die 
vom Senderausgang in Bewegung versetzte Saite durch 
einen passenden „Stoßdämpfer“, so würde der Sender die¬ 
selbe Dämpfungskraft erfahren wie bei der Emission lau¬ 


fender Wellen in eine unendlich lange Saite. Dieser Stoß¬ 
dämpfer, den wir mit R (für rechts) bezeichnen wollen, 
habe folgende Eigenschaft: Wird seinem Eingang die Ge¬ 
schwindigkeit u(t) aufgezwungen, so reagiert er auf die 
erregende Kraft L (für links) mit einer entgegengerichteten 
Kraft, die der Geschwindigkeit proportional ist. Wir 
schreiben daher 

F (R auf L) = — Z R u(t), (5.1) 

wobei Z R , der sogenannte Eingangswiderstand oder die 
Impedanz des Stoßdämpfers, eine positive Konstante ist. 
Man bezeichnet den Eingangs widerstand dieser Dämp¬ 
fungsvorrichtung als „rein resistiv“, weil F (R auf L) der 
Geschwindigkeit proportional ist. Eine Anordnung, die 
entweder eine träge Masse oder eine Feder enthielte, wür¬ 
de hingegen mit einer der Beschleunigung bzw. der Aus¬ 
lenkung proportionalen Kraft reagieren. In jedem dieser 
Fälle entstünde dadurch keine resistive, sondern eine 
„reaktive“ Belastung. Nun, wenn der Sender laufende 
Wellen in ein unbegrenztes System mit dem Wellenwider¬ 
stand Z emittiert, so erfährt sein Ausgang eine Dämpfungs¬ 
kraft 

F(RaufL)=-z(|£) (5.2) 

Dabei bedeutet 3i///3t die Saitengeschwindigkeit bei z = 0 
und somit auch die Geschwindigkeit des Senderausgangs. 
Wenn also Z R gleich Z ist, so erfährt der Sender dieselbe 
„rein resistive“ Dämpfungskraft, ob er nun den Eingang 
einer Dämpfungsvorrichtung oder eine unendlich lange 
Saite erregt. Nun weisen laufende Wellen unter anderem 
folgende charakteristische Eigenschaft auf: Jeder in der 
Ausbreitungsrichtung liegende Punkt des Mediums „er¬ 
fährt“ dieselbe Bewegung wie der Senderausgang, nur zu 
einem späteren Zeitpunkt. Daher güt für jeden solchen 
Punkt z eines Systems mit laufenden Wellen die Aussage: 
Für den unmittelbar links von z liegenden Punkt L ist es 
gleichgültig, ob der unmittelbar rechts von z liegende 
Punkt R der Beginn einer Fortsetzung der Saite ins Un¬ 
endliche ist oder bloß der Eingang einer Dämpfungsvor¬ 
richtung vom Eingangs widerst and Z R = Z. • 

Widerstandsanpassung. Wir sprechen von idealem Ab¬ 
schluß einer kontinuierlichen Saite, wenn die auf die Ab¬ 
schlußstelle auftreffenden transversalen laufenden Wellen 
keinerlei Reflexion erfahren. Nach den obigen Überlegun¬ 
gen können wir einen solchen idealen Abschluß erreichen, 
indem wir eine resistive Belastung in Form eines „idealen 
Stoßdämpfers“ mit dem Eingangswiderstand 

Z R = Z = %/ToPo (5-3) 

anbringen. Ist Gl. (5.3) erfüllt, so sagen wir, der als „Bela¬ 
stungswiderstand“ wirkende Eingangswiderstand sei dem 
Wellenwiderstand der Saite „angepaßt“. Ein Beispiel für 
idealen Abschluß ist in Büd 5.1 dargestellt. 
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Bild 5.1. Wenn die Saite ideal abgeschlossen ist, läßt sich ihre 
Länge vom Sender aus nicht feststellen. Für diesen ist es gleich¬ 
gültig, ob er mit einer unendlich langen Saite oder direkt mit 
dem Eingang des Stoßdämpfers verbunden ist. Hier zeigen wir, 
wie der Sender mit einer endlich langen, ideal abgeschlossenen 
Saite verbunden ist. 


Verteilte Belastung. Ein Stoßdämpfer nimmt einen 
gegenüber der Wellenlänge kleinen Bereich ein und stellt 
daher eine „konzentrierte“ resistive Belastung dar. Man 
kann aber auch idealen Abschluß erreichen, ohne von der 
Anordnung die Erfüllung der einschneidenden Wider¬ 
standsanpassungsbedingung Gl. (5.3) zu fordern. Dazu ist 
eine sehr lange „verteilte“ Belastung geeignet, die eine 
kleine Dämpfungskraft liefert und in jenem Punkt z = / 
beginnt, wo die Absorption der Wellenenergie beginnen 
soll. Diese Dämpfungskraft wirkt dann kontinuierlich und 
gleichförmig in allen Punkten der Saite, in denen z größer 
als / ist. Absorbiert die Dämpfungskraft über eine Wellen¬ 
länge nur einen kleinen Bruchteil der Wellenenergie, so 
mft sie keine wesentliche Reflexion hervor und absorbiert 
nach und nach die gesamte Wellenenergie. 

• Beispiel: 2. Parallelplattenleitung. Dieses Beispiel 
wird uns zu einem sehr allgemeinen Ergebnis führen. In 
Bild 5.2 sind das Eingangsende der Fernleitung und eine 
Platte aus Widerstandsmaterial dargestellt. Mit dieser Platte 
kann man den Sender belasten und auf diese Weise die Fern¬ 
leitung ersetzen, doch läßt sich mit ihr auch ein reflexions¬ 
freier Abschluß der Fernleitung erzielen. Für die einge¬ 
zeichnete Stromrichtung ist der Widerstand der Platte 
gleich dem spezifischen Widerstand p mal der Länge divi¬ 
diert durch die Querschnittsfläche (Band 2, Abschnitt 4.7): 


= Länge = p • g 
^ Fläche d ■ w 


(5.4) 


Der Wellenwiderstand Z einer Parallelplattenleitung lautet 
aber (siehe Gl. (4.132)) 


47T_g 
C W ' 


(5.5) 


Soll R einen idealen Abschluß liefern, so muß die Be¬ 
ziehung R = Z gelten. Durch Gleichsetzen der Gin. (5.4) 
und (5.5) finden wir 


P _ 47T 
d " c 


(5.6) 


wobei p in esE, also statohm • cm, und d in cm angegeben 
ist. Daher hat das Verhältnis p/d die Einheit statohm. • 


Flächenwiderstand. Es erweist sich als nützlich, die 
Platte auf folgende Weise unabhängig von ihrer Dicke zu 
charakterisieren. Schneiden Sie aus dem Materialstück 
der Dicke d ein Quadrat der Seitenlänge / heraus und le¬ 
gen Sie eine Spannung U zwischen zwei gegenüberliegende 
Seiten des Quadrats. Dann fließt parallel zur Oberfläche 
ein Strom. Der Widerstand des Quadrats ist gleich dem 
spezifischen Widerstand mal der Länge / in Richtung des 
Stroms dividiert durch die Fläche Id senkrecht zum Strom. 
Daher lautet der Widerstand pro Flächeneinheit 



P 

d ' 


(5.7) 
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Bild 5.2 

Abschluß einer Parallelplattenleitung 

a) Fernleitung 

b) Platte aus Widerstandsmaterial. 

Ist die Potentialdifferenz an der Platte so 
gerichtet, wie die Plus- und Minuszeichen 
andeuten, so fließt der Strom in der Pfeil¬ 
richtung. 


Beachten Sie, daß dieser Wert nicht von der Seitenlange / 
des Quadrats abhängt. Folglich läßt sich p/d bei einer 
Platte als deren Widerstand für ein Quadrat beliebiger 
Größe für einen Strom, der von einer Seite des Quadrats 
zur gegenüberliegenden fließt, deuten. Gl. (5.6) sagt also 
aus, daß der Flächenwiderstand 47r/c betragen muß , um 
idealen Abschluß einer Parallelplattenleitung zu gewähr¬ 
leisten. Dieser Wert ist gleich 4ir -30 £1 (c -1 statohm = 30 £2): 

Der Widerstand einer ideal abschließenden Platte beträgt 
120 n = 377 £2 (pro Fläche). (5.8) 

Wir wollen untersuchen, wie man in der Praxis einen 
idealen Abschluß hersteilen könnte. Konstruieren wir also 
eine Abschließungsplatte für eine Parallelplattenleitung. 

Die Platte soll den Flächenwiderstand 377 £2 aufweisen 
(p/d = 377 £2), weshalb 

p (in £2 cm) 

d (in cm) ( 5 - 9 ) 

Versuchen wir es mit einer Kupferplatte: Wie dick sollte 
diese sein? In Tabellen finden wir bei den spezifischen 
Widerständen von Metallen p Cu ~ 1,7 ■ 10~ 6 £2 cm. Daher 
muß nach Gl. (5.9) die Dicke der Platte d Cu ~ 1,7 • 10 6 £2 
cm/377 cm ~ 0,5 * 10~ 8 cm betragen. Diese Dicke ist ge¬ 
ringer als der Durchmesser eines einzelnen Kupferatoms! 

Wir sind anscheinend in eine gewisse Schwierigkeit geraten. 
Doch zurück zu den Tabellen! Schließlich entdecken wir 
Kohlenstoff: Sein spezifischer Widerstand beträgt etwa 


3 500-10“ 6 £2 cm, woraus d ~ 3 500-10 _6 /377 ~ 10“ 5 cm 
folgt. Diese Dicke läßt sich sehr wohl hersteilen! Wir kön¬ 
nen etwa ein Stück Leinwand hernehmen, die einen hin¬ 
reichend hohen spezifischen Widerstand aufweist, so daß 
ihr Flächenwiderstand sehr groß gegenüber 377 £2 ist. 
Hierauf mischen wir einen dünnen „Anstrich“ aus Ruß 
(Kohlenstoffpulver) an, indem wir diesen in Wasser oder 
sonst einer Flüssigkeit aufschwemmen. Sodann bestrei¬ 
chen wir die Leinwand, bis der Flächenwiderstand 377 £2 
beträgt, was sich durch ein Ohmmeter bestimmen läßt. 

377-£2-Schicht. Auf eine 377-£2-Schicht (im Englischen 
auch als spacecloth = Raumtuch bezeichnet) falle von 
links her eine laufende ebene Welle ein. Die Welle in einer 
Ebene L unmittelbar links von der Schicht kann nicht 
wissen, ob sich rechts von ihr eine unendlich ausgedehnte 
Parallelplattenleitung oder ein „Raumtuch“ befindet. 

Gerade und parallele Wellen. Die laufenden Wellen in 
einem Koaxialkabel oder in einer Parallel drahtlei tung 
stellen keine ebenen Wellen dar. Diese bestehen nämlich 
definitionsgemäß aus elektrischen und magnetischen 
Feldern, die zu einem gegebenen Zeitpunkt t nicht von 
x und y, sondern nur von z (in der Ausbreitungsrichtung) 
abhängen. Vielmehr gehören die oben erwähnten Wellen 
in die allgemeinere Klasse der geraden und parallelen 
Wellen , zu der allerdings auch die ebenen Wellen zu rech¬ 
nen sind. Bei geraden und parallelen Wellen dürfen die 
Felder E und B von x und y abhängen, doch darf sich 
ihre x- und y-Abhängigkeit nicht mit z, also in der Aus- 








5.2. Ideale Abschließung 


135 


breitungsrichtung, ändern. Demzufolge sind die in allge¬ 
meinen Lecherleitungen, d.h. in allen Leitungen, die sich 
aus Paaren gleichartiger, gerader, paralleler Drähte auf¬ 
bauen lassen, auftretenden Wellen als gerade und parallele 
Wellen zu bezeichnen. 

Mit einer 377-12-Schicht läßt sich jede Lecherleitung 
aus folgendem Grund ideal abschließen: Betrachten wir 
eine beliebige Umgebung eines bestimmten Punktes, de¬ 
ren zur Ausbreitungsrichtung z transversale Abmessungen 
Ax und Ay hinreichend klein seien. In einer solchen Um¬ 
gebung ist eine einfallende gerade und parallele laufende 
Welle von einer ebenen Welle nicht unterscheidbar. Die 
Felder E(x,y,z,t) und B(x,y,z,t) dürfen also in diesem 
Bereich als unabhängig von x und y angesehen werden. 

In Abschnitt 4.4 haben wir die Beziehungen für ebene 
Wellen in durchsichtigen Medien angegeben. Nun läßt sich 
mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen allgemein zeigen, daß 
für gerade und parallele Wellen bei vorgegebenen Werten 
von x und y ganz analoge Beziehungen gelten. Bei festem 
x und y stehen also in einer solchen laufenden Welle die 
Felder E und B senkrecht aufeinander und auf z; sie ha¬ 
ben denselben Betrag und sind so gerichtet, daß E X B 
in die positive z-Richtung weist: B = z X E. Ferner wird 
die „lokale“ Energieflußdichte in der Umgebung AxAy 
durch einen Ausdruck beschrieben, der jenem für ebene 
Wellen analog ist. Daher gilt für gerade und parallele lau¬ 
fende Wellen im Vakuum 

S(x,y,z,t)= ~;E 2 (x,y,z,t), (5.10) 

wobei S die Energie fluß dichte in erg/cm 2 s bedeutet. Diese 
Beziehung zwischen der Energieflußdichte und den Fel¬ 
dern ist lokal gleich jener für ebene Wellen. Deshalb heben 
die ,,I 2 R-Verluste“, die von den durch gerade und paral¬ 
lele Wellen in der absorbierenden Stoffbespannung indu¬ 
zierten Strömen herrühren, wie bei ebenen Wellen gerade 
die einfallende Energieflußdichte auf. Infolgedessen ver¬ 
schluckt das Raumtuch eine einfallende gerade und paral¬ 
lele Welle in jeder vorgegebenen Umgebung ohne Re¬ 
flexion, solange ihr Widerstand 377 12 beträgt. 

Abschluß einer ebenen Welle im freien Raum. Nach 
der obigen Diskussion könnten Sie vermuten, daß ein 
Raumtuch nicht nur für ebene Wellen in einer Parallel¬ 
plattenleitung einen idealen Abschluß liefert, sondern 
auch für solche im freien Raum. Diese Vermutung erscheint 
zwar vernünftig, sie ist jedoch falsch. Trifft eine ebene 
Welle auf eine 377-f2-Schicht, so erfährt sie genau die 
Hälfte des für idealen Abschluß notwendigen Widerstan¬ 
des von 377 f2. 

Diesen Faktor \ können wir leicht verstehen, wenn 
wir die Parallelplattenleitung betrachten. Erstreckt sie 
sich von z = - <» bis z = + «>, so läßt sich eine von links 
einfallende Welle abschließen, indem man bei z = 0 ein 
Raumtuch über dem Querschnitt anbringt. Voraussetzung 


dazu ist, daß wir zusätzlich den Rest des Leiters abtren¬ 
nen, der sich von z = 0 bis z = + 00 erstreckt. Unterlassen 
wir dies, so liegt die Spannung der einfallenden Welle bei 
z = 0 an zwei parallelgeschalteten gleich großen Wider¬ 
ständen an: an der 377-f2-Schicht und an der unendlichen 
Fortsetzung des Leiters. Daher erfährt die Welle einen aus 
zwei gleich großen parallelgeschalteten Einzelwiderstän¬ 
den zusammengesetzten Gesamtwiderstand, der halb so 
groß ist wie jeder der Einzelwiderstände. Dies ist auch 
der Fall, wenn eine ebene Welle im leeren Raum auf ein 
Raumtuch auftrifft: Die in jedem Augenblick am Raum¬ 
tuch anliegende Spannung liegt ebenso an der rechts da¬ 
von befindlichen unendlichen Fortsetzung des leeren 
Raumes an. Daher ist der resultierende Wellenwiderstand 
gerade halb so groß wie jener des Raumtuchs oder des 
leeren Raums. Die Welle wird nicht vollständig absorbiert, 
sondern teilweise reflektiert, teilweise absorbiert und 
teilweise durchgelassen. 

Wie kann man den leeren Raum rechts von einem 
Raumtuch „abtrennen“? Im Falle der Fernleitung ist das 
einfach: Sie können die Leitung mit einer Säge durch- 
schneiden. Dadurch entsteht ein unendlich großer Wellen¬ 
widerstand, so daß der rechts liegende Teil der Fernlei¬ 
tung „abgetrennt“ ist. Die einfallende Welle trifft dann 
eine Parallelschaltung aus Raumtuch und unendlichem 
Wellenwiderstand an: Der resultierende Wellenwider¬ 
stand ist der des Raumtuchs. Nun kann man im leeren 
Raum keinen „Sägeschnitt“ durchführen, um einen un¬ 
endlichen Wellenwiderstand zu erhalten. Es gibt jedoch 
einen genialen Trick, mit dem sich der Raum rechts von 
z = 0 für eine harmonische Welle mit einer einzigen festen 
Wellenlänge „effektiv“ ab trennen läßt. Dieser Trick funk¬ 
tioniert sowohl im leeren Raum als auch bei der Fern¬ 
leitung. Betrachten Sie die Fernleitung: Anstatt mit 
einem Sägeschnitt bei z = 0 „abzutrennen“, kann man 
durch eine ideal leitende Platte (d.i. eine Platte mit ver¬ 
schwindendem spezifischen Widerstand) „kurzschließen“. 
Dieser Kurzschluß soll nicht bei z = 0, sondern bei 
z = \ X auftreten, weshalb dann die Spannung an dieser 
Stelle verschwindet. Vor Anbringung des Raumtuchs 
weisen Spannung und Strom links vom Kurzschluß den 
Verlauf stehender Wellen auf, und es zeigt sich, daß die 
Stellen verschwindenden Stroms von jenen verschwinden¬ 
der Spannung eine Viertelwellenlänge entfernt sind. Da¬ 
her ist der Strom bei z = 0 immer gleich Null. Das System 
verhält sich also so, als träte ein durch einen Sägeschnitt 
bei z = 0 verursachter unendlicher Wellenwiderstand auf, 
denn gerade bei einem solchen verschwindet ja der Strom. 
Somit wird der rechte Teil der Fernleitung durch einen 
Kurzschluß bei z = \ \ an der Stelle z = 0 effektiv „abge¬ 
trennt“. 

Derselbe Trick funktioniert auch im leeren Raum: 

Eine ebene Welle wird durch ein Raumtuch bei z = 0 ab¬ 
geschlossen, wenn auf dieses eine ideal leitende Platte 
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(ein „Spiegel“) bei z = \ X folgt. Dann wird die gesamte 
Wellenenergie von dem Raumtuch verschluckt. 

Bei Wellen auf einer Saite war der Eingang unseres 
„idealen Stoßdämpfers“ mit der Saite verbunden. Der 
zweite bewegte Teil der Vorrichtung, der sich zur Erzeu¬ 
gung von Reibungsdämpfung relativ zum Eingang bewegt, 
war hingegen an einer starren Halterung befestigt. Diese 
Anordnung hat denselben Effekt wie die Verbindung mit 
einer weiteren Saite unendlicher Massendichte, die sich 
von z = 0 bis z = + 00 erstreckt, denn eine solche würde 
unendlichen Wellenwiderstand aufweisen. Man erzielt auf 
diese Weise denselben Effekt wie bei der Fernleitung 
durch den Sägeschnitt, weshalb die Dämpfungsvorrichtung 
idealen Abschluß bewirkt. Nun könnte aber der zweite 
bewegte Teil der Dämpfungsvorrichtung mit einer Saite 
vom Wellenwiderstand Z 2 verbunden sein, die sich von 
z = 0 bis z = + 00 erstreckt. Dann würde die einfallende 
Welle bei z = 0 einen Wellenwiderstand erfahren, der einer 
Parallelschaltung des Eingangswiderstandes der Dämp¬ 
fungsvorrichtung und des Wellenwiderstandes Z 2 der 
Fortsetzung der Saite äquivalent wäre. Genau wie bei der 
Fernleitung und im leeren Raum können wir auch für 
Wellen auf einer Saite idealen Abschluß erreichen. Dazu 
müssen wir den zweiten bewegten Teil der Dämpfungs¬ 
vorrichtung entweder mit einer starren Halterung oder 
mit einem Saitenstück der Länge \ X verbinden, das an 
einem reibungsfrei längs eines Stabes gleitenden Ring 
befestigt ist. Dieses Saitenstück erzeugt am Stab einen 
verschwindenden, an der Dämpfungsvorrichtung hinge¬ 
gen einen unendlichen Wellenwiderstand und bewirkt so, 
daß sich der Ausgang der Dämpfungsvorrichtung nicht 
bewegt (siehe Übung 32). 


Andere Möglichkeiten des idealen Abschlusses. Es ist 
nicht immer leicht, eine gute 377-£2-Schicht herzustellen. 
Vielleicht sind Sie mit der reflexionsfreien Wellenabsorp¬ 
tion durch eine verteilte Belastung zufrieden, die einen 
großen Raumbereich einnimmt. Dann brauchen Sie die 
Bedingung der Widerstandsanpassung, die bei idealem 
Abschluß durch ein Raumtuch gelten muß, nicht zu er¬ 
füllen. Soll z.B. der Strahl einer Taschenlampe mit ver¬ 
nachlässigbarer Reflexion absorbiert werden, so können 
Sie ihn durch ein Loch in der Wand einer großen, licht¬ 
dichten Kartonschachtel schicken. Kleiden Sie die Schach¬ 
tel mit schwarzem (absorbierendem) Material aus und 
bauen Sie einige Ablenkplatten ein, so daß das Licht vor 
dem Austritt nochmals reflektiert wird. Betrachten Sie 
eine solche Öffnung bei hellem Tageslicht, sieht sie viel 
schwärzer aus als ein gewöhnlicher schwarzer Gegenstand 
wie z.B. Kerzenruß. Eine derartige „schwarze Oberfläche“ 
ist von einem idealen Raumtuch nicht zu unterscheiden, 
weil im wesentlichen keine in die Öffnung eintretende 
Strahlung diese wieder verläßt. Es ist, als erstreckte sich 
das durchsichtige Medium - die Luft - bis ins Unendliche. 


5.3. Reflexion und Transmission 


Kontinuierliche Saite. Eine halbseitig unendliche Saite 
mit dem Wellenwiderstand Z x erstrecke sich von z = - 00 
bis z = 0. Bei z = 0 sei sie mit dem Eingang einer Dämp¬ 
fungsvorrichtung verbunden, deren Eingangswiderstand 
Z 2 ungleich Z x sei. Bei z = - 00 befinde sich ein Sender, 
der laufende Wellen in die positive z-Richtung emittiert. 
Folglich tritt eine einfallende Welle 

^eintM) = A cos (cot - kz) (5.11) 

auf. Bei z = 0 wird sie durch 

^einOM) = A COS cot (5.12) 

beschrieben, wobei in Gl. (5.11) z gleich Null gesetzt 
wurde. 


Wie ein fehlangepaßter Belastungswiderstand Reflexion 
erzeugt. Bezeichnen wir den letzten Punkt der Saite mit L 
(für „links“), den Eingang der Dämpfungsvorrichtung 
mit R (für „rechts“). Betrüge deren Eingangswiderstand Z l5 
so wäre er dem Wellenwiderstand der Saite „angepaßt“. 

In diesem Falle würde unsere Dämpfungsvorrichtung die 
einfallende Welle reflexionsfrei abschließen, und die von 
ihr auf die Saite ausgeübte „Abschlußkraft“ wäre 

3^ein(0 5 1) 

F ab (R auf L) = - Zj e l” ■ - . (5.13) 

Die gesamte Kraft F(R auf L) kann man als Überlagerung 
dieser Abschlußkraft und einer Überschußkraft ansehen. 
Die Überschußkraft F üb gibt die Differenz der gesamten 
Kraft gegenüber dem für die Absorption der einfallenden 
Welle notwendigen Wert an. Sie erzeugt eine in die nega¬ 
tive z-Richtung laufende Welle, genauso als wäre R der 
Ausgangspunkt eines Senders. Diese Welle wird als die 
reflektierte Welle \p Te f(z,t) bezeichnet. Wie immer bei der 
Emission einer laufenden Welle, ist auch für sie an der 
Stelle z = 0 die erregende Kraft gleich dem Wellenwider¬ 
stand mal der Geschwindigkeit: 

3t// r ef(0>t) 

Z,—^--=F üb (RaufL). (5.14) 

Hier tritt die Kraft F üb (R auf L) so auf, als würde sie von 
einem Sender erzeugt. Die Gesamtkraft F(R auf L) ist 
gleich der Überlagerung der Abschlußkraft und der Über¬ 
schußkraft, die beide „unabhängig voneinander“ wirken: 

F(R auf L) = F ab (R auf L) + F üb (R auf L). (5.15) 


Durch Kombination der Gin. (5.13), (5.14) und (5.15) 
erhalten wir 


F(R auf L) - —Z x 


Ö^einO^, t) 
~~dt +Z 


9 ^( 0,0 
at 


(5.16) 


Nun rührt die gesamte Kraft F(R auf L) von der Reibungs¬ 
kraft der Dämpfungsvorrichtung her, die gleich -Z 2 mal 
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der Geschwindigkeit des Punktes L ist. Diese Geschwin¬ 
digkeit stellt die Überlagerung der Beiträge der einfallen¬ 
den und der reflektierten Welle dar: 


3 4/(0, t) 34/ ei n(0,t) { 34/ref(0,t) 
3t 3t 3t 


(5.17) 


Also lautet die von der Dämpfungsvorrichtung ausgeübte 
Reibungskraft 


F (R auf L) = - Z 2 


3 4/(0, t) 
3t 


= - z 


34/ein(0, t) 
3t 


3 4/ ref (0,0 
3t 


.(5.18) 


Durch Gleichsetzen der rechten Seiten der Gin. (5.16) 
und (5.18) erhalten wir bei z = 0 


3 4 1 ein _ 3 4 / r ef _ 3 4 / ein _ 3 4 / ref 

_Zl Tt z * ~3t~~~ 2 ~3t 2 3t 


d.h., 

34/ re f(0,t) 

3t 


~ Zl -Z 2 1 34/ e in(0,t) 

- Zj + Z2 - ö t 


(5.19) 


Reflexionskoeffizient. Integrieren wir beide Seiten der 
Gl. (5.19) und setzen die Integrationskonstante Null, so 
erhalten wir 

4/ ref (0 , t) = Ri 2 4/ e in(0,t) = R n Acoscot. (5.20) 


Hierbei wird die Größe R 12 , der sogenannte Reflexions¬ 
koeffizient für die Auslenkung i//, durch 


_ Zj -Z 2 

Zj + z 2 


(5.21) 


angegeben. Nun stellt die reflektierte Welle eine in die 
negative z-Richtung laufende sinusförmige Welle dar. Des¬ 
halb erhält man ihre Form für z < 0 aus ihrem Verlauf 
bei z = 0, indem man die Variablen z = 0 und t durch z 
und t + z/v^ ersetzt; ist der Betrag der Phasengeschwin¬ 
digkeit. Somit 


i// ref (z,t) = R 12 Acos 


co t + 


Die gesamte Auslenkung i//(z,t) ist 
4/(z,t) = lp ein (z,t) + <p ref (z,t), 


j = Ri 2 Acos(cot + kz). 

(5.22) 

gleich der Überlagerung 


d.h., 

i//(z,t) = A cos (cot — kz) + R 12 A cos (cot + kz). (5.23) 


Rücktreibende Kraft und Auslenkung werden mit 
verschiedenen Vorzeichen reflektiert. Die physikalisch 
interessanten Wellengrößen bei transversalen Wellen auf 
einer Saite sind neben der Auslenkung \p(z,t) auch die 
transversale Geschwindigkeit 3 \p(z,t)/dt und der trans¬ 
versale Spannungsanteil —T 0 3i//(z,t)/3z. Diese letzte 


Größe gibt die rücktreibende Kraft an, die von dem links 
von z liegenden Teil der Saite auf den rechts von z liegen¬ 
den ausgeübt wird. Aus den Gin. (5.19) und (5.20) ersehen 
wir, daß die Geschwindigkeitswelle 3 i//(z,t)/3t denselben 
Reflexionskoeffizienten wie die Auslenkungswelle \//(z, t) 
hat. Die Welle der „rücktreibenden Kraft“ —T 0 3i//(z,t)/3z 
hat jedoch einen Reflexionskoeffizienten, der zwar den¬ 
selben Betrag wie jener für 31///31, jedoch entgegengesetz¬ 
tes Vorzeichen aufweist. Somit gilt 
i// ein = A cos (cot ~ kz), i// re f = Ri 2 Acos(cot + kz); 

(5.24) 


94/ein 

3t 


coAsin(cot — kz), 


dl/'ref 
3t 


Ri 2 [-coAsin(cot + kz)]; 

(5.25) 


dl/'ein 

3z 


= kA sin (cot — kz), 


dl/'ref 

3z 


R 12 [kAsin(cot + kz)]. 
(5.26) 


Gemäß Gl. (5.25) ist der von der reflektierten Welle bei 
z = 0 gelieferte Geschwindigkeitsanteil R 12 mal dem von 
der einfallenden Welle gelieferten Anteil. Ferner ist nach 
den Gin. (5.26) der von der reflektierten Welle bei z = 0 
gelieferte Anteil der rücktreibenden Kraft — R 12 mal dem 
von der einfallenden Welle gelieferten Anteil. Wir können 
daher die Gin. (5.24), (5.25) und (5.26) zusammenfassen, 
indem wir Reflexionskoeffizienten für \//, 3i///3t und 
3i///3z definieren: 

Zi -Z 2 

R \p “ R 3^/3t “ R i2 — ^ t " + 2 ^ 9 (5.27) 

r 3^/3z =-R i2- (5.28) 

Beachten Sie, daß R 12 zwischen —1 und +1 liegen muß. 


Reflexion an einer Grenzfläche zwischen dispergieren¬ 
den Medien. Die Saite mit dem Wellenwiderstand Z x , die 
sich von z = — 00 bis z = 0 erstreckt, sei an der Stelle z = 0 
mit einer Saite vom Wellenwiderstand Z 2 verbunden. 

Diese erstrecke sich von z = 0 bis z = + 00 . Dann ist es für 
den unmittelbar links von z = 0 liegenden Punkt L gleich¬ 
gültig, ob der unmittelbar rechts von z = 0 liegende Punkt R 
der Beginn einer unendlichen Saite vom Wellenwiderstand 
Z 2 ist oder bloß der Eingang einer Dämpfungsvorrichtung 
vom Eingangswiderstand Z 2 . Daher liefern uns die in den 
Gin. (5.27) und (5.28) definierten Reflexionskoefflzien- 
ten wieder die reflektierte Welle im Medium 1. Beachten 
Sie, daß R 21 = - R 12 . Folglich wird das Vorzeichen des 
Reflexionskoeffizienten umgekehrt, wenn man die Eigen¬ 
schaften der beiden Medien untereinander vertauscht. 

Läuft beispielsweise eine Welle von einer leichten Saite 
auf eine schwere Saite derselben Spannung, so ist R nega¬ 
tiv ; geht sie jedoch von einer schweren Saite auf eine 
leichte über, so ist R positiv. 
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Durchgang durch die Grenzfläche zwischen disper¬ 
gierenden Medien. Der Punkt bei z = 0 führt unter dem 
gemeinsamen Einfluß der einfallenden und der reflektier¬ 
ten Welle im Medium 1 harmonische Schwingungen aus. 
Er wirkt dann als Quelle laufender Wellen, die in der po¬ 
sitiven z-Richtung in das Medium 2 hineinlaufen. Wir 
wollen die durchgehenden Wellen der Auslenkung i// 2 , 
der transversalen Geschwindigkeit 3i// 2 /öt und der rück¬ 
treibenden Kraft — T 2 3i// 2 /3z ermitteln (der Index 2 
bezieht sich auf die durchgehende Welle im Medium 2). 
Dazu werden wir die Randbedingungen benutzen. 


Randbedingungen und Stetigkeit. Diese Randbedin¬ 
gungen sagen aus, daß i//(z,t) unmittelbar links von der 
Grenzfläche denselben Wert hat wie rechts davon: Die 
Auslenkung i//(z,t) ist stetig. Folglich ist auch die Ge¬ 
schwindigkeit 3i///3t stetig, ebenso die rücktreibende Kraft 
— T 0 3i//(z,t)/3z. Die Randbedingungen der Stetigkeit von 
Auslenkung und Geschwindigkeit eines Saitenpunktes 
sind evident und bedürfen keiner Erklärung. Hingegen ist 
die Randbedingung für die rücktreibende Kraft nicht so 
selbstverständlich. Z.B. hätten Sie vermuten können, daß 
nicht das Produkt aus Spannung und Anstieg, sondern 
vielmehr der Anstieg 3 i//(z,t)/3z selbst stetig sei. Doch 
wenn sich die Spannung an der Grenze ändert, weist die 
Saite dort einen „Knick“ auf. Der Anstieg ist in diesem 
Falle nicht stetig, wohl aber ist es das Produkt aus Span¬ 
nung und Anstieg. Die Stetigkeit der rücktreibenden Kraft 
läßt sich folgendermaßen einsehen: Stellen Sie sich ein 
bei z = 0 liegendes infinitesimales Massenelement vor. 

Vom links liegenden Teü der Saite erfährt diese Masse die 
transversale Kraft —T! d\p x /3z, vom rechts liegenden 
hingegen die transversale Kraft +T 2 3i// 2 /3z. Die Über¬ 
lagerung dieser beiden Kräfte ist gleich der Masse des in¬ 
finitesimalen Elements mal seiner Beschleunigung. Die 
Masse ist aber gleich Null, weshalb auch die Überlagerung 
den Wert Null hat: 


-T 


3z 


+ T 2 



bei z = 0. 


Diese Beziehung sagt aus, daß T 0 3i///3z stetig ist. 
{Anmerkung: Wir verwenden T 0 zur Bezeichnung der 
Gleichgewichts-Saitenspannung im allgemeinen, T x und 
T 2 hingegen zur Bezeichnung der Gleichgewichts-Saiten¬ 
spannungen in den Medien 1 bzw. 2.) 

Durchlässigkeit. Die Größe <p(z,t) bezeichne irgend¬ 
eine der drei Wellengrößen: Auslenkung, Geschwindig¬ 
keit und rücktreibende Kraft. Im Medium 1 ist die Wellen¬ 
funktion <p(z,t) gleich der Überlagerung 

(z,t) = <p 0 cos (cot — kiz) + R^ 0 cos(cjt + k^). (5.29) 

Hier ist gemäß den Gin. (5.27) und (5.28) der Reflexions- 
koeffizient R gleich R 12 = {Z x - Z 2 )/(Z X + Z 2 ), wenn 
<p(z,t) die Auslenkung oder die Geschwindigkeit darstellt, 
und gleich — R 12 , wenn <p(z,t) die rücktreibende Kraft 


bedeutet. Im Medium 2 beschreibt dieselbe Wellengröße 
<p(z, t) eine nur in die positive z-Richtung laufende Welle. 
Nach Voraussetzung liegt nämlich die einzige äußere er¬ 
regende Kraft bei z = — °°, und diese erzeugt die einfal¬ 
lende Welle, Die Unstetigkeit ruft dann eine reflektierte 
und eine durchgehende Welle hervor. Es ist jedoch nichts 
vorhanden, was im Medium 2 eine in der negativen z-Rich- 
tung laufende Welle erzeugen würde. Wir können also 
<p(z,t) anschreiben und gleichzeitig die Durchlässigkeit 
für die Amplitude, den Transmissionskoeffizienten T, 
definieren: 

^ 2 (z,t) = T^ 0 cos(cüt - k 2 z). (5.30) 

Die Bedingung der Stetigkeit von <p(z,t) an der Grenze 
z = 0 liefert 

v? 2 (0,t) = 1 /) 1 (0,t), 

d.h., 

T^o COS cot = ^o(l + R) COS cot, 
somit 


T = 1 + R. 


(5.31) 


Für i p und 3i///3t ist R gleich R n , für die rücktreibende 
Kraft —T 3i///3z hingegen gleich -R 12 . {Anmerkung: 

Wir verwenden den Großbuchstaben T sowohl für die 
Saitenspannung als auch für den Transmissionskoeffizien¬ 
ten. Außer bei der Saite wird dies keinerlei Verwirrung 
mit sich bringen.) 

Beachten Sie, daß T zwischen Null und +2 liegen muß, 
da R zwischen —1 und +1 liegt. Daher ist der Transmis¬ 
sionskoeffizient immer positiv. 

Wir betrachten nun einige interessante Grenzfälle: 


Fall 1: Ideale Widerstandsanpassung. Wenn Z 2 = Z x , 
so tritt keine reflektierte Welle auf: R 12 ist gleich Null. 
Beachten Sie dabei, daß aus der Bedingung Z 2 -Z x nicht 
notwendigerweise die Gleichartigkeit der beiden Medien 
folgt. Ändern sich Saitendichte und Saitenspannung an 
einer Verbindungsstelle so, daß ihr Produkt konstant 
bleibt, dann sind die Wellenwiderstände Z x = \/t7pi 
und Z 2 = VT 2 P 2 einander gleich. Die Phasengeschwindig¬ 
keiten v x = VTi7pi undv 2 =\/TVp 2 werden jedoch in 
den beiden Medien nicht dieselben sein. 


Fall 2: Unendliche Dämpfung. Ist Z 2 /Zi „Unendlich“, 
so hat R 12 den Wert — 1, und der Punkt z = 0 bleibt in 
Ruhe. Auslenkung und Geschwindigkeit haben den Re¬ 
flexionskoeffizienten —1, so daß die Überlagerung der 
einfallenden und der reflektierten Welle bei z = 0 ver¬ 
schwindende Auslenkung und Geschwindigkeit liefert. 

Ein einfallender Impuls positiver Auslenkung wird durch 
die Reflexion zu einem Impuls negativer Auslenkung. 

Der Reflexionskoeffizient für die transversale Kraft be¬ 
trägt +1. Daher weist die bei z = 0 auf die Saite ausgeübte 
Kraft in dieselbe Richtung wie bei idealem Abschluß, 
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Bild 5.3. Reflexion eines einfallenden Impulses an einem festen Saitenende: a) vor der Reflexion, b) nach der Reflexion. 

(Die Saite ist bei z = 0 mit einer Saite unendlicher Massendichte verbunden.) Die kleinen senkrechten Pfeile zeigen die augenblickliche Saiten¬ 
geschwindigkeit in den drei eingezeichneten Punkten an. Der mittlere Punkt stellt einen Pfeil der Länge Null dar. 


doch hat sie den doppelten Wert der dazu benötigten 
Kraft. Die Überschuß kraft ist deshalb nach unten gerich¬ 
tet und sie erzeugt einen reflektierten Impuls negativer 
Amplitude, dessen Betrag gleich jenem des einfallenden 
Impulses ist. 

Fall 3: Verschwindende Dämpfung. Ist gleich 

Null, so stellt das Saitenende bei z = 0 ein freies Ende dar. 
Dann bleibt der Saitenanstieg an dieser Stelle gleich Null 
und der Reflexionskoeffizient für die rücktreibende Kraft 
ist gleich — 1. Ein einfallender Impuls positiver rücktrei¬ 
bender Kraft wird durch die Reflexion zu einem negati¬ 
ven Impuls. Die Reflexionskoeffizienten für Auslenkung 
und Geschwindigkeit sind gleich +1, und die Saite hat bei 
z = 0 eine doppelt so hohe Geschwindigkeit wie bei idea¬ 
ler Widerstandsanpassung. Ein einfallender Impuls positi¬ 
ver Auslenkung ist nach der Reflexion weiterhin positiv. 

Die Grenzfälle mit Z 2 /Zj gleich Null und Unendlich sind 
in den Bildern 5.3 und 5.4 veranschaulicht. 

Allgemeine Form einer sinusförmigen Welle. Treten 
im Medium 1 eine einfallende und eine reflektierte Welle 
auf, so gilt 

i//(z,t) = A cos (cot — kz) + RA cos (cot + kz), (5.32) 

wobei R den Reflexionskoeffizienten bedeutet, der zwi¬ 
schen — 1 und +1 liegt. Ist R gleich Null, so erfährt die 
Welle einen idealen Abschluß, und i//(z,t) ist eine „reine“ 


laufende Welle ; sie breitet sich nur in der positiven z- 
Richtung aus. Ist R gleich -1, so stellt i//(z,t) eine „reine“ 
stehende Welle dar und weist ständige Knoten (Null¬ 
stellen) auf. Für R gleich +1 ist i//(z,t) wieder eine reine 
stehende Welle, jedoch mit einem ständigen Bauch (maxi¬ 
maler Betrag) bei z = 0 und folglich mit einem ständigen 
Knoten in einer Viertelwellenlänge-Entfernung von z = 0. 
Ist R weder gleich Null noch gleich +1, so beschreibt 
i//(z,t) weder eine reine stehende noch eine reine laufende 
Welle, sondern eine allgemeinere sinusförmige Welle. Nun 
kann man die allgemeinste sinusförmige Welle (bei gege¬ 
bener Frequenz co) entweder als Überlagerung stehender 
Wellen oder als Überlagerung laufender Wellen (oder als 
Kombination von beiden) anschreiben. Daher läßt sich 
jede solche Welle i//(z,t) in der Form 

i//(z, t) = A cos (cot + a) sinkz + B cos (cot + ß ) cos kz 

(5.33) 

ausdrücken. Dies ist eine Überlagerung zweier stehender 
Wellen mit verschiedenen Amplituden und Phasenkonstan¬ 
ten. Ihre Knoten sind um eine Viertelwellenlänge versetzt. 
Dieselbe Welle i//(z,t) läßt sich jedoch noch anders aus¬ 
drücken : 

i//(z,t) = Ccos(cot - kz + 7 ) + Dcos(cot + kz + 5). 

(5.34) 
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Bild 5.4. Reflexion eines Impulses an einem freien Ende: a) vor der Reflexion, b) nach der Reflexion. (Die Saite ist bei z = 0 mit einer Saite 
vernachlässigbarer Massendichte verbunden.) 


Dies ist eine Überlagerung zweier laufender Wellen , die 
sich in entgegengesetzten Richtungen ausbreiten und un¬ 
terschiedliche Amplituden und Phasenkonstanten auf¬ 
weisen. Z.B. ist die durch Gl. (5.32) angegebene Welle 
als Überlagerung laufender Wellen dargestellt, doch läßt 
sie sich auch als Überlagemng stehender Wellen anschrei¬ 
ben. Dies überlassen wir Ihnen (Übung 20). 

Es werden nun einige physikalische Beispiele zur 
Reflexion beschrieben. 

• Beispiele: 3. Reflexion von Schallwellen. Die Gleichun¬ 
gen für Schallwellen sind jenen für longitudinale Wellen auf 
einer Feder ähnlich, und diese wiederum ähneln den Glei¬ 
chungen für transversale Wellen auf einer kontinuierlichen 
Saite. Ohne die Arbeit zu wiederholen, können wir daher 
die bei der Saite erhaltenen Ergebnisse für den Reflexions¬ 
und den Transmissionskoeffizienten (die Durchlässigkeit) 
übernehmen. Die Geschwindigkeit der Luft ist d\p/dt. 

Der Überdruck ~7p 0 b\p/d z entspricht der rücktreiben¬ 
den Kraft —T 0 d\pldz bei der Saite. 

Geschlossenes Ende. An einem geschlossenen Röhren¬ 
ende ist die mittlere Geschwindigkeit der Luftmoleküle 
in der z-Richtung stets Null. Zu jedem Molekül, das sich 
in der positiven z-Richtung nach rechts auf die Wand zu 
bewegt, gibt es ein anderes, das soeben von der Wand ab¬ 
geprallt ist und sich nach links bewegt. Daher muß die 


Geschwindigkeitswelle 8 \p/dt an einem geschlossenen 
Ende den Reflexionskoeffizienten -1 aufweisen, so daß 
die Überlagerung der einfallenden und der reflektierten 
Geschwindigkeitswellen den Wert Null ergibt. Die zweite 
physikalisch interessante Welle ist diejenige der durch den 
Überdruck erzeugten ,,rücktreibenden Kraft“ ~7Po b\p/d z. 
Gemäß den für die Saite durchgeführten mathematischen 
Schritten muß der Reflexionskoeffizient des Überdrucks 
zwar denselben Betrag wie jener der Geschwindigkeits¬ 
welle, jedoch entgegengesetztes Vorzeichen haben. Also 
muß der Überdmck an einem geschlossenen Ende mit 
dem Reflexionskoeffizienten +1 reflektiert werden. Er 
hat somit an einem geschlossenen Ende dasselbe Vorzei¬ 
chen wie bei einer ideal abgeschlossenen Schallwelle, je¬ 
doch den doppelten Betrag. Durch „mikroskopische“ 
Betrachtungsweise können wir uns klarmachen, weshalb 
der Druck an einem geschlossenen Ende doppelt so hoch 
ist, wie wenn die Röhre hier fortgesetzt würde: Druck 
ist gleich Kraft pro Flächeneinheit, Kraft gleich Impuls¬ 
übertrag pro Zeiteinheit. Ein Molekül, das elastisch an 
einer Wand abprallt, erhält eine entgegengesetzte Impuls¬ 
komponente in der z-Richtung. Ist die Wand rauh, so güt 
diese Aussage zwar nicht für jeden Molekülstoß, sie güt 
jedoch im Mittel; das ist alles, was wir fordern. So über¬ 
trägt ein Molekül doppelt so viel Impulse, wie wenn es 
ohne Abprallen absorbiert würde oder einfach seine Bahn 
längs der Röhre fortsetzte. 
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Offenes Ende. An einem offenen Röhrenende tritt 
eine experimentelle Schwierigkeit auf: Die Luft soll nicht 
ins Vakuum entweichen. Doch was geschieht, wenn wir 
die Föhre wie bei Ihren Heimversuchen mit Kartonröhren 
in einen großen luftgefüllten Raum münden lassen, wo der¬ 
selbe Druck po herrscht wie in der Röhre ? Am offenen 
Röhrenende kann die Luft ungehindert ein- und austreten, 
weshalb die Geschwindigkeitswelle nicht wie beim ge¬ 
schlossenen Ende verschwinden muß. An Stellen im Raum, 
die vom offenen Röhrenende hinreichend weit entfernt 
sind, hat der Druck p fortwährend seinen Gleichgewichts¬ 
wert p 0 . Genau am Röhrenende beträgt er jedoch nicht 
exakt po, weil sich die aus der Röhre austretenden Druck¬ 
wellen dort noch bemerkbar machen. Im Röhreninneren 
bewegt sich die Schallwelle ausschließlich in der z-Rich- 
tung fort. Sobald jedoch z.B. eine Verdichtung das offene 
Röhrenende erreicht, kann die Luft nach der Seite aus- 
weichen. Folglich wird die Verdichtung mit zunehmender 
Entfernung vom Röhrenende rasch „abgeschwächt“, bis 
der Druck in einer bestimmten Entfernung (von der 
Größenordnung eines Röhrenradius) vom Röhrenende im 
wesentlichen gleich p 0 ist. Mündet also eine Röhre in 
einen großen Raum, so ist der Überdruck ab einer be¬ 
stimmten Stelle nahe dem offenen Röhrenende zu allen 
Zeiten annähernd gleich Null. Wir wollen diese näherungs¬ 
weise definierte Stelle als „effektives“ offenes Ende der 
Röhre bezeichnen. Da der Überdruck dort andauernd 
verschwindet, muß sein Reflexionskoeffizient an einem 
offenen Ende gleich —1 sein. Folglich beträgt der Re¬ 
flexionskoeffizient für die Geschwindigkeit +1. Der Wel¬ 
lenwiderstand Z 2 des Raumes ist effektiv gleich Null, 
weil die Luft ungehindert nach der Seite strömen kann. 
Unsere Wellenwiderstandsformel Z =V7PoPo darf für 
den Wellenwiderstand des Raumes nicht verwendet wer¬ 
den, da sie unter der Annahme rein longitudinaler Bewe¬ 
gung hergeleitet wurde. 

Wir bringen nun ein „mikroskopisches“ Bild der Vor¬ 
gänge, die sich an einem effektiven offenen Ende abspie¬ 
len. Was geschieht, wenn eine Verdichtung ein offenes 
Ende erreicht ? Während sie auf das offene Ende zuläuft, 
schiebt sie die vor ihr befindliche Luft an und verleiht ihr 
longitudinalen Impuls. Gleichzeitig wird sie von der hin¬ 
ter ihr befindlichen Luft angestoßen und erhält von dieser 
Impuls. Erreicht nun die Verdichtung plötzlich das offene 
Ende, so tritt vor ihr kein Wellenwiderstand mehr auf. 

Die Luft strömt ohne Impulsübertragung in den Raum 
hinaus. Dieses „übermäßige“ Ausströmen von Luft ruft 
am offenen Ende einen Unterdrück (eine Verdünnung) 
hervor. Die hinter dieser Verdünnung liegende Luft er¬ 
fährt nun weniger Widerstand als „gewöhnlich“ und 
drängt nach, um sie aufzufüllen. Dadurch bewegt sich die 
Verdünnung weiter in die Röhre hinein, weiter innen lie¬ 
gende Moleküle drängen nach usw. Wir stellen also fest, 
daß eine in der positiven z-Richtung fortschreitende Ver¬ 


dichtung eine in der negativen z-Richtung fortschreitende 
Verdünnung hervorruft: Ein Impuls mit positiver z-Kom- 
ponente der Geschwindigkeit breitet sich in der positiven 
z-Richtung aus und erzeugt einen anderen Impuls, in dem 
die z-Komponente der Geschwindigkeit ebenfalls positiv 
ist. Die Moleküle strömen nämlich immer in der positiven 
z-Richtung nach, um die Verdünnung aufzufüllen. Der 
neue Impuls schreitet jedoch in der negativen z-Richtung 
fort. An einem offenen Ende ist also der Reflexionskoef¬ 
fizient für die Geschwindigkeitswelle positiv, der für die 
Druckwelle hingegen negativ. 

Effektive Länge einer Röhre mit offenen Enden. Die 
effektive Entfernung von einem offenen Röhrenende, in 
der der Überdruck verschwindet, läßt sich experimentell 
auf folgende Weise bestimmen: Betrachten Sie eine an 
beiden Enden offene Kartonröhre. In ihrer freien Grund¬ 
schwingung ist die effektive Röhrenlänge gleich einer hal¬ 
ben Wellenlänge. Strömt die Luft zu einem bestimmten 
Zeitpunkt am rechten Röhrenende nach rechts, so strömt 
sie gleichzeitig am linken Ende nach links. In der Mitte 
der Röhre ist die Geschwindigkeit der Luft andauernd 
gleich Null, so daß an dieser Stelle ein Knoten der stehen¬ 
den Geschwindigkeitswelle liegt. Gleichzeitig befindet 
sich an dieser Stelle ein Bauch der stehenden Druckwelle. 
Schlagen Sie nun, um die effektive Länge zu ermitteln, 
die Röhre leicht gegen irgendeinen Gegenstand, so daß 
Sie ihren Ton vernehmen. Dabei werden Sie die Grund¬ 
schwingung hören, die sich am leichtesten anregen läßt. 
Bestimmen Sie nun auf irgendeine Weise die Tonhöhe und 
berechnen Sie sodann die halbe Wellenlänge des Schalls 
bei dieser Tonhöhe (Frequenz). Sie wird etwas größer als 
die Röhrenlänge sein und kann als effektive Länge der 
Röhre betrachtet werden. Sie läßt sich leichter bestimmen, 
wenn man die Röhre durch eine Normalfrequenz erregt, 
etwa durch Verwendung einer Stimmgabel. Verändern Sie 
hierauf die Röhrenlänge: Schneiden Sie verschiedene 
Stücke ab, wenn die Röhre zu lang ist, oder schieben Sie 
eine „teleskopartige“ Verlängerung hin und her. Stellen 
Sie damit Resonanz her; suchen Sie also die maximale 
Lautstärke der Schallstrahlung auf, die aus der durch die 
Stimmgabel erregten Röhre austritt. Im Resonanzzustand 
ist die Tonhöhe der freien Schwingungen, die durch An¬ 
schlägen der Röhre angeregt werden, dieselbe wie jene 
der erregenden Stimmgabel. Bei Längen hingegen, die kei¬ 
ner Resonanz entsprechen, ist die Eigenfrequenz von der 
Stimmgabelfrequenz verschieden. Welche Frequenz hören 
Sie, wenn Sie die nicht im Resonanzzustand befindliche 
Röhre mit der Stimmgabel erregen: die Eigenfrequenz 
oder die Stimmgabelfrequenz? Siehe die Heimversuche. • 

• 4. Reflexion in Fernleitungen. Ein Sender, der sich 
am linken Ende L einer unendlich langen Fernleitung 
vom Wellenwiderstand Z x befinde, liefere eine erregende 
Spannung U(t). Diese erzeugt in der kontinuierlichen 
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Näherung eine laufende Stromwelle I(z,t), für die beim 
Sender an der Stelle z = 0 

U 0 coscjt= U(t) = Z 1 I(0,t). (5.35) 

Die laufenden Strom- und Spannungswellen lauten 
U(z,t) = U 0 cos (cot - kiz), 

I = I 0 cos(cot — kjz), 

U 0 = Z 1 I 0 . (5.36) 


An einer Grenzfläche, an der der Wellenwiderstand 
plötzlich von Z l in Z 2 übergeht, entstehen eine reflek¬ 
tierte und eine durchgehende Welle. Es ist nicht nötig, die 
bei der Saite durch geführten Schritte zu wiederholen, 
denn Reflexions- und Transmissionskoeffizient weisen 
eine Form auf, die jener bei Wellen auf einer Saite und 
bei Schallwellen analog ist. Doch vor dem Anschreiben 
dieser Gleichungen wollen wir die physikalischen Vor¬ 
gänge auch für jene Grenzfälle betrachten, in denen der 
Wellenwiderstand Z 2 am Ende der Leitung gleich Null 
(Beispiel 5) und Unendlich (Beispiel 6 ) ist. • 

• 5. Kurzgeschlossenes Ende — Verschwindender 

Wellenwiderstand. Wird das rechte Ende der Fernleitung 
durch einen vernachlässigbaren Widerstand kurzgeschlos¬ 
sen, so ist die an diesem Ende auftretende Spannung an¬ 
dauernd Null. Der Reflexionskoeffizient für die Spannung 
ist daher an einem kurzgeschlossenen Ende immer gleich 
-1. Hingegen hat der Strom den Reflexionskoeffizienten 
+ 1 und am Leitungsende einen doppelt so hohen Betrag 
wie bei idealem Abschluß der Fernleitung. Eine in der 
positiven z-Richtung fortschreitende Wellenfront positiver 
Spannung wird als Wellenfront negativer Spannung, ein 
Impuls positiven Stroms als Impuls positiven Stroms re¬ 
flektiert. • 

• 6. Offenes Ende - Unendlicher Wellenwiderstand. 
Liegt am rechten Ende ein unendlicher Widerstand oder 
bleibt das Ende überhaupt „offen“, so kann kein Strom 
von einem Leiter zum anderen übertreten. Daher ist der 
Strom an einem offenen Ende andauernd Null, und sein 
Reflexionskoeffizient muß gleich — 1 sein. Der Reflexions¬ 
koeffizient für die Spannung ist dann gleich +1. 

Aus den obigen physikalischen Überlegungen können 
wir die Reflexionskoeffizienten für die Spannung U und 
den Strom I herleiten: 

Ru = ~r~j = ^i 2 > Ri = Ru • (5.37) 

Zur Probe stellen wir fest, daß Gl. (5.37) für Z 2 = 0 (kurz¬ 
geschlossenes Ende) R y = ~ 1 liefert, wie es sein muß; 
für Z 2 - 00 (offenes Ende) liefert sie R t = - 1. • 


Parallelplattenleitung. Ihr Wellenwiderstand (in 
statohm) lautet (Gl. (4.140)) 


M 4tt g 
i e c w 


(5.38) 


Wird also z.B. der Abstand g zwischen Leiter 1 und 2 ver¬ 
doppelt, so verdoppelt sich auch der Wellenwiderstand. 

Reflexionskoeffizienten für die Felder. Statt das Poten¬ 
tial und den Strom zu betrachten, können wir unser Augen¬ 
merk auf das elektrische Feld E x und das magnetische 
Feld B y richten. In einer Fernleitung ist das elektrische 
Feld proportional U, das magnetische proportional I. 

Daher haben wir 

gE x = U, 

wB y = ^Iju. (5.39) 

Einfallende und reflektierte Welle liegen beide auf der 
linken Seite der Fernleitung und finden daher denselben 
Abstand g, dieselbe Breite w und dieselbe Permeabüität ß 
vor. Daraus ersehen wir, daß der Reflexionskoeffizient 
für E x gleich jenem für U und der für B y gleich jenem 
für I ist. Zwischen der reflektierten Stromwelle und der 
reflektierten Magnetfeld welle tritt kein „zusätzliches“ 
Minuszeichen auf. Überzeugen Sie sich davon mit Hüfe 
einer Skizze und der Rechte-Hand-Regel. Andererseits 
sehen wir, daß der Transmissionskoeffizient für gE x der¬ 
selbe ist wie der für U. Ähnlich ist der Transmissionsko¬ 
effizient für wBy/ju gleich jenem von I. Wir werden jedoch 
nur die Reflexionskoeffizienten betrachten. Es güt 

Z 2 -Zj 

Elektrisches Feld: R E = —-— (5.40) 

Z 2 + Zj v ' 

Der Reflexionskoeffizient des magnetischen Feldes B y hat 
denselben Betrag wie der des elektrischen Feldes E x , je¬ 
doch entgegengesetztes Vorzeichen. 

In Beispiel 7 untersuchen wir einen wichtigen Spezial¬ 
fall. 


• Beispiele : 7. Reflexion in einer Fernleitung mit einer 
Unstetigkeit in e. Wir nehmen an, die Geometrie des Quer¬ 
schnitts (Breite w, Abstand g) und die magnetische Perme¬ 
abilität ß bleiben an der Grenzfläche ungeändert; für viele 
wichtige Medien wie Glas, Wasser, Luft gilt sehr genau ß = 1 . 
Dann ist auf Grund unserer Annahme nach Gl. (5.38) die Di¬ 
elektrizitätskonstante die einzige Größe im Wellenwider¬ 
stand Z, die sich an der Grenzfläche ändert. Somit ist Z 
proportional 1 /%/e oder 1 /n, da n = \fe im Falle ß = 1 
den Brechungsindex darstellt. Setzen wir in Gl. (5.40) 

Zj = 1/nj und Z 2 = l/n 2 und multiplizieren wir die Glei¬ 
chung mit n x n 2 , um die Brüche zu beseitigen, so erhalten 
wir 


Re = 


n i ~n 2 
n x + n 2 ' 


(5.41) 


Nun werden wir den Anwendungsbereich dieses Ergeb¬ 
nisses erweitern. Lassen Sie die Abstände der Platten ge¬ 
gen Unendlich gehen und die Breiten proportional dazu 
anwachsen. Die Reflexionskoeffizienten der lokalen Fel¬ 
der können nicht von den Randbedingungen abhängen. 
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Daher müßte Gl. (5.41) auch dann gelten, wenn die ein¬ 
fallende Welle von einer entfernten Straßenlampe oder 
Fernsehantenne ausgesandt wird. Die durch Gl. (5.41) 
gegebenen Koeffizienten gelten für beliebige gerade und 
parallele elektromagnetische Wellen , die senkrecht auf 
eine Fläche auf treffen, wo sich die Dielektrizitätskonstante 
plötzlich (innerhalb von weniger als einer Wellenlänge) 
ändert. • 

Wir können dieses Ergebnis unmittelbar auf den inter¬ 
essanten Fall von sichtbarem Licht anwenden: 

• 8. Reflexion sichtbaren Lichts. Der durch Gl. (5.41) 
angegebene Reflexionskoeffizient güt für jede ebene elek¬ 
tromagnetische Welle, die nach senkrechtem Einfall auf 
eine Grenzfläche zwischen zwei durchsichtigen Medien 
mit ju = 1 reflektiert wird. Wenn wir also die Brechungs¬ 
indizes von Luft und Glas für sichtbares Licht mit 1,00 
bzw. 1,50 annehmen, so gilt beim Übergang von Luft in 
Glas 


r _ l-n = 1- 1,5 = 1 

E 1+n 1 + 1,5 5’ 


(5.42) 


Das elektrische Feld ändert also sein Vorzeichen, und sein 
Betrag wird um den Faktor 5 vermindert. Beim Übergang 
von Glas in Luft hat der Reflexionskoeffizient hingegen 
das entgegengesetzte Vorzeichen und beträgt daher +1. 
Die reflektierte Intensität ist dem Quadrat des elektrischen 
Feldes proportional. Daher beträgt der BruchteÜ der an 
einer einzigen Luft-Glas-Grenzfläche reflektierten Licht¬ 
intensität Ys ; 4 % der einfallenden Lichtintensität werden 
also bei senkrechtem Einfall reflektiert (siehe Übung 1). • 


5.4. Widerstandsanpassung zwischen zwei durch¬ 
sichtigen Medien 

Nehmen Sie an, wir wollten laufende Wellen von einem 
Medium in ein anderes schicken, ohne eine reflektierte 
Welle zu erzeugen. Beispielsweise soll Schallenergie aus 
der Luft innerhalb eines Lautsprechers reflexionsfrei in 
die Luft des Zimmers gesendet werden. Reflexionen sind 
unerwünscht, weü sie den effektiven Belastungswider¬ 
stand, den der erregende Mechanismus erfährt, teüweise 
reaktiv machen. Ein derartiger Widerstand ändert sich 
mit der Frequenz, weshalb bei manchen Frequenzen un¬ 
erwünschte Resonanzen auftreten können. In einem an¬ 
deren Fall sollen z.B. laufende Wellen sichtbaren Lichts 
reflexionsfrei aus Luft in eine Glaslinse oder -platte über¬ 
gehen. Dabei mag die Reflexion wegen des Verlustes an 
Lichtintensität unerwünscht sein; auch soll kein reflek¬ 
tiertes Licht in irgendeinen anderen Teü des Gerätes ein- 
dringen. In einem weiteren Fall wollen wir beispielsweise 
eine Methode finden, nach der zwei mit Unterwasser- 
Atemgeräten ausgerüstete Taucher unter Wasser mitein¬ 
ander sprechen können. Jeder Taucher kann laut in eine 


Taucherbrille, die sowohl den Mund als auch die Augen 
und die Nase bedeckt, hineinsprechen. Es geht jedoch 
sehr wenig von der Schallwelle durch das Glas der Tau¬ 
cherbrille ins Wasser über, weil der Transmissionskoeffi¬ 
zient T 12 sehr klein ist. Der Schall widerstand des Wassers 
ist nämlich dem der Luft stark verschieden. 

Die Lösung des Problems, laufende Wellen reflexions¬ 
frei von einem Medium in ein anderes hinüberzusenden, 
heißt Widerstandsanpassung. Wir werden zwei Methoden 
diskutieren: die der „reflexionsfreien Schicht“ und die 
des „veränderlichen Brechungsindex“. Es zeigt sich, daß 
keine dieser Methoden das Kommunikationsproblem der 
Taucher löst. Die Lösung fand man, indem man die Hör¬ 
frequenzen der Stimme in Ultraschallfrequenzen umwan¬ 
delte, bevor man sie ins Wasser schickte. Bei diesen Fre¬ 
quenzen können nämlich leichter die Widerstände ange¬ 
paßt werden. Jeder Taucher ist mit einem Ultraschall¬ 
sender und -empfänger sowie mit einem Frequenzwandler 
ausgerüstet. 


Reflexionsfreie Schicht. Medium 1 erstrecke sich von 
z = — oo bis z = 0, eine Vorrichtung zur Widerstandsan¬ 
passung (Medium 2) hingegen von z = 0 bis z = /, Medi¬ 
um 3 schließlich von z = / bis z = + °°. Wir wollen die 
Widerstände der Medien 1 und 3 für Wellen der Kreis¬ 
frequenz co einander anpassen. Es soll also keine reflek¬ 
tierte Welle auftreten, wenn eine aus Medium 1 kommende 
Welle in die positive z-Richtung läuft. Nun kann man 
keine bei einer Unstetigkeit des Wellenwiderstandes auf¬ 
tretende Reflexion „ausschalten“. Der geniale Trick der 
Widerstandsanpassung besteht in der Ausnutzung der Tat¬ 
sache, daß wir zwei reflektierte Wellen hersteilen können: 
je eine durch eine Unstetigkeit bei z = 0 und durch eine 
solche bei z = /. Durch geschicktes Vorgehen erreicht man 
die Überlagerung dieser beiden Wellen im Medium 1 zu 
einer resultierenden reflektierten Welle mit verschwin¬ 
dender Amplitude. 

Wir füllen nun den Bereich von z = 0 bis z = / mit 
einem dispergierenden Medium vom Wellenwiderstand Z 2 
an. Es erscheint vernünftig, daß Z 2 bei der Lösung des 
Widerstandsanpassungsproblems zwischen Z x und Z 3 
liegen wird. Nehmen wir an, dies sei der Fall. Gemäß 
unserer Gleichung für die Reflexionskoeffizienten gilt 

= Z, -z 2 = 1-(Z 2 /Z.) 

12 Z,+Z 2 l + ^/Z,)’ 


Z 2 -Z 3 = 1 -(Z 3 /Z 2 ) 
Z 2 +Z 3 1 + (Z 3 /Z 2 )- 


(5.43) 


Daher haben die beiden Reflexionskoeffizienten R 12 und 
R 23 unter der Annahme Z { <Z 2 < Z 3 dasselbe Vorzei¬ 
chen. Auf den ersten Blick erscheint dies entmutigend, 
denn die reflektierten Wellen sollen einander auslöschen. 
Wir haben aber bis jetzt noch nicht berücksichtigt, daß 
die beiden reflektierten Wellen an zwei verschiedenen 
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Stellen erzeugt werden, nämlich bei z = 0 und z = /. Fol¬ 
gen wir nun einem einfallenden Wellenberg: Bei z = 0 
wird die einfallende Welle mit dem Reflexionskoeffizien- 
ten R 12 teilweise reflektiert, teilweise geht sie hindurch, 
wobei der Transmissionskoeffizient T 12 immer positiv ist 
Die hindurchgehende Welle breitet sich nach z = / aus, wo 
sie mit dem Reflexionskoeffizienten R 23 teilweise reflek¬ 
tiert wird und teilweise hindurchgeht. Die jetzt reflektierte 
Welle läuft nach z = 0 zurück, wo sie mit dem Transmis¬ 
sionskoeffizienten T 21 teilweise hindurchgeht. So tritt sie 
bei z = 0 in der negativen z-Richtung ins Medium 1 über. 
Ihre Amplitude ist gleich der Amplitude der einfallenden 
Welle mal T 12 R 23 T 21 ; ihre Phasenkonstante unterscheidet 
sich von jener der an der ersten Grenzfläche reflektierten 
Welle wegen der zeitlichen Verzögerung, die durch einen 
Hin- und Hergang mit der Gesamtstrecke 2 / im Medium 2 
verursacht wird. Somit haben wir im Medium 1 

i// ein = A cos(cot - kjz), (5.44) 

^(ref bei z = 0 ) = R 12 A COS(wt + k, z), (5.45) 

'/'(ref bei z = /) = T 12 R 23 T 21 A COS (tot + kj Z — 2k 2 /), 

. (5.46) 

wobei — 2 k 2 / den Phasenunterschied (in Radian) bedeu¬ 
tet, der einem Hin- und Hergang der Gesamtstrecke 2 / 
mit der Wellenzahl k 2 entspricht. Das Minuszeichen kommt 
daher, daß ein Phasenrückstand (eine Verzögerung) vor¬ 
hegt. Die einfallende Welle sowie die beiden durch die 
Gin. (5.45) und (5.46) angegebenen reflektierten Wellen 
sind in Bild 5.5 angedeutet. 


nicht sehr stark voneinander, weshalb die Reflexions- 
koeffizienten klein gegenüber Eins sind. In diesem Falle 
zeigt sich, daß die ersten beiden reflektierten Wellen, 
nämlich die dargestellten, vorherrschen. Daher dürfen wir 
in guter Näherung die zusätzlichen Beiträge, die von inne¬ 
rer Vielfachreflexion herrühren, vernachlässigen. Beispiels¬ 
weise hat der nächste reflektierte Strahl, der berücksich¬ 
tigt werden müßte, eine um den Faktor R 2i R 23 kleinere 
Amplitude als der zweite reflektierte Strahl. Wir können 
diesen Faktor gegenüber Eins vernachlässigen, wenn z.B. 
R 2 i und R 23 von der Größenordnung 0,1 sind. In der¬ 
selben Näherung dürfen wir in Gl. (5.46) T l2 T 21 durch 
Eins ersetzen: 

T 12 T 21 = (1 + R 12 )(l - R 12 ) = 1 - R? 2 * 1. (5.47) 

Somit ist die gesamte reflektierte Welle in dieser Näherung 
für schwache Reflexion gleich der Summe jener beiden 
Beiträge von z = 0 und z = /, die mit Hüfe der Gin. (5.47) 
(5.46) lauten: 

l/'ref ^ R 12 A COS (cot + k x z) 

+ R 23 A cos (cot + k x z — 2k 2 /). (5.48) 

Hierbei gibt die Größe 2k 2 / die durch einen Hin- und Her¬ 
gang verursachte Phasenverschiebung an. 

Widerstandsanpassung mittels einer reflexionsfreien 
Schicht. Die Lösung des Widerstandsanpassungsproblems 
liegt nun auf der Hand: Wählen Sie als erstes Z 2 so, daß 
R 12 = R 23 und folglich nach Gl. (5.43) 

Zi Z 2 ,- 

Z 2 = Vz7z7. (5.49) 


Näherung für schwache Reflexion. Außer den beiden 
beschriebenen treten noch unendlich viele weitere reflek¬ 
tierte Wellen auf, die durch den Strahl mit der Bezeich¬ 
nung „usw.“ in Bild 5.5 angedeutet sind. Nun unterschei¬ 
den sich Z], Z 2 und Z 3 bei allen unseren Anwendungen 
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Bild 5.5. Die einfallende Welle und die beiden ersten reflektierten 
Wellen. Zur Vermeidung von Überschneidungen in der Skizze sind 
die Strahlen als schräg einfallend dargestellt. 


Dann wird aus Gl. (5.48) 

\p Tef & R 12 A [cos (cot + ki z) 

+ cos(cot + k x z - 2k 2 /)]. (5.50) 

Wählen Sie nun die Länge / so, daß die beiden Beiträge zu 
dieser Überlagerung einander durch „vollkommen destruk¬ 
tive Interferenz“ auslöschen. Dies wird dann der Fall sein, 
wenn 2k 2 / gleich ir und somit die Strecke 21 eines Hin- 
und Hergangs gleich einer Wellenlänge im Medium 2 ist. 

Die resultierende reflektierte Welle verschwindet, wenn Z 2 
das geometrische Mittel aus Z x und Z 3 und die Dicke l 
der reflexionsfreien Schicht gleich einer Viertelwellen¬ 
länge in der Schicht ist. 

• Beispiel: 9. Optische Widerstandsanpassung. Durch¬ 
läuft ein Strahl sichtbaren Lichts eine Glasplatte, so geht 
er durch zwei Grenzflächen. An jeder erleidet die Intensität 
eine Reflexion. Diese wird durch das Quadrat des Ampli- 
tudenreflexionskoeffizienten beschrieben, da ja die Inten¬ 
sität dem zeitlichen Mittelwert des Quadrats des elektri¬ 
schen Feldes proportional ist. Daher tritt nach Gl. (5.42) an 
jeder Grenzfläche ein Intensitätsverlust von (j) 2 =y 5 - 4% 
auf. Beim Durchgang durch die zwei Oberflächen einer 
Glasplatte entsteht also ein Verlust von 8 %. Dabei vernach¬ 
lässigen wir die „Interferenz“, die von der Überlagerung 
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an den beiden Grenzflächen reflektierten Wellen her¬ 
rührt. Bei gewöhnlichem „weißen“ Licht ergeben diese 
Interferenzeffekte Null, wenn wir über ein breites Farb¬ 
band mittein. Siehe hierzu trotzdem Übung 10. Der er¬ 
wähnte Intensitätsverlust ist in optischen Geräten mit 
vielen Glas-Luft-Grenzflächen untragbar, weshalb es all¬ 
gemein üblich ist, Linsen durch eine reflexionsfreie Schicht 
zu „vergüten“. Nach unserem Ergebnis von Gl. (5.49) soll 
der Wellenwiderstand der Vergütungsschicht gleich dem 
geometrischen Mittel der Wellenwiderstände von Luft 
und Glas sein. Daher muß der Brechungsindex der Ver¬ 
gütungsschicht gleich der Quadratwurzel aus 1 n sein und 
folglich für Glas\/T3Ö ~ 1,22 betragen. Die Schicht muß 
\ X dick sein, wobei X die Wellenlänge des Lichts in der 
Schicht bedeutet. Für Licht der Vakuum weilenlänge 
5 500 Ä beträgt die Wellenlänge in der Schicht 
5 500/1,22 ~ 4500 Ä, weshalb die Vergütungsschicht 
4500 Ä/4 «ö 1120 Ä = 1,12* 10 -5 cm dick sein muß. 

Diese Dicke läßt sich wie folgt hersteilen: Man bringt das 
zu vergütende Glasstück, etwa eine Linse, in eine Vakuum¬ 
kammer. Diese enthält ein kleines Verdampfungsgefäß, in 
dem das Vergütungsmaterial bis zum Verdampfen erhitzt 
wird. Die Moleküle des verdampften Materials fliegen 
geradlinig nach allen Richtungen und erzeugen auf der 
dem Verdampfungsgefäß zugekehrten Seite der Linse einen 
glatten Überzug. 

Eine interessante Frage ist die folgende: Eine Glas¬ 
linse sei mit einer reflexionsfreien Vergütungsschicht über¬ 
zogen, deren Dicke für grünes Licht der Vakuumwellen¬ 
länge 5 500 Ä gleich \ X betrage. Dann ist die Reflexion 
für grünes Licht Null. Wie groß ist aber die reflektierte 
Intensität anderer Farben (siehe Übung 21) ? • 


durch den infinitesimalen Reflexionskoeffizienten AR 
beschrieben: 


i -z 2 




Zi + z 2 


-AZ 

2Z 


zi [Ms! 

2Z L dz . 



(5.51) 


Die an einer infinitesimalen Stufe entstehende reflektierte 
Welle soll durch jene von der nächsten Stufe, die eine 
Viertelwellenlänge weiter in der Ausbreitungsrichtung 
liegt, ausgelöscht werden. Dann muß aber AR eine von z 
unabhängige Konstante sein, die wir mit a bezeichnen 
wollen. Somit folgt, wenn man in Gl. (5.51) AR = a setzt, 


dZ 

Z 



(5.52) 


• Beispiele: 10. Exponentieller Trichter. Nehmen wir 
an, X sei eine von z unabhängige Konstante, wie beispiels¬ 
weise bei Schallwellen in der Luft einer Röhre, deren 
Wellenwiderstand sich wegen des veränderlichen Durch¬ 
messers ändert. Wie Sie leicht zeigen können, liefert die 
Integration der Gl. (5.52) in diesem Falle einen exponen¬ 
tiellen Verlauf des Wellenwiderstandes Z mit der Entfernung. 

Bei High-fidelity-Lautsprechern wird allgemein ein 
exponentieller Schalltrichter verwendet, so daß die 
schwingende Membran mit der Oberfläche Aj die Schall¬ 
energie reflexionsfrei an den Raum übertragen kann. 
Dadurch läßt sich der Wellenwiderstand, der dem A! 
erregenden Mechanismus entgegenwirkt, den Eigenschaf¬ 
ten dieses Mechanismus anpassen. Nehmen Sie jedoch an, 

A! sei die Fläche einer zylindrischen Röhre, die an einem 
Ende erregt wird und übergangslos im Raum endet. Eine 
solche Röhre würde bei jeder Wellenlänge in Resonanz 
geraten, bei der das offene und das erregte Ende Geschwin¬ 
digkeitsknoten aufweisen. Dies würde die Musik verzerren. • 


Veränderlicher Brechungsindex. Die reflexionsfreie 
Schicht von einer Viertel Wellenlänge Dicke hat eine unter 
Umständen unangenehme Eigenschaft: Man erzielt mit 
ihr nur bei bestimmten Frequenzen gute Ergebnisse. Steht 
uns hingegen genügend Raum zur Verfügung, so können 
wir das Problem viel besser lösen. Nehmen Sie an, der 
Widerstand verändere sich allmählich längs einer Strecke 1 
Diese sei groß gegenüber allen Wellenlängen, die wir re¬ 
flexionsfrei hindurchschicken wollen. Stellen wir uns nun 
der Einfachheit halber vor, der Wellenwiderstand wachse 
in einer Reihe winziger diskreter Stufen an, die in der 
z-Richtung im Abstand \ X aufeinanderfolgen. Dabei 
stellt X irgendeine der verwendeten Wellenlängen dar. 
Offenbar werden dann alle reflektierten Wellen verschwin¬ 
den, wenn die von einer winzigen Stufe bei z reflektierte 
Amplitude durch jene von der nächsten Stufe, die um \ X 
weiter in der Ausbreitungsrichtung liegt, ausgelöscht wird. 
Dabei vernachlässigen wir Vielfachreflexionen. Nun wird 
aber die Reflexion an einer infinitesimalen Stufe, wo der 
Wellenwiderstand von Z x auf Z 2 -Z x + AZ anwächst, 


• 11. Veränderlicher Brechungsindex. Ähnlich läßt 
sich mit der Methode des veränderlichen Brechungsindex 
optische Widerstandsanpassung erreichen. Dazu überzieht 
man das betreffende optische Element mit aufeinander¬ 
folgenden dünnen Schichten aus verschiedenen Materialien, 
deren Brechungsindizes zwischen n! und n 2 variieren. So 
erreicht man, daß sich der Brechungsindex stufenweise 
von n! bis n 2 ändert. Diese Methode ist zwar besser als 
eine einzige reflexionsfreie Vergütungsschicht, sie ist je¬ 
doch technisch anspruchsvoller. Außerdem ist in diesem 
Falle die erforderliche z-Abhängigkeit nicht exponentiell. 
Wie sieht sie aus? (Übung 22) • 

5.5. Reflexion in dünnen Schichten 

Interferenzlinien. In jeder Schachtel mit einem Dut¬ 
zend Mikroskop gläsern wird man öfter beobachten, wie 
zwei Gläser dicht aneinanderkleben und schön gefärbte 
„Interferenzlinien“ zeigen. Breitet sich ein auf heißes 
Wasser aufgebrachter Tropfen Maschinenöl zu einer 
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hinreichend dünnen Schicht aus, so zeigt er dieselbe Art 
farbiger Interferenzlinien. Diese entstehen durch die Inter¬ 
ferenz des an der vorderen Grenzfläche reflektierten Lichts 
mit dem an der hinteren Grenzfläche der dünnen Schicht 
reflektierten. Nehmen Sie an, zwischen zwei Mikroskop¬ 
gläsern liege eine dünne Luftschicht. Wo sich die Gläser 
berühren, ist die Dicke der Schicht gleich Null, und dort 
tritt natürlich keine Interferenz auf. Denn die an der er¬ 
sten Grenzfläche reflektierte Welle hat wegen R 21 = - R 12 
das entgegengesetzte Vorzeichen zu dem jener Welle, die 
an der zweiten Grenzfläche reflektiert wird. Außerdem 
tritt wegen der verschwindenden Strecke eines Hin- und 
Hergangs keine Phasenverschiebung auf, so daß die beiden 
Beiträge einander auslöschen. Andernfalls hätte man ein 
Paradoxon, und die gesamte optische Theorie würde zu¬ 
sammenbrechen ! Wächst nun der Abstand von Null auf 
\ X, so beträgt die Strecke für einen Hin- und Hergang X. 
Die Phasendifferenz der beiden Beiträge nimmt somit 
um 2n zu, und es herrscht wieder Reflexionsfreiheit. In 
der Mitte zwischen diesen aufeinanderfolgenden Reflexi- 
onsminima liegt ein Maximum. Für eine bestimmte Farbe 
treten also Reflexionsmaxima auf, wenn die Dicke die 
Werte \ X, | X, | X usw. annimmt. 

• Beispiel: 12. Weshalb die erste Interferenzlinie weiß ist 
Heimversuch. Sie können zwei saubere Mikroskopgläser 
in engen Kontakt miteinander bringen, indem Sie sie an¬ 
einanderdrücken und gleichzeitig gegeneinander verschie¬ 
ben. Drücken Sie aber nicht zu fest, denn Glas ist zer¬ 
brechlich! Halten Sie nun die beiden Gläser so, daß Sie 
das Spiegelbüd einer flächenhaften Lichtquelle, etwa des 
Himmels oder einer weißen Mattglaslampe, sehen können. 
Breiten Sie dabei einen dunklen Stoff oder etwas Ähnli¬ 
ches hinter den Gläsern aus, um das Hintergrundlicht zu 
vermindern. Jetzt sollten Sie konzentrische „Ringe“ sehen, 
die farbige „Ränder“ haben. Die Mitte dieses Musters ist 
„schwarz“: Hier handelt es sich um den Bereich zwischen 
verschwindender Dicke und dem ersten Reflexionsmaxi- 
mum. Der erste „Ring“, also das erste Reflexionsmaxi¬ 
mum, ist im wesentlichen weiß gefärbt, wofür wir nun 
den Grund feststellen wollen. Grün liegt in der Mitte des 
sichtbaren Spektrums und hat eine Wellenlänge 
X ~ 5 500 Ä = 5,5 • 10" 5 cm. Die Dicke der Luftschicht 
zwischen den Gläsern beträgt daher in der Mitte der er¬ 
sten grünen Linie etwa \ • 5,5 • 10” 5 ~ 1,37 • 10' 5 cm. 

Blau hat X ~ 4,5 • 10' 5 , weshalb dieselbe Dicke bei Blau 
einem Bruchteil (1,37/4,5) ~ 0,30 der Wellenlänge X ent¬ 
spricht. Ähnlich ist diese Dicke bei Rot (X ~ 6,5 • 10' 5 ) 
gleich (1,37/6,5) X ~ 0,21 X. Daher erreichen Blau und 
Rot in der ersten grünen Interferenzlinie ebenfalls an¬ 
nähernd ihr Reflexionsmaximum mit ~ X, so daß die erste 
Linie weiß ist. • 

Die hübscheste Interferenzlinie. Die darauffolgenden 
Linien weisen immer mehr Farbe auf. Die am stärksten 
farbige Linie ist jene, bei der die Dicke irgendeine unge¬ 


rade Anzahl N von Viertelwellenlängen grünen Lichts 
(f > f > ■ • • j T)> etwa N + 1 Viertelwellenlängen blauen Lichts 
und etwa N — 1 Viertelwellenlängen roten Lichts beträgt. 
Dann liegen für Rot und Blau Reflexionsminima vor, und 
die Linie nimmt den Stärkstmöglichen Grünwert an. Die 
bei der hübschesten Linie auftretende Zahl N ist also eine 
Naturkonstante, die wir vielleicht wissen sollten (siehe 
Übung 23). 


Ausdruck für die Intensität der Interferenz linien. Wir 
wollen einen Ausdruck für die .Intensität einer bestimmten 
Farbe ermitteln, die an einer dünnen Luftschicht zwischen 
zwei Glasplatten oder an einem dünnen Stück Glas in Luft 
reflektiert wird. Zu diesem Zwecke können wir unsere 
früheren Ergebnisse für die Reflexion an zwei Unstetig¬ 
keitsstellen zwischen den Medien 1, 2 und 3 geeignet an¬ 
wenden. Beim vorliegenden Beispiel sind Medium 1 und 
Medium 3 identisch, weshalb R 23 = R 2 i = “ R 12 • Sie kön¬ 
nen zeigen, daß der zeitliche Mittelwert der relativen re¬ 
flektierten Intensität in diesem Fall 


Iref 

T<T 


R 12 sin 2 k 2 / 


(5.53) 


lautet (Übung 24). Beim Übergang von Glas in Luft oder 
von Luft in Glas haben wir R 2 2 = 0,04, weshalb 


Iref 

h 


~ 0,16 sin 2 k 2 /. 


(5.54) 


Dieser Ausdruck verschwindet bei / = 0 und / = \ X 2 , er¬ 
reicht hingegen bei l = \ X 2 sein erstes Maximum. Beach¬ 
ten Sie, daß die maximale von der Luftschicht reflektierte 
relative Intensität 0,16 beträgt, also viermal so groß ist, 
wie die an einer einzelnen Luft-Glas-Grenzfläche reflek¬ 
tierte relative Intensität. 


Eins plus Eins gleich Vier? Wie ist es möglich, daß 
wir die Intensität einer Lichtquelle zu der gleich großen 
Intensität einer anderen hinzuzählen und als Summe die 
vierfache Intensität erhalten? Aus demselben Grund, 
weshalb wir sie addieren und dabei Null erhalten können: 
(1 + l ) 2 = 4; (1 - l ) 2 = 0. Zuerst überlagern wir die 
Wellen, dann quadrieren wir und bilden den zeitlichen 
Mittelwert, um die Intensität zu erhalten. 

Beachten Sie, wenn Sie an der Luftschicht zwischen 
zwei Mikroskopgläsern nach Interferenzlinien suchen, daß 
die farbigen Maxima die relative Intensität 0,16 aufwei¬ 
sen. Hingegen beträgt die relative Intensität des Hinter¬ 
grundlichts von der Oberseite des oberen Gläschens 0,04, 
die von der Unterseite ebenfalls 0,04. Die Interferenz der 
Lichtanteüe von der oberen und der unteren Grenzfläche 
macht sich nicht bemerkbar, denn sie ist von so hoher 
Ordnung (die Interferenz findet bei einer Schichtdicke von 
so vielen Viertelwellenlängen statt), daß sich die Farben 
vollkommen überlappen. Daher weisen die farbigen Linien 
eine doppelt so hohe Intensität auf wie das Hintergrund- 
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licht und sind leicht zu sehen, besonders wenn Sie dunklen 
Stoff unter das Glas breiten, so daß kein zusätzliches 
Hintergrundlicht auftritt. 

• Beispiel: 13. Fabry-Perotsche Interferenzlinien an 
Mikroskopgläsern. Bei Verwendung einer hinreichend mono¬ 
chromatischen Lichtquelle können Sie leicht die Inter- 
ferenzlinien sehen, die von der Überlagerung des an den 
beiden Grenzflächen eines gewöhnlichen Mikroskopglases 
oder einer Fensterscheibe reflektierten Lichts herriihren. 

Die vollständige Beschreibung dieser Linien erfordert die 
Berechnung des Reflexionskoeffizienten sowohl für schrä¬ 
gen als auch für senkrechten Einfall. Diese ist leicht mög¬ 
lich, doch werden wir nicht hier darauf eingehen. Wir 
wollen jetzt nur die Mitte — die senkrechtem Einfall ent¬ 
spricht — betrachten und uns die Frage stellen: „Wie 
monochromatisch muß die Lichtquelle sein? “ Die Ant¬ 
wort darauf erhält man aus Gl. (5.53). Nehmen Sie / = 1mm 
= 0,1 cm an. Tritt nur eine einzige Wellenzahl k 2 auf, so 
ist diese Mitte ein Maximum oder ein Minimum, je nach¬ 
dem, ob sin 2 k 2 / den Wert 1,0 oder 0,0 ergibt. Ist ein hin¬ 
reichend breites Wellenzahlband Ak 2 vorhanden, so ent¬ 
sprechen manche Wellenzahlen einem Maximum, andere 
hingegen einem Minimum, und die Mitte wird „verwa¬ 
schen“ sein. Wie schmal muß nun das Band sein, damit 
man eine gut sichtbare Mitte erhält? Wir dürfen anneh¬ 
men, daß auch die Linien bei schrägem Lichteinfall gut 
sichtbar sind, wenn dies bei der Mitte der Fall ist. Auf¬ 
einanderfolgende Maxima der Gl. (5.54) sind durch einen 
Zuwachs von k 2 / um ti getrennt. Ganz grob können wir 
also sagen, daß wir dann gute Linien erhalten sollten, 
wenn (Ak 2 )/ kleiner als n ist. Dann können Sie vielleicht 
zeigen, daß die erforderliche Bandbreite (Übung 25) 

A(X -1 ) ~ 3,3 cm -1 (5.55) 

lautet, d.h. 

Au = c A(X _1 ) ^ 10 11 Hz. 

Nehmen wir X ~ 5,5 • 10" 5 cm (grünes Licht) an, so ergibt 
sich 

AX~ 1,0 Ä. 

Die Bandbreite des Lichts muß also weniger als 3,3 cm -1 
betragen; cm -1 ist die in der Spektroskopie allgemein 
übliche Einheit. Wie wir in Kapitel 6 sehen werden, ist 
die Bandbreite Au ~ 10 9 Hz annähernd gleich der „natür¬ 
lichen Linienbreite“ eines frei in den Grundzustand zu¬ 
rückkehrenden Atoms. Außer mit einem Laser ist es 
schwierig, bessere Verhältnisse herzustellen. Deshalb 
können wir zur Beobachtung von Interferenzlinien an 
einer Fensterscheibe als gute Lichtquelle eine solche aus 
frei in den Grundzustand zurückkehrenden Atome ver¬ 
wenden. Sehr gut eignet sich eine Neonlampe (siehe 
Übung 10) oder ein brennender Bausch Toilettenpapier 
(siehe Abschnitt 9.8, Übung 27). • 


5.6. Übungen und Heimversuche 

1. Reflexion an Glas - Heimversuch. Eine ebene Glasplatte re¬ 
flektiert bei senkrechtem Einfall etwa 8 % des einfallenden 
Lichts, wobei an jeder Oberfläche 4 % der Intensität reflek¬ 
tiert werden. Hingegen reflektiert ein gewöhnlicher Silber¬ 
spiegel mehr als 90% des sichtbaren Lichts. Nehmen Sie einen 
Spiegel und ein sauberes Stück Glas, beispielsweise ein Mikro¬ 
skopglas, und vergleichen Sie die Reflexion des Spiegels mit 
jener des Glases, indem Sie beide nahe aneinander halten, so 
daß Sie beide Reflexionen auf einmal sehen können. Betrach¬ 
ten Sie die Spiegelbilder einer flächenhaften Lichtquelle, z.B. 
einer weißen Glühlampe, eines Stücks weißen Papiers oder 
eines Stücks Himmels. Vergleichen Sie das Reflexionsvermö¬ 
gen des Glases mit jenem des Spiegels zuerst bei annähernd 
senkrechtem Einfall, sodann bei annähernd streifendem Ein¬ 
fall. Bei diesem erhalten Sie annähernd hundertprozentige 
Reflexion, so daß die Lichtquelle und ihre von Spiegel und 
Glas erzeugten Spiegelbilder fast nicht unterscheidbar sind. 
Hingegen ist bei annähernd senkrechtem Einfall das Glas merk¬ 
lich dunkler als der Spiegel. 

Legen Sie als nächstes vier saubere Mikroskopgläser „stufen¬ 
förmig“ aufeinander: Das erste Glas ist ein „Fußboden“, das 
zweite ergibt die erste „Stufe“, und die restlichen zwei liefern 
eine „Stufe“ doppelter Höhe. So können Sie gleichzeitig 
Reflexionen bei annähernd senkrechtem Einfall an einem 
Plättchen sowie an zwei und vier Plättchen miteinander ver¬ 
gleichen. Betrachten Sie nun das Spiegelbild einer großen 
Lichtquelle (des Himmels) bei annähernd senkrechtem Einfall. 
Bei Vernachlässigung der durch innere Reflexionen hervor¬ 
gerufenen Schwierigkeiten geht durch jedes Glas etwa 0,92 
der Intensität hindurch , weshalb vier Gläser 0,92 4 = 0,72 der 
Intensität durchlassen und den Bruchteil l-0,92 4 %0,28 
reflektieren. 

Stellen Sie nun einen Stapel aus etwa einem Dutzend sauberer 
Gläser her, der den Bruchteil 1 ~0,92 12 %0,63 reflektieren 
sollte, und vergleichen Sie das Ergebnis mit der Reflexion im 
Spiegel. Nehmen Sie an, die Gleichung gelte auch hier und die 
Gläser seien sauber. Wie viele Gläser sind einem guten Spiegel 
gleichwertig, wenn dieser 93 % der Intensität reflektiert? 
Probieren Sie es aus - vergleichen Sie den Gläserstapel bei 
annähernd senkrechtem Einfall mit dem Spiegel. Betrachten 
Sie die Quelle auch direkt durch den Stapel, um das hindurch¬ 
gehende Licht zu sehen. (Gemäß der Gleichung benötigt man 
etwa 32 Stück, die selbstverständlich frei von Fingerabdrücken 
sein sollen.) Mikroskopgläser kosten etwa 1 DM pro Dutzend. 
Drei Dutzend von ihnen sind eine Für Heimversuche vorteil¬ 
hafte Anschaffung. 

2. Interferenz in dünnen Schichten (siehe Abschnitt 5.5) - Heim¬ 
versuch. Füllen Sie eine Schüssel mit heißem Wasser, bringen 
Sie einen Tropfen leichtflüssigen Öls auf das Wasser und be¬ 
obachten Sie, wie er sich verteilt. Verwenden Sie ein leichtes 
Öl; Salatöl z.B. ist zu schwer und verteilt sich nicht. Betrach¬ 
ten Sie, während sich die Ölschicht ausbreitet, das von ihr 
reflektierte Spiegelbild des Himmels oder einer anderen flächen¬ 
haften Lichtquelle. Schwarzer Stoff oder schwarzes Papier am 
Boden der Schüssel sind dabei von Vorteil, da sie einen dunk¬ 
len Hintergrund liefern und unerwünschte Reflexionen am 
Boden der Schüssel verhindern. Beachten Sie, daß keine far¬ 
bigen Interferenzlinien auftreten, bevor sich der Ölfleck nicht 
auf etwa 10 x 10 cm ausgebreitet hat. Was ist der Grund dafür? 
Beobachten Sie sodann die farbigen Linien, die bei weiterer Aus¬ 
breitung der Schicht zu sehen sind. Wird diese hinreichend 
dünn, so verschwinden die Linien. An der dünnsten Stelle wird 



148 


5. Reflexion 


die Ölschicht „schwarz“. Das ist jener Bereich, wo sie weniger 
als eine halbe Wellenlänge dick ist. Verwenden Sie diese Tat¬ 
sache für eine grobe Abschätzung der Wellenlänge sichtbaren 
Lichts. Nehmen Sie - für eine grobe Schätzung - an, der 
„schwarze“ Bereich sei etwa eine Achtelwellenlänge dick. 
Schätzen Sie die Fläche der Schicht und benutzen Sie diese 
sowie die ursprüngliche Größe des Tropfens zur Ermittlung 
der Schichtdicke, die dann die Wellenlänge liefert. 

3. Kurzzeitige stehende Wellen auf einer Spiralfeder - Heim¬ 
versuch. Befestigen Sie ein Ende einer Spiralfeder an einem 
Telegraphenmast oder etwas Ähnlichem. Halten Sie das andere 
Ende, dehnen Sie die Spiralfeder auf etwa 10 m aus und 
schütteln Sie ihr Ende drei- oder viermal, so rasch Sie können. 
Auf diese Weise wird ein „Wellenpaket“ die Spiralfeder ent¬ 
langgeschickt. Probieren Sie, nachdem Sie sich mit den hin- 
und herlaufenden Wellenpaketen zur Genüge beschäftigt ha¬ 
ben, etwas Neues: Richten Sie diesmal Ihre Aufmerksamkeit 
auf einen bestimmten Bereich in der Nähe des festen Endes 
der Feder. Wenn das Paket ankommt, reflektiert wird und 
umgekehrt, sollten Sie während des Zeitintervalls, in dem sich 
das einfallende und das reflektierte Wellenpaket überlappen, 
vorübergehend stehende Wellen sehen. Vielleicht geht es leich¬ 
ter, wenn beide Enden der Spiralfeder fixiert werden, so daß 
Sie den Vorgang an Ihrem Ende der Feder aus der Nähe be¬ 
trachten können. Dieser Versuch sollte Ihnen zu der Überzeu¬ 
gung verhelfen, daß eine stehende Welle immer als Überlage¬ 
rung zweier in entgegengesetzter Richtungen laufender Wellen 
angesehen werden kann. 

4. Vielfachreflexion im Inneren eines Mikroskopglases - Heim¬ 
versuch. Fertigen Sie eine Skizze von einem Strahl an, der 
von links unter einem Winkel auf eine Glasplatte fällt. Zeich¬ 
nen Sie den ersten durchgehenden Strahl, den zweiten (jenen, 
der nach zwei inneren Reflexionen austritt), den dritten usw. 
Betrachten Sie nun eine punkt- oder linienförmige Lichtquelle 
durch ein Mikroskopglas, das Sie nahe an Ihr Auge halten. 
Beginnen Sie bei senkrechtem Einfall und neigen Sie das Glas 
allmählich. Suchen Sie nach den „virtuellen Lichtquellen“, 
die von der Vielfachreflexion herrühren; der Effekt ist bei 
annähernd streifendem Einfall größer. Betrachten Sie auch 
das Licht, das nicht durch eine Oberfläche des Glases, sondern 
durch eine Randfläche austritt. Dabei handelt es sich um das 
im Glase reflektierte Licht, das annähernd senkrecht auf eine 
Randfläche trifft und durch diese nach außen gelangt. Es tritt 
also nicht durch eine Oberfläche aus, da es auf diese unter 
annähernd streifendem Einfall auftrifft. 

5. Reflexion in Fernleitungen. Ein Koaxialkabel vom Wellen¬ 
widerstand 50 Vt sei mit einem solchen vom Wellenwiderstand 
100 £2 in Serie geschaltet. 

a) Ein Spannungsimpuls mit dem Maximalwert 10 V trete 
aus der 50-£2-Leitung in die 100-£2-Leitung ein. Wie groß 
ist die „Höhe“ des reflektierten Impulses in Volt, und wie 
lautet sein Vorzeichen? Wie verhält es sich mit dem durch¬ 
gehenden Impuls ? 

b) Ein 10-V-Impuls trete aus der 100-£2-Leitung in die 50-12- 
Leitung ein. Wie hoch sind der reflektierte und der durch¬ 
gehende Impuls ? 

6. Nichtumkehrbare Widerstandsanpassung. Betrachten Sie die 
Fernleitung von Übung 5. 

a) Wie können Sie einen gewöhnlichen Ohmschen Widerstand 
so anbringen, daß der von der 5 0-12-Leitung in die 100-12- 
Leitung eintretende Impuls reflexionsfrei hindurchgeht? 
Wieviel Ohm hat dieser Widerstand ? Zeichnen Sie schema¬ 
tisch den inneren und den äußeren Leiter von jedem der 


beiden Koaxialkabel sowie des eingefügten Widerstandes 
an der Anschlußstelle. Machen Sie sich wegen einer „Ver¬ 
teilung“ dieses Widerstandes keine Gedanken. Sind näm¬ 
lich die Wellenlängen gegenüber dem Durchmesser des Ko¬ 
axialkabels groß, so besteht keine Notwendigkeit zur Ver¬ 
teilung des Ohmschen Widerstandes. 

b) Wie groß ist der durchgehende Impuls, wenn Sie einen 
einfallenden Impuls von +10 V annehmen? 

c) Nehmen Sie nun an, ein +10-V-Impuls werde längs der 
Fernleitung in die „falsche“ Richtung - von der 100-12- 
Leitung in die 50-12-Leitung - geschickt. Was geschieht? 
Ermitteln Sie die Höhen des reflektierten und des durch¬ 
gehenden Impulses. 

d) Betrachten Sie als nächstes das Problem, einen Impuls re¬ 
flexionsfrei aus der 100-12-Leitung in die 50-12-Leitung zu 
schicken. Wie groß müßte dazu der Ohmsche Widerstand 
sein, und wie sollte er an der Verbindungsstelle der beiden 
Leitungen angebracht werden ? Wie hoch ist der durch¬ 
gehende Impuls, wenn die Höhe des einfallenden +10 V 
beträgt? Was geschieht, wenn ein +10-V-Impuls aus der 
50-12-Leitung in die 100-12-Leitung ein tritt, also in die fal¬ 
sche Richtung läuft? 

7. Durchgang von Licht durch Plastikscheiben. Licht der Wellen¬ 
länge \ = 5 000 Ä falle senkrecht auf zwei aufeinanderfolgen¬ 
de Plastikscheiben ein, deren Abstand groß gegenüber der 
Wellenlänge sei. Welcher Bruchteil des Lichts geht durch, 
wenn der Brechungsindex der Scheiben n = 1,5 beträgt? Ver¬ 
nachlässigen Sie Absorption, innere Vielfachreflexion und 
Interferenzeffekte. 

Lösung: Ij/Io = 0,85. 

8. Reflexionskoeffizient. Licht treffe senkrecht auf eine glatte 
Wasseroberfläche auf; der Brechungsindex von Wasser beträgt 
n = 1,33. Vergleichen Sie die Reflexionskoeffizienten für 
Amplitude und Intensität im Falle der Übergänge Luft-Wasser 
und Wasser-Luft. 

9. Reflexionen in einer dünnen Luftschicht. Zwei optisch ebene 
Glasplatten berühren sich an einem Ende und werden am an¬ 
deren Ende durch ein Blatt Papier voneinander getrennt, das 
sich vom Berührungsende im Abstand / befinde. Das Papier 
habe die Dicke einer Seite dieses Buches. (Wie können Sie sie 
ohne Mikrometer messen? ) Wie groß muß die Länge / des 
„Luftkeils“ sein, wenn aufeinanderfolgende grüne Linien 1 mm 
weit auseinander liegen sollen, so daß Sie sie leicht sehen 
können? 

10. Fäbry-Perotsche Interferenzlinien an einer Fensterscheibe - 
Heimversuch. Für diesen Versuch benötigen Sie eine fast 
monochromatische flächenhafte Lichtquelle. Hierfür geeignet 
ist eine Neonlampe mit möglichst großer leuchtender Fläche, 
die an 220 V angeschlossen werden kann. Brauchbar sind auch 
die~ sogenannten Spannungsprüfer, die es in Elektrogeschäften 
gibt. Schalten Sie die Lampe nun ein und betrachten Sie sie 
durch das Beugungsgitter, das Sie nahe an Ihr Auge halten. 

Im Spektrum erster Ordnung, das gegenüber dem mittleren 
orangefarbenen Licht um etwa 15...20° seitlich verschoben 
ist, können Sie mindestens drei scharf definierte virtuelle Licht¬ 
quellen erkennen. Die drei hellsten sind gelb, orange und rot, 
doch treten darin in Wirklichkeit etwa ein Dutzend helle 
„Linien“ auf. Diese virtuellen Lichtquellen sind scharf defi¬ 
niert und nicht etwa über einen gewissen Winkel verteilt. So¬ 
mit stellt jede einzelne Farbe im Rahmen Ihres Auflösungs¬ 
vermögens eine monochromatische Lichtquelle dar, die einem 
eigenen atomaren Übergang in den angeregten Neonatomen 
entspricht. Und nun zum Versuch: Beschaffen Sie sich ein 
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gewöhnliches Stück Glas; ein Mikroskopglas, ein Stück Fen¬ 
sterglas oder die Fensterscheibe Ihres Zimmers sind dazu ge¬ 
eignet. Halten Sie die Neonlampe nahe an Ihre Nase und be¬ 
trachten Sie über die Lampe hinweg deren Spiegelbild in dem 
Glasstück. Sehen Sie zwei Spiegelbilder, so verwenden Sie ein 
anderes Stück Glas. Fensterscheiben werden nämlich nach 
Jahren wegen des langsamen viskosen Glasflusses zu Keilen. 
Suchen Sie nun nach „Interferenzlinien“, also nach abwech¬ 
selnden hellen und dunklen Bereichen im Spiegelbild der 
Lampe. Nach etwa einer Minute Suchen sind sie zu erkennen. 
Einmal gefunden, sind sie jedoch leicht zu sehen. (Das Glas 
sollte etwa 60 cm von Ihnen entfernt sein.) Die Linien rühren 
von den Interferenzen der an der vorderen und hinteren Ober¬ 
fläche des Glases reflektierten Lichtanteile her. Kleben Sie 
zum Beweis ein Stück durchsichtiges Klebeband auf eine der 
Oberflächen und halten Sie das Glas so, daß Ihnen die betref¬ 
fende Oberfläche einmal zu-, einmal abgewandt ist. Suchen 
Sie im Spiegelbild nach Interferenzlinien, wenn sich das Klebe¬ 
band in dessen Bereich befindet. Die klebrige Seite des Bandes 
ist „optisch rauh“: Sie weist Unebenheiten auf, die kleiner 
als eine Wellenlänge des Lichts sind und in transversaler Rich¬ 
tung enger liegen als die Interferenzlinien. In manchen mikro¬ 
skopischen Bereichen geht das Licht reflexionsfrei vom Glas 
in das Band über, dessen Brechungsindex annähernd gleich 
groß ist wie der von Glas, und wird erst an der glatten Außen¬ 
fläche des Bandes reflektiert. In anderen mikroskopischen 
Bereichen berührt die Klebefläche das Glas nicht, weshalb die 
Reflexion an der Grenzfläche zwischen Glas und jener Luft 
stattfindet, die zwischen dem Glas und der klebrigen Seite des 
Bandes liegt. Sie können nun die Beobachtung der Interferenz¬ 
linien benutzen, um herauszufinden, ob eine Schicht aus Glas, 
Plastik oder Zellophan in transversaler Richtung im Vergleich 
zur Interferenzlinienbreite „optisch glatt“ ist. Übliches Tixo- 
klebeband ist es nicht, Glas ist es. Untersuchen Sie sodann die 
Polaroidfilter sowie das X/4- und das X/ 2-Plättchen aus Ihrer 
optischen Ausrüstung. Sind diese in einem Bereich von weni¬ 
ger als einer Wellenlänge glatt? Versuchen Sie es mit Ihrem 
roten Gelatinefilter. Ist dieses optisch glatt? Vielleicht wird 
es schwierig sein, eine geeignete ebene Stelle zu finden, die 
Ihnen ein leidliches Spiegelbild liefert. 

Eine gewöhnliche Fluoreszenzlampe funktioniert auch, wenn 
auch nicht so gut wie eine Neonlampe, und ist vielleicht leich¬ 
ter verfügbar. Bei ihr ist die berühmte „grüne Quecksilber¬ 
linie“ das fast monochromatische Licht, das die Interferenz¬ 
linien liefert. 

Hier ist ein Versuch, der mit einer Neonlampe funktioniert - 
mit einer Fluoreszenzlampe habe ich ihn nicht zustande ge¬ 
bracht. Betrachten Sie die Neon-Interferenzlinien an einem 
Stück Polaroidfilter und halten Sie dabei ein Stück Polaroid¬ 
filter (oder Polaroidbrillen) vor Ihre Augen. Probieren Sie es 
mit beiden Orientierungen des betrachteten Polaroidfilters. 
Drehen Sie dieses hierauf um und wiederholen Sie das Experi¬ 
ment. Es treten also vier Orientierungen auf: parallele und 
aufeinander senkrechte Polaroidachsen sowie dasselbe bei um¬ 
gedrehtem Polaroidfilter. Beachten Sie die Abmessungen der 
Linien: Breitere Linien bedeuten eine dünnere Schicht. Das 
Polaroidfilter ist ein „Sandwich“ aus drei Schichten, zwei 
klaren Außenschichten (dem „Brot“) und der mittleren 
Schicht aus absorbierendem „Schinken“. Es erhebt sich die 
Frage: Ist der „ Schinken “ auf beiden Seiten optisch glatt? 

Hier beschreiben wir einen weiteren interessanten Versuch bzw. 
eine Demonstration mit den Fabry-Perotschen Interferenzli¬ 
nien bei Neonlicht. Beleuchten Sie bei Nacht unter Ausschluß 
jeder anderen Beleuchtung Ihr Gesicht mit der Neonlampe. 


Betrachten Sie Ihr Spiegelbild in einem Stück Glas, das in et¬ 
wa einem halben Meter Entfernung gehalten wird. Ihr Gesicht 
ist jetzt eine „große Quelle monochromatischen Lichts“. 
Betrachten Sie die konzentrischen Interferenzkreise, die um 
das Spiegelbild eines jeden Auges herum auftreten. Die Inter¬ 
ferenzlinien sind nur dann Kreise, wenn das Glas hinreichend 
flach ist. Der Effekt ist unheimlich. 

11. Neon-Stroboskop - Heimversuch. Wenn Sie eine der im 
Heimversuch 10 beschriebenen Neonlampen besitzen, können 
Sie mit ihr noch andere interessante Versuche anstellen. Hal¬ 
ten Sie die Lampe in 30 cm Entfernung von Ihrem Auge und 
blicken Sie in eine solche Richtung, daß Ihre Blicklinie mit 
der Verbindungslinie von Ihrem Auge zur Glühlampe einen 
Winkel von etwa 45° einschließt. Beachten Sie das Flimmern! 
Blicken Sie nun direkt die Glühlampe an: Das Flimmern ver¬ 
schwindet ! Offenbar ist unser peripherer Gesichtspunkt so ent¬ 
wickelt, daß er auf sehr rasche Schwankungen der Lichtinten¬ 
sität anspricht. Dies erscheint vernünftig. Sie können es auch 
mit einem Fernsehgerät ausprobieren, indem Sie einen Ver¬ 
gleich zwischen direkter und peripherer Betrachtung anstellen. 
Beide Platten der Neonlampe werden mit 50 Hz betrieben, 
doch ist ihr Licht um 180° phasenverschoben. Ist die eine 
Platte hell, so ist die andere dunkel. Daher können Sie diese 
Glühlampe als Stroboskop mit 50 Hz oder 100 Hz verwenden, 
je nachdem, wie Sie einen Gegenstand mit ihr beleuchten. Sie 
können beweisen, daß zwischen den beiden Platten eine Pha¬ 
senverschiebung auftritt. Schrauben Sie dazu die Lampe in 
einen Ständer, der nicht zu schwer sein soll, so daß Sie ihn 
leicht schütteln können. Drehen Sie ihn so, daß die beiden 
Platten von der Seite zu sehen sind. Schütteln Sie ihn nun in 
seitlicher Richtung mit etwa 4 Hz (oder noch schneller, wenn 
Sie können) und möglichst großer Amplitude (etwa 10...20cm). 
Blicken Sie auf die durch die Platten erzeugten orangefarbe¬ 
nen Striche. Treten sie zugleich oder abwechselnd auf? Sie 
können diese Schütteltechnik unter Verwendung einer ge¬ 
wöhnlichen Uhr zur Abschätzung der Frequenz benutzen. 
Messen Sie unter der Annahme sinusförmiger Bewegung die 
Amplitude und die Frequenz, die notwendig sind, um den 
beiden roten Strichen das Aussehen einer „alternierenden 
Rechteckwelle“ zu geben. Da Sie wissen, daß die Lichtfrequenz 
irgendein ganzzahliges Vielfaches von 50 Hz sein muß, können 
Sie mit dieser groben Messung leicht die stroboskopische 
Frequenz bestimmen. 

Anmerkung: Statt den Lampenständer zu schütteln, ist es 
leichter, die Lampe in einem Spiegel zu betrachten und diesen 
zu schütteln. Auf solche Weise können Sie mit Ihrer Neon¬ 
lampe leicht eine hübsche „alternierende Rechteckwelle“ er¬ 
halten. Dieselbe Technik läßt sich auch dazu verwenden, die 
Struktur der Beleuchtung eines Fernsehschirmes zu untersu¬ 
chen. Decken Sie dazu den Fernseher so ab, daß nur ein senk¬ 
rechter Streifen zu sehen ist, und schwenken Sie den Spiegel 
um eine senkrechte Achse. Der zu beobachtende „Sägezahn“ 
zeigt Ihnen, daß irgendein Teil der Fernsehröhre in jedem 
Augenblick Licht abstrahlt. Um ein gutes Stroboskop zu er¬ 
halten, sollten Sie daher einen waagerechten Spalt verwenden. 

12. Stetigkeit einer Welle an einer Grenzfläche. Licht oder eine 
andere elektromagnetische Strahlung falle vom Medium 1 ins 
Medium 2 ein. Die magnetische Permeabilität des Mediums sei 
gleich Eins oder ändere sich an der Grenzfläche nicht. Auch 
die „Geometrie“ bleibe ungeändert, wie z.B. bei einer Parallel¬ 
plattenleitung mit gleichbleibender Querschnittsform. Für 
diesen Fall fanden wir die Reflexions- und Transmissions- 
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5. Reflexion 


koeffizienten des elektrischen Feldes E x und des magnetischen 
Feldes By als 


_ ki - k 2 

r e- k 1 + k 2 ’ 


Te - 1 + Re _ 


2ki 

ki + k 2 ’ 


k 2 - k x 2k 2 

B k 2 + kx B B k 2 + kx 

Dabei gilt k = nco/c; n ist der Brechungsindex. Zeigen Sie, 
daß aus dem Reflexions- und dem Transmissionskoeffizienten 
für E x die Stetigkeit von E x und 0E X / dz an der Grenzfläche 
folgt: Diese Größen haben beiderseits der Grenzfläche den¬ 
selben augenblicklichen Wert. Unter dem Feld zur Linken 
verstehen wir selbstverständlich die Überlagerung der einfal¬ 
lenden und der reflektierten Welle. Zeigen Sie auf ähnliche 
Weise, daß aus dem Reflexions- und dem Transmissionskoeffi¬ 
zienten für das magnetische Feld By die Stetigkeit von By, je¬ 
doch die Unstetigkeit von bBy/bz an der Grenzfläche folgt. 
Zeigen Sie, daß bBy/bz beim Übergang vom Medium 1 ins 
Medium 2 um den Faktor (k 2 /ki) 2 = (n 2 /ni) 2 anwächst. Es 
ist wichtig zu beachten, daß wir das gesamte Feld betrachten 
und nicht bloß jenen Anteil, der in eine bestimmte Richtung 
wandert. 


13 . Randbedingungen. Zeigen Sie folgendes: Die Randbedingung, 
daß die magnetische Permeabilität beim Durchgang von Licht 
durch eine Grenzfläche konstant bleibe, hat ihr Analogon bei 
der Saite in der Konstanz der Massendichte. Das Anwachsen 
der Dielektrizitätskonstanten beim Durchgang von Licht durch 
die Grenzfläche ist der Abnahme der Saitenspannung analog. 

Die transversale Saitengeschwindigkeit verhält sich insofern 
wie das magnetische Feld in einer Lichtwelle, als sie beim 
Übergang vom Medium 1 ins Medium 2 stetig ist, ihre Ablei¬ 
tung nach z jedoch um den Faktor (k 2 /kx) 2 anwächst. Schließ¬ 
lich verhält sich die transversale Spannung - Tq by/dz inso¬ 
fern wie ein elektrisches Feld, als sowohl sie als auch ihre Ab¬ 
leitung nach z an der Grenzfläche stetig ist. In jedem dieser 
Fälle sprechen wir vom Gesamtfeld und nicht von einer Kom¬ 
ponente, die in einer bestimmten Richtung fortschreitet. 

14. Mit einem Raumtuch abgeschlossenes Koaxialkabel Ein Ko¬ 
axialkabel mit Vakuum zwischen den Leitern weise einen 
Wellenwiderstand von 50 fi auf. Nun werde gegen ein Kabel¬ 
ende eine 370-f2-Schicht gedrückt. Der innere und der äußere 
Leiter des Kabels sind daher durch das Raumtuch miteinander 
verbunden. Messen Sie nun am anderen Ende des Kabels mit¬ 
tels eines gewöhnlichen Ohmmeters den Gleichstromwider¬ 
stand zwischen dem inneren und dem äußeren Leiter. Vernach¬ 
lässigen Sie dabei den Ohmschen Widerstand des Leiters selbst - 
das Kabelstück sei beliebig kurz. Dann rührt der Ohmsche 
Widerstand ausschließlich von dem Raumtuch her. Was zeigt 
das Ohmmeter an? 

a) Raten Sie. 

b) Beweisen Sie es. 

15. Röhre mit offenen Enden - effektive Länge für stehende 
Wellen - Heimversuch. Beschaffen Sie sich eine Kartonröhre 
von der Art, wie sie etwa zum Transport großer Zeichnungen 
verwendet wird. Benutzen Sie ferner zum Erzeugen eines 
Normaltones eine Stimmgabel mit 523,3 Hz (c 1 ). Schlagen 
Sie nun die Röhre mit offenen Enden leicht gegen Ihren Kopf 
und horchen Sie. Schneiden Sie, wenn nötig, einen Teil der 
Röhre ab, so daß der Ton etwas überhöht klingt, also höher 
liegt als 523,3 Hz. Schieben Sie sodann eine etwas kleinere 
Röhre, die als „Teleskop“ zur Abstimmung dienen soll, in ein 
Ende ein. (Z.B. läßt sich eine Kartonröhre enger machen, in¬ 
dem man sie der Länge nach aufschneidet, entlang dieses 
Schnittes einen schmalen Streifen abschneidet, und sodann 


den Schnitt mit Klebeband abdichtet, so daß seitlich keine 
Luft entweichen kann. Die Eigenschwingung, die Sie hören, 
ist die Grundschwingung einer Röhre mit offenen Enden: 
Die Röhre enthält eine halbe Wellenlänge der Schwingung. 
Die Schallgeschwindigkeit beträgt aber 332 m/s. Daher „er¬ 
warten“ Sie als Länge der Röhre 


1 v _ 1 3,32- IQ 4 

2 v 2 523,3 


cm = 31,7 cm. 


Statt dessen werden Sie finden, daß die tatsächliche Länge / 0 
um etwa 0,6 Röhrendurchmesser kleiner ist als 31,7 cm. Dies 
läßt sich als „Endeffekt“ von 0,6 Röhrenradien an jedem Ende 
deuten. Probieren Sie es mit dicken und dünnen Röhren aus 
und überprüfen Sie, daß es sich hier um einen Endeffekt han¬ 
delt und nicht bloß um einen falschen Wert der Schallge¬ 
schwindigkeit. 

16. Resonanz in Kartonröhren - Heimversuch. Halten Sie die 
schwingende Stimmgabel nahe an eines der Enden der Karton¬ 
röhren von Übung 15. Ist der „Teleskop“-Fortsatz der Röhre 
auf 523,3 Hz eingestellt, so hören Sie einen recht lauten Ton. 
Verändern Sie andernfalls die Länge und stellen Sie auf Reso¬ 
nanz ein. Frage: Die Eigenfrequenz der Röhre weiche von 
jener der Stimmgabel ab. Welchen Ton hören Sie, wenn Sie 
die Röhre mit der Stimmgabel erregen? Antworten Sie zu¬ 
erst auf Grund Ihrer Kenntnisse vom erregten Oszillator her 
und führen Sie sodann den Versuch aus. 

Hier zeigen wir eine Möglichkeit, eine recht scharfe Resonanz 
herzustellen. Halten Sie die Röhre senkrecht, tauchen Sie das 
untere Ende leicht in einen hinreichend tiefen Wasserbehälter 
ein und halten Sie die schwingende Stimmgabel über das offe¬ 
ne Ende. Heben und senken Sie die Röhre, um Resonanz her¬ 
zustellen. Die Länge der Röhre plus einer Endkorrektur sollte 
gleich \/4 sein. 

Eine schöne Resonanz erhalten Sie auch auf folgende Weise: 
Füllen Sie eine Limonadeflasche zu etwa zwei Dritteln mit 
Wasser, so daß Sie beim Darüberblasen einen etwas höheren 
Ton als 523,3 Hz vernehmen. Stecken Sie sodann einen Stroh¬ 
halm in die Flasche und halten Sie die schwingende Stimm¬ 
gabel über die Öffnung. Stellen Sie nun Resonanz her, indem 
Sie mit dem Strohhalm Wasser aus der Flasche heraussaugen. 
Sie können in Kartonröhren, Krügen, Räumen und Tunnels 
Resonanzen aufsuchen, indem Sie einen langsam ansteigenden 
„Sirenenton“ singen. Dann werden Sie die starken Resonan¬ 
zen sowohl hören als auch „fühlen“; die Änderung des Schall¬ 
widerstandes kann sogar bewirken, daß Sie „abschalten“ müs¬ 
sen oder Sie in einen benachbarten Ton zwingen. 

17. Ist Ihr Gehörapparat (Trommelfell , Nerven , Gehirn) phasen¬ 
empfindlich ? - Heimversuch. Wir wollen es herausbekom¬ 
men! Nach Aussage mancher Leute bestimmt man die Rich¬ 
tung hochfrequenten Schalls durch Feststellung des Zeitunter¬ 
schieds zwischen einem Wellenberg am einen Ohr und einem 
solchen am anderen. Angeblich weisen Sie also eine Phasen¬ 
verschiebung zwischen der Schwingung am einen Trommelfell 
und jener am anderen nach. Die Frage nach der Richtigkeit 
dieser Behauptung läuft auf folgendes hinaus: Stellen Sie sich 
zwei verschiedene Schwingungen der Trommelfelle vor. Im 
ersten Fall sind beide Trommelfelle gleichzeitig „ein“ und 
beide gleichzeitig „aus“, im anderen hingegen ist das erste 
Trommelfell „aus“, wenn das zweite „ein“ ist, und umgekehrt. 
Können Sie diesen Unterschied feststellen? 

Betrachten wir zuerst eine Kartonröhre mit offenen Enden, 
die zur Herstellung eines lauten Tones auf die Frequenz 
523 Hz abgestimmt ist. Ihre effektive Länge beträgt dann \/2, 
so daß die Luft am linken Ende nach links strömt, wenn jene 
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am rechten Ende nach rechts strömt. Also sind die Geschwin¬ 
digkeiten an den beiden Enden gegeneinander um 180° phasen¬ 
verschoben, wenn sich die Röhre in Resonanz befindet; die 
Luft strömt an beiden Enden zugleich aus und an beiden En¬ 
den zugleich ein. Schlagen Sie nun zwei Stimmgabeln in glei¬ 
cher Entfernung von den Zinkenenden aneinander und halten 
Sie an jedes Röhrenende je eine von ihnen, so daß Sie Schwe¬ 
bungen erhalten. Bei maximaler Intensität unterstützt jede 
der Gabeln die Luft in ihrer Resonanzbewegung: Jedesmal, 
wenn die Gabel am einen Ende Luft in die Röhre schiebt, tut 
jene am anderen Ende dasselbe. Nach Verstreichen einer hal¬ 
ben raschen Schwingung (mit 523 Hz) saugt jede der Stimm¬ 
gabeln Luft aus ihrem Röhrenende. Eine halbe Schwebungs¬ 
dauer später weist jedoch der aus der Röhre austretende Schall 
ein Intensitätsminimum auf. Dieses ist gleich Null, wenn Sie 
die Gabeln in gleicher Entfernung von ihren Enden angeschla¬ 
gen haben. Das Minimum kommt so zustande, daß die Gabel 
am einen Ende Luft hineinschiebt, während jene am anderen 
Ende Luft heraussaugt. Dieser Vorgang ist genau entgegenge¬ 
setzt dem, der zur Aufrechterhaltung der Resonanz erforder¬ 
lich wäre; er zerstört also die Resonanz. Mit anderen Worten, 
die von den beiden Gabeln induzierte Bewegung besteht aus 
zwei Resonanzschwingungen, die sich mit einer Phasenver¬ 
schiebung von 180° überlagern und so Null ergeben. 

Das Wesentliche an alledem ist: Für die Röhre ist es nicht 
gleichgültig, ob die Stimmgabeln bei ihrer Schwingung gleich¬ 
zeitig „drinnen“ oder gleichzeitig „draußen“ sind, oder ob die 
eine „drinnen“ ist, wenn die andere „draußen“ ist. Im ersten 
Fall liegt nämlich ein Schwebungsmaximum, im zweiten ein 
Schwebungsminimum vor. Nun läßt sich die Frage bezüglich 
Ihres Gehörapparates folgendermaßen formulieren: Hören Sie 
Schwebungen, wenn Sie eine Stimmgabel an das eine Ohr und 
eine andere an das andere Ohr halten? Oder nehmen Sie irgend 
etwas anderes wahr, das die mathematische Struktur der 
Schwebungen aufweist? Dann wird Ihnen Ihr Gehörsinn viel¬ 
leicht mitteilen: „Es kommt von der linken Seite des Raumes; 
es kommt von der rechten Seite des Raumes, usw.“, wenn Sie 
die den Schwebungsmaxima und -minima entsprechenden 
Erscheinungen wahrnehmen. Wenn also jene Leute recht ha¬ 
ben, nach denen die Schallrichtung auf Grund von Phasen¬ 
unterschieden bestimmt wird, dann könnte das Gehirn sagen: 

Ist ein Trommelfell dem anderen mit seiner Phase beispiels¬ 
weise um 90° voraus, so kommt der Schall aus der Richtung 
eben dieses Trommelfells. Die betreffende Richtung würde 
sich jedoch mit der Schwebungsfrequenz umkehren. Führen 
Sie zur Beantwortung der Frage den Versuch aus. 

Man kann die Frage, mit der Kartonröhre als Beispiel, noch 
anders formulieren: Haben Sie ein Loch in Ihrem Kopf? 

18. Messung der Phasenbeziehungen an den beiden offenen Enden 
eines Schlauchs - Heimversuch. Ein langer Schlauch sei in 
einer Schachtel zusammengerollt. Das eine seiner offenen En¬ 
den stehe auf einer Seite der Schachtel heraus, das andere auf 
der anderen. Es sei Ihnen nicht gestattet zu sehen, wieviel von 
dem Schlauch im Inneren der Schachtel aufgerollt ist. Sie 
bringen nun an einem der hervorstehenden Enden ein Abstimm¬ 
teleskop an und stellen damit bei den 523,3 Hz Ihrer Stimm¬ 
gabel auf Resonanz ein. Die Gesamtlänge beträgt nun also ent¬ 
weder | \ oder \ oder | X oder ... Wie können Sie fest¬ 
stellen, ob die Schlauchlänge gleich einem ungeraden oder 
geraden Vielfachen der halben Wellenlänge ist? Halten Sie 
dazu zwei schwingende Stimmgabeln an ein Ende des Schlauchs 
und hören Sie sich die Schwebungen an. Prägen Sie sich den 
Rhythmus ein. Dann können Sie, wenn Sie eine der Gabeln 
einen Augenblick lang entfernen und dann (ohne die weiter¬ 
gehenden Schwingungen beider Gabeln zu stören) wieder an 
ihre Stelle bringen, feststellen, daß das Schwebungsmaximum 


„im Takt“ an der richtigen Stelle eintritt. Üben Sie dies meh¬ 
rere Male, so daß Sie eine Schwebung auslassen, die Schwe¬ 
bungen im Kopf abzählen und wieder im richtigen Augenblick 
mit der Gabel zurückkehren können. Die durch ein Gummi¬ 
band an einer Stimmgabel gebildete Belastung läßt sich so 
einrichten, daß Sie eine gut abzählbare Schwebungsfrequenz 
erhalten. Erscheint Ihnen dies alles zu schwierig, so können 
Sie ein Metronom verwenden. Nun bringen Sie die einen Augen¬ 
blick lang entfernte Gabel nicht mehr an dasselbe Röhrenende 
zurück, sondern an das andere Ende. Horchen Sie wiederum 
nach Schwebungen - beide Gabeln haben inzwischen weiter¬ 
geschwungen. Kommen die Schwebungen „im Takt“ oder 
„im Gegentakt“ wieder? Auf Grund des Versuchsergebnisses 
sollten Sie entscheiden können, ob die Röhrenlänge eine un¬ 
gerade oder gerade Anzahl halber Wellenlängen beträgt. Sagen 
Sie das Ergebnis voraus und führen Sie dann den Versuch mit 
Ihrer Röhre von einer halben Wellenlänge aus. Stellen Sie eine 
andere Röhre, die eine Wellenlänge lang ist, her, um das Er¬ 
gebnis zu erhalten. 

19. Obertöne der Stimmgabel - Heimversuch. Sendet Ihre 
523,3-Hz-Stimmgabel nur einen Ton mit 523 Hz aus? 

Schlagen Sie die Gabel an einem harten Gegenstand an. Sie 
sollten neben dem starken 523-Hz-Ton einen zusätzlichen 
schwachen Ton hören, der nach zwei oder drei Sekunden ab¬ 
klingt. Es handelt sich dabei um eine Oberschwingung der 
Gabel, die wegen der mit ihr verbundenen größeren Verbie¬ 
gung der Zinken stark gedämpft ist. Wie verhält es sich mit 
dem um eine Oktave höheren Ton von 1046 Hz (c 2 ) ? Dieser 
ist wegen des Grundtones von 523 Hz nur schwer zu hören. 
Suchen Sie ihn mittels einer auf Resonanz abgestimmten Röhre 
auf: Sie können eine Röhre auf 1046 Hz abstimmen, indem 
Sie sie leicht gegen Ihren Kopf schlagen und nach der Oktave 
von 523 Hz horchen. Oder schneiden Sie die Röhre einfach 
nach der „Theorie“ zu: Die Länge erhält man, indem man 
von \/2 für jedes Ende 0,6 mal dem Radius R abzieht. Halten 
Sie sodann die 523-Hz-Gabel an ein Ende der 1046-Hz-Röhre 
und horchen Sie. Verwenden Sie zur Kontrolle eine auf 523 Hz 
abgestimmte Röhre; bewegen Sie die Gabel zwischen den bei¬ 
den Röhren hin und her. 

20. Allgemeine sinusförmige Welle. Schreiben Sie die laufende 
Welle 4> (z,t) = A cos (cot - kz) als Überlagerung zweier stehen¬ 
der Wellen an. Drücken Sie ebenso die stehende Welle 

t//(z,t) = A cos cot cos kz als Überlagerung zweier in entgegen¬ 
gesetzte Richtung laufender Wellen aus. Betrachten Sie sodann 
die folgenden Überlagerungen laufender Wellen: 

^(z,t) = A cos (cüt - kz) + RA cos (cot + kz). 

Zeigen Sie, daß sich diese sinusförmige Welle als Überlagerung 
stehender Wellen der Form 

tKz,t) = A(1 + R) coswt cos kz + A(1 - R) sincüt sin kz 
schreiben läßt. Man kann sich also ein und dieselbe Welle ent¬ 
weder als Überlagerung stehender Wellen oder als Überlagerung 
laufender Wellen vorstellen. 

21. Reflexionsfreie Vergütungsschicht. Eine Glaslinse werde mit 
einer reflexionsfreien \/4-Vergütungsschicht überzogen. Der 
Brechungsindex der Schicht beträgt y/n, der von Glas n. 

Nehmen Sie den Brechungsindex im sichtbaren Frequenz¬ 
spektrum als frequenzunabhängig an. Bei senkrechtem Einfall 
von Licht bezeichne I re f den zeitlichen Mittelwert der reflek¬ 
tierten Intensität, I 0 jenen der einfallenden Intensität. Zeigen 
Sie, daß die relative reflektierte Intensität von der Wellenlänge 
des einfallenden Lichts auf folgende Weise abhängt: 
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wobei X die Vakuum weilenlänge des einfallenden Lichts be¬ 
zeichnet. Nehmen Sie für Glas n = 1,5 an. Es sei X 0 = 5 500 Ä 
(grünes Licht). Dann ist I re f für Grün gleich Null. Welchen 
Wert hat I re f/Io für blaues Licht der Vakuumwellenlänge 
4500 Ä und rotes Licht der Vakuumwellenlänge 6500 Ä? 
Lösung: Die relative reflektierte Intensität von Rot beträgt 
etwa 2 • 10“ 3 ,die von Blau ist etwa doppelt so hoch. (Ihre Er¬ 
gebnisse sollten jedoch auf zwei Stellen genau sein.) 

22. Widerstandsanpassung durch veränderlichen Brechungsindex. 

Die optischen Widerstände eines Bereichs mit dem Brechungs¬ 
index ni und eines solchen mit n 2 sind einander anzupassen. 
Dabei soll der zur Widerstandsanpassung dienende Übergangs¬ 
bereich die Gesamtlänge / aufweisen. Wie sieht der optimale 
Verlauf des Brechungsindex n in Abhängigkeit von z zwischen 
den beiden Bereichen aus? Ist er exponentiell? Warum nicht? 
Lösung: Die Wellenlänge X = (c/i>)/n sollte linear von z ab- 
hängen. Wenn sich also der Übergangsbereich von z = 0 bis 

z = / erstreckt, so muß gelten X(z) = Xi + (z//)(X 2 ~~ ^l)- 

23. Die hübscheste Interferenzlinie bei weißem Licht. Sehen Sie 
sich die von zwei aneinandergepreßten Mikroskopgläsern er¬ 
zeugten Interferenzlinien an. Die Mitte des Musters ist schwarz, 
sie zeigt also kein Spiegelbild des Himmels. Die erste Linie 
hingegen ist weiß, dann werden die Linien jedoch farbig. Nach 
einem Dutzend Linien vermischen und überlappen sie sich und 
werden wieder weiß. Welche Linie sieht etwa am stärksten 
monochromatisch aus? Genauer: Definieren Sie als die 
„hübscheste“ Linie jene, die weder „rot noch blau“ ist. Rot 
hat die Wellenlänge 0,65 pm (1 pm = 1 Mikrometer = 10 _ 6 m), 
Blau hingegen die Wellenlänge 0,45 pm ; unter „weder rot 
noch blau“ verstehen wir, daß - wie im Falle der hübschesten 
Linie - jede dieser Farben durch destruktive Interferenz ver¬ 
schwindet. Geben Sie jene ganze Zahl an, die der zur hübsche¬ 
sten Linie gehörenden Zahl N am nächsten liegt. Nennen Sie 
ferner die Wellenlänge, bei der die Interferenz in dieser Linie 
vollkommen destruktiv ist, sowie in etwa die zugehörige Farbe. 

24. Interferenz in dünnen Schichten. Monochromatisches Licht 
falle senkrecht auf eine Luftschicht der Dicke / zwischen zwei 
Mikroskopgläsern ein. Zeigen Sie, daß für die reflektierte Inten¬ 
sität in der Näherung für schwache Reflexionen der Beziehung 

if ~ 4R n sin V 

gilt. Vernachlässigen Sie dabei die Interferenzeffekte, die von 
den beiden Außenflächen der beiden Gläser herrühren. Die da¬ 
durch entstehenden Linien werden nämlich - außer bei sehr 
monochromatischem Licht - auch bei einem schmalen Farb- 
bereich verwaschen (vgl. Übung 10, „Fabry-Perotsche Linien 
an einer Fensterscheibe“). 

25. Fabry-Perotsche Linien an einem Glasplättchen von 1mm Dicke. 
Begründen Sie folgende Aussage: Beim Auftreten von Fabry- 
Perotschen Interferenzlinien an einem Glasplättchen von 1 mm 
Dicke muß die „Linienbreite“ (Bandbreite) des Lichts weniger 
als 3 cm -1 betragen, damit die Linien nicht verwaschen werden. 

26. Vielfachreflexion. Bei den folgenden Rechnungen sollen Sie 
komplexe Zahlen verwenden. Der Realteil von Aei( wt - kz ) 

- wobei A reell ist - sei \p e { n . Daher '/'ein = Ä cos (cüt - kz). 

Bei z = 0 erfährt der Wellenwiderstand eine plötzliche Ände¬ 
rung von Zi auf Z 2 . Bei z = / ändert er sich wieder, diesmal 
von Z 2 auf Z 3 . Es sei R 12 = (Zj _ “Z 2 )/(Z 1 + Z 2 ) = — R 2 i, 

R 23 = ( z 2 -Z 3 )/(Z 2 + Z 3 ). Im Medium 1 trete eine reflektier¬ 
te Welle auf, die gleich dem Realteil von R AeK^f + kz ) sei. 
Dabei lasse sich R, eine komplexe Größe, in der Form 

R = IR le-i ß schreiben. 


a) Zeigen Sie, daß wir bei Vernachlässigung aller Beiträge 
außer der Reflexion bei z = 0 und der ersten Reflexion 
bei z = / 

R = R 12 + Ti 2 R 23 T 2 ie 2ik 2* 

erhalten, wobei T 12 = 1 + R 12 und T 21 = 1 + R 21 = 1 - R 12 . 

b) Zeigen Sie durch explizites Aufsummieren der unendlichen 
Reihe, das unendlich vielen Reflexionen entspricht, daß 
die exakte Lösung für R 

(1 - R^)R 23 e- 2 ik 2 Z 

R — Ri 2 + 

1 - R 23 R 21 e-2 ik 2* 

lautet. Dabei rührt der erste Term, R 12 , von der Reflexion 
an der ersten Unstetigkeit bei z = 0 her, der Rest hingegen 
von Reflexionen bei z = /. Zeigen Sie, daß sich dieses Er¬ 
gebnis in der Näherung für schwache Reflexionen auf jenes 
von Teil a) reduziert. Erarbeiten Sie ferner, daß sich das 
exakte Ergebnis in der Form 

Ri 2 + R 23 e- 2ik 2* 

R = - 

l + Rl 2 R 23 e-2ik 2 / 

schreiben läßt. Zeigen Sie schließlich, daß dieser exakte 
Ausdruck für R bei denselben Kombinationen von R 23 /Ri 2 
und k 2 / verschwindet wie der Näherungsausdruck für R, 
den wir in der in Abschnitt 5.5 verwendeten „Näherung 
für schwache Reflexionen“ erhalten haben. Der Näherungs¬ 
ausdruck gibt also die Nullstellen richtig an, er ist jedoch 
bezüglich der Intensitätsmaxima ungenau. 

27. Methode der Randbedingungen für Reflexions- und Trans¬ 
missionskoeffizienten. Die physikalische Situation ist genau 
dieselbe wie die in Übung 26, die Lösungsmethode wird jedoch 
völlig unterschiedlich sein. Anstatt eine unendliche Reihe viel¬ 
fachreflektierter Strahlen aufzusummieren, gehen wir folgen¬ 
dermaßen an das Problem heran: Jeder „Strahl“ in der Über¬ 
lagerung von vielfachreflektierten Strahlen ist stetig. Daher ist 
die Überlagerung selbst auch stetig, worauf sich die Methode 
gründet. Wir schlagen uns also nicht mit dem Aufsummieren 
von Vielfachreflexionen herum. Vielmehr schreiben wir \//(z,t) 
in den drei Bereichen 1 (z < 0), 2 (z = 0 bis /) und 3 (z >/) 
als Realteil von 

1 |/ 1 (z,t) = e*“* - k > z) + Re*“* + k i z >, 

* 2 (z,t) = Fe*“* - k 2 z > + Be*“* + k 2 z) 
und 

<|/ 3 (z,t) = Te*“* ” 

wobei R (reflektiert), F (vorwärts), B (rückwärts) und 
T (durchgelassen) zu bestimmende komplexe Zahlen darstel¬ 
len. (Der Einfachheit halber haben wir die Amplitude der ein¬ 
fallenden Welle als Eins angenommen.) Beachten Sie, daß der 
Term mit der komplexen Amplitude F die Überlagerung aller 
zwischen z = 0 und z = / vielfachreflektierten Strahlen darstellt, 
die zur Zeit t nach vorwärts wandern. Analog ist der Term mit 
der komplexen Amplitude B gleich der Überlagerung aller 
nach rückwärts laufenden Strahlen. Sie sollen die Randbedin¬ 
gungen für Stetigkeit an den beiden Grenzflächen z = 0 und 
z = / anwenden. Nehmen Sie an, \p( z,t) und d\p(z f t)/bz seien 
stetig. (Dies bedeutet im Falle einer Saite konstante Saiten¬ 
spannung ; bei Schallwellen bedeutet es, daß der Gleich- 
gewichtsdruck p 0 mal dem Faktor 7 konstant ist; oder bei 
elektromagnetischen Wellen, daß die magnetische Permeabili¬ 
tät p konstant ist.) Diese beiden Randbedingungen an jeder 
der beiden Grenzflächen liefern vier lineare Gleichungen in 
den vier komplexen Größen T, F, B und R, die zur eindeutigen 
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Bestimmung von T, F, B und R ausreichen. Begründen Sie 
diese Behauptung und ermitteln Sie T, F, B und R. Zeigen Sie, 
daß Ihr Ergebnis mit jenem identisch ist, daß wir in Übung 15 
mit der Methode der Vielfachreflexion erhalten haben. 


28. Durchgangsresonanz. 

a) Licht werde an zwei Grenzflächen reflektiert (Übungen 26 
und 27). Zeigen Sie, daß der zeitliche Mittelwert der nicht 
reflektierten und daher nach dem Satz von der Erhaltung 
der Energie durchgehenden relativen Intensität folgender¬ 
maßen lautet: 

j _ | R p _ 1 ~ R 12 ~ R 23 + R 12 R 23 

1 + 2R 12 R 2 3Cos2k 2 / + R 2 2 R 2 ^ 

b) Zeigen Sie, daß dieser Ausdruck in 

i - IrP =- (1 2 ~ R ^ )2 4 

1 - 2Rj 2 cos 2k 2 / + Rj 2 

übergeht, wenn die Medien 1 und 3 denselben Wellenwider¬ 
stand haben. 


c) Zeigen Sie, daß der zeitliche Mittelwert der nicht reflektier¬ 
ten relativen Intensität bei bestimmten Punkten von k 2 / 
gleich Eins ist, so daß bei diesen Werten die gesamte Ener¬ 
gie durchgelassen wird und keinerlei Reflexion auftritt. 
Bezeichnen Sie nun irgendeinen dieser „Resonanzwerte“ 
von k 2 mit k 0 und zeigen Sie, daß für die Resonanzwerte 
die Beziehungen ko/ = 7r, 27r, 37t usw. gelten. 


d) Zeigen Sie, daß der zeitliche Mittelwert der Intensität 

IrP ; 


l 


(1 - R nf 


(1 - R 2 ,) 2 + Rj 2 [2/(k 2 -k 0 )] 2 


lautet, wenn k 2 hinreichend nahe einem Resonanzwerk k 
liegt. Begründen Sie ferner die Behauptung, daß hier eine 
Breit-Wigner-Resonanzkurve nach Abschnitt 3.2 vorliegt 
und daß die Halbwertsbreite Ak 2 für die durchgehende 
Intensität die Beziehung 

(1 


(Ak 2 )/ 


Rl2) 


IRi 2 i 


gilt. Dabei setzen Sie voraus, daß Ir* 2 I nicht sehr viel 
kleiner als Eins ist. Zeigen Sie, daß die Breit-Wigner-Nähe- 
rung für Ir 12 I 1 nutzlos ist, da sie dann nur in unmittel¬ 
barer Nähe von k 0 gilt. Sie kann nicht einmal bis zu den 
„Halbwertspunkten“ der durchgehenden Intensität benutzt 
werden, weshalb man in diesem Falle das exakte Ergebnis 
benutzen muß. Zeigen Sie, daß für IRj 2 I ^ 1, wenn die 
Breit-Wigner-Gleichung noch viele Halbwertsbreiten von k 0 
entfernt gilt, die Halbwertsbreite gegeben ist durch 
(Ak 2 )/ « 2(1 - |R 12 l). 


29. Randbedingung bei halbseitig unendlicher Saite. Eine halb¬ 
seitig unendliche Saite sei nicht direkt, sondern in der in Bild 
5.6 dargestellten Weise mit dem Ausgang des erregenden 
Mechanismus verbunden. Die Saitenspannung sei T, die Linien¬ 
massendichte der Saite p, die Federkonstante K. Die Feder sei 
gerade so lang, daß \p (0, t) gleich Null ist, wenn die Auslenkung 
D(t) des erregenden Stabes verschwindet und die Feder ent¬ 
spannt ist. Die Bewegung des Stabes werde durch D(t) = A cos cot 
beschrieben. Es wird eine laufende Welle der Form 
B cos (cot - kz + <p) auftreten. Das Problem besteht darin, die 
„Randbedingung“ bei z = 0 zu ermitteln und zur Bestimmung 
von B/A und <p zu verwenden. ( Hinweis: Die Rechnung wird 
leichter, wenn Sie komplexe Zahlen verwenden.) 


r 




r 


Saite 


— ^rre^ndcr Stab 


Bild 5.6 


Lösung: tan<p = - cü(Tp) 1 / 2 /K, B/A = [l + (a; 2 Tp/K 2 )]" 1/2 = 
cos«p. Beachten Sie, daß wir für große K erwartungsgemäß 
\p( 0,t) = D(t) erhalten. Warum? 

30. Harmonisch schwingende Saite. Ein auf einer Saite bei 
z a = 10 cm liegender Punkt schwingt harmonisch mit der 
Frequenz 10 Hz und der Amplitude 1 cm. Die Phase sei so 
beschaffen, daß der Punkt zur Zeit t = 0 mit nach oben gerich¬ 
teter Geschwindigkeit durch die Gleichgewichtslage geht. Eine 
nach oben gerichtete Auslenkung definieren wir als positiv. 

a) Welchen Betrag und welche Richtung weist die Geschwin¬ 
digkeit des Punktes a zur Zeit t = 0,05 s auf? 

Nun seien die Saitenparameter (Masse pro Längeneinheit 
und Spannung) so beschaffen, daß die Phasengeschwindig¬ 
keit 100 cm/s beträgt: 

b) Wie groß ist die Wellenlänge einer laufenden Welle, die einer 
stehenden Welle? 

c) Ein anderer Punkt bei bei z^ =15 cm schwinge mit der¬ 
selben Amplitude wie jener bei z a = 10 cm, jedoch mit 
einer Phasenverschiebung von 180° gegenüber der Schwin¬ 
gung bei z a . Können Sie sagen, ob es sich um eine reine 
laufende, um eine reine stehende Welle oder um eine Kom¬ 
bination aus beiden handelt ? 

d) Ein dritter Punkt c bei 12,5 cm schwinge mit derselben 
Amplitude wie Punkt a bei z a , jedoch mit einer um 180° 
verschiedenen Phase. Punkt b schwinge wie oben. Teüen 
Sie uns nun mit, ob es sich um eine stehende oder um eine 
laufende Welle handelt (oder um eine Kombination). 

31. Resonanzen in Spielzeugballons - Heimversuch. Beschaffen 
Sie sich einen mit Helium gefüllten Ballon. Halten Sie ihn nahe 
an Ihr Ohr und schlagen Sie leicht darauf. Singen Sie ihn so¬ 
dann von einer Seite an und suchen Sie nach Resonanzen. 
Blasen Sie nun einen anderen Ballon mit Luft so auf, daß sein 
Durchmesser gleich jenem des Heliumballons wird, und schla¬ 
gen Sie leicht darauf. Schätzen Sie das Verhältnis der beim 
Anschlägen zu hörenden Grundfrequenzen des Helium- und 
des Luftballons ab. Welches Frequenzverhältnis würden Sie 
Voraussagen: Vergleichen Sie die Stärke (Lautstärke) der 
Resonanzen, die Sie erhalten, wenn Sie den Heliumballon an¬ 
singen, mit jenen, die Sie beim Luftballon erhalten. Warum 
tritt solch ein Unterschied auf? 

32. Abschluß von Wellen auf einer Saite. 

a) Nehmen Sie an, Sie hätten einen masselosen Stoßdämpfer 
mit zwei bewegten Teilen 1 und 2, die sich in der x-Rich- 
tung gegeneinander bewegen können. Diese liege transver¬ 
sal zur Richtung der Saite, der z-Richtung. Die Reibung 
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werde durch eine Flüssigkeit erzeugt, die die Relativbewe¬ 
gung der beiden bewegten Teile hemmt. Sie sei so beschaf¬ 
fen, daß die zur Aufrechterhaltung der Relativgeschwindig¬ 
keit Xi — x 2 der beiden bewegten Teile erforderliche Kraft 
gleich ZdCxx — x 2 ) ist. Dabei stellt den Eingangswider¬ 
stand des Stoßdämpfers dar. Der Eingang (Teil 1) sei mit 
dem Ende einer Saite vom Wellenwiderstand Z\ verbunden, 
die sich von z = - 00 bis z = 0 erstrecke. Hingegen sei der 
Ausgang (Teil 2) mit einer Saite vom Wellenwiderstand Z 2 
verbunden, die sich bis z = + 00 erstrecke. Zeigen Sie nun: 
Eine von links einfallende Welle erfährt bei z = 0 denselben 
Wellen widerstand, als wäre sie mit einer „Belastung“ in 
Form einer Saite vom Wellenwiderstand Z; 

7 _ Z d Z 2 _1 = _I + JL 
' z d + z 2 ’ h - z, z d z 2 

verbunden, die sich von z = 0 bis z = + 00 erstreckt. Stoß¬ 
dämpfer und Saite 2 verhalten sich also so, als wären sie 
„parallelgeschaltete“ Widerstände, die von der einfallenden 
Welle erregt werden. 

b) Nun falle eine harmonische Welle mit einer einzigen Fre¬ 
quenz ein. Ihre Wellenlänge im Medium 2 betrage \ 2 . 
Begründen Sie folgende Behauptung: Die Welle erfährt 
bei z = 0 einen idealen Abschluß, wenn sich die Saite mit 
Z 2 nur bis z = 5 X 2 erstreckt und dort durch einen reibungs¬ 
freien Stoßdämpfer (Eingangswiderstand Null) begrenzt 
wird. Zeigen Sie, daß der Ausgang des Stoßdämpfers bei 
z = 0 nicht sagen kann, ob er mit einer Saite von unend¬ 
lichem Wellenwiderstand verbunden ist oder mit einer Saite 
der Länge \ X 2 , die bei z = \ X 2 durch eine reibungsfreie 
Dämpfungsvorrichtung „kurzgeschlossen“ wird. In jedem 
Falle bleibt der Ausgang in Ruhe. 

33. Akustische Eigenschaften von Räumen. Die akustischen 
Eigenschaften eines Raumes hängen hauptsäfchlich von der 
„Nachhallzeit“ als Funktion der Frequenz ab. Nehmen Sie an, 
der Raum werde mit einer bestimmten Frequenz im stationä¬ 
ren Zustand erregt. Sodann werde die erregende Kraft - etwa 
eine elektrisch betriebene Orgelpfeife - plötzlich abgeschaltet. 
Die gespeicherte Energie wird nun annähernd exponentiell 
mit einer mittleren Abklingzeit r abklingen, wobei 
1 1 dEv er i us t 

T ^gespeichert dt 

Zumindest würde sich so ein eindimensionaler harmonischer 
Oszillator verhalten. Wir dürfen dies für den Raum annehmen. 
Die Schallenergiedichte sei pg, das Volumen des Raumes V. 
Wie groß ist die gespeicherte Energie? Bei einer ebenen lau¬ 
fenden Welle ist die Intensität (in erg/cm 2 s) gleich dem zeit¬ 
lichen Mittelwert der Energiedichte mal der Schallgeschwin¬ 
digkeit v = 332 m/s. Die Schallwellen in dem Raum sind zwar 


Tabelle 5.1: Absorptionskoeffizienten aj fir v = 512 Hz 


Offenes Fenster 1,00 

Teppich 0,20 

Linoleum 0,12 

Haarfilz, 2,5 cm dick 0,78 

Publikum (für jede Person wird eine effektive Fläche ^ 

von 1 m 2 angenommen) ’ 

Holz 0,061 

Verputz 0,033 

Glas 0,027 


nach Wallace C. Sabine, Collected Papers on Acoustics („Gesam¬ 
melte Arbeiten über Akustik“), S. 223 f. (Dover Publications, 
New York, 1964). 


keine laufenden Wellen, sie dürfen jedoch als Überlagerung 
laufender Wellen angesehen werden, die sich nach allen Rich¬ 
tungen ausbreiten. Man kann sich vorstellen, daß in jeder der 
sechs Richtungen - entlang den positiven und negativen x-, 
y- und z-Achsen - je ein Sechstel der Energie strömt. 

Intensität, die in der positiven Richtung fortschreitet und ein 
offenes Fenster antrifft, tritt durch dieses hinaus und geht 
verloren. Man sagt, ein offenes Fenster habe den Absorptions¬ 
koeffizienten a = 1,0. Die Wände, die Decke und der Boden 
weisen eine Gesamtfläche A auf, die als Summe der Flächen 
Aj, A 2 usw. mit den Absorptionskoeffizienten aj, a 2 usw. 
angesehen werden kann. Leiten Sie den folgenden Näherungs¬ 
ausdruck für die mittlere Abklingzeit r her: 

WA x ~ 6 V 
TE(Ajaj) ~ — , 

wobei die Summe alle Flächen des Raumes umfaßt. Betrach¬ 
ten Sie die begleitende Tabelle von Absorptionskoeffizienten 
(Tabelle 5.1). 

Im Jahre 1895 wurde Wallace Sabine gebeten, irgend etwas 
gegen die fürchterlichen akustischen Eigenschaften des Vor¬ 
lesungsraumes im neuen Fogg Art Museum von Harvard zu 
unternehmen, das gerade fertiggestellt worden war. Wir bitten 
Sie nun, auf Grund der folgenden Angaben (aus W. C. Sabine, 
Collected Papers on Acoustics, S. 30, Dover, 1964) abzuschät¬ 
zen, wie schlimm es um die Dauer des Nachhalls bestellt war: 
V = 2 740 m 3 ; Gestalt annähernd würfelförmig; Wände und 
Decke verputzt, Holzboden. Nehmen Sie ferner die „Hörbar¬ 
keitsdauer“ als etwa 4 r an. Sabine verwendete bei seinen Ver¬ 
suchen Zuhörer zum Nachweis des Schalls. Sein experimen¬ 
telles Ergebnis für die Hörbarkeitsdauer lautete 5,61 s. Diese 
Zeit verminderte er durch den Einbau verschiedener absorbie¬ 
render Materialien auf 0,75 s. 



6. Modulationen, Impulse und Wellenpakete 


6.1. Einleitung 

Bisher haben wir hauptsächlich Schwingungen und Wel¬ 
len mit dem harmonischen zeitlichen Verlauf cos(cot + </>) 
und einer einzigen Frequenz untersucht. Eine Ausnahme 
bildete unsere Betrachtung von Schwebungen in Abschnitt 
1.5. Dort lernten wir, daß die Überlagerung zweier Schwin¬ 
gungen mit annähernd, jedoch nicht völlig gleichen Fre¬ 
quenzen zu der hochinteressanten Erscheinung der Schwe¬ 
bungen führt. Kapitel 6 stellt eine Erweiterung unserer 
Untersuchung von Schwebungen dar: Im folgenden wer¬ 
den wir Schwebungen sowohl im Raum wie auch in der 
Zeit, sowie Schwebungen, die sich aus der Überlagerung 
von zwei oder von vielen Partialwellen ergeben, unter¬ 
suchen. Wir werden klären, wie sich diese Schwebungen 
(allgemeine Modulationen, für mehr als zwei Frequenzen) 
wie laufende Wellen ausbreiten. Dabei werden wir finden, 
daß gewisse Modulationen, die man Wellengruppen oder 
Wellenpakete nennt, beim Fortschreiten Energie transpor¬ 
tieren und sich mit der Gruppengeschwindigkeit ausbreiten. 

Eigene Erfahrungen mit Wellenpaketen gewinnen Sie 
am besten, wenn Sie Steine in einen Teich werfen und die 
sich kreisförmig ausbreitenden Wellenpakete beobachten. 
(Eine andere günstige Methode besteht darin, Wasser¬ 
tropfen in eine Schüssel fallen zu lassen.) Die sich dabei 
kreisförmig ausbreitenden Wellenpakete transportieren 
offensichtlich Energie, denn sie können einen entfernten 
Korken bei ihrem Eintreffen in Bewegung versetzen. Bei 
genauer Beobachtung werden Sie sehen, daß die einzelnen 
Wellenberge und -täler innerhalb des Pakets keine kon¬ 
stante Lage haben. Haben diese Einzelwellen Wellenlängen 
von mehr als einigen Zentimetern, so bewegen sie sich et¬ 
wa doppelt so schnell fort wie das Wellenpaket selbst. Sie 
entstehen an seiner Rückseite, wandern zur Vorderseite 
und verschwinden; sie laufen mit der Phasengeschwindig¬ 
keit, das Wellenpaket als Ganzes schreitet hingegen mit 
der Gruppengeschwindigkeit fort. 

Wir empfehlen dem Leser, eine Schüssel oder einen Kü¬ 
bel mit Wasser zu füllen und einige Wellenpakete zu erzeu¬ 
gen. Am Anfang werden Sie vielleicht die Relativbewegung 
zwischen den Einzelwellen und dem Wellenpaket nicht 
sehen. Diese läßt sich am leichtesten beobachten, wenn 
man Steine oder Wassertropfen in einen großen Teich fal¬ 
len läßt und das Fortschreiten der Wellenpakete einige 
Sekunden lang verfolgt. Dazu ist jedoch in einer kleinen 
Schüssel die Zeit zu kurz. 


6.2. Gruppengeschwindigkeit 

Die Phasengeschwindigkeit einer sinusförmigen laufen¬ 
den Welle ist nicht notwendigerweise jene Geschwindigkeit, 
mit der Energie oder Information transportiert werden. In 


Kapitel 4 haben wir mehrere Beispiele für diese Tatsache 
angetroffen. So fanden wir, daß die Phasengeschwindig¬ 
keit des Lichts in der Ionosphäre größer als c ist. Könnte 
man Signale mit einer größeren Geschwindigkeit als c 
übermitteln, so wäre die Relativitätstheorie falsch. 

Modulierte Wellen übertragen Signale. Durch eine har¬ 
monische laufende Welle einer einzigen Frequenz kann 
man kein Signal übertragen. Der Grund dafür liegt darin, 
daß eine solche Welle für alle Zeiten weiterläuft und jede 
Schwingung mit der vorhergehenden gleich ist. Die Welle 
überträgt sozusagen keine andere Information als die, daß 
sie vorhanden ist. Wollen Sie jedoch eine Botschaft über¬ 
mitteln, so müssen Sie die Welle modulieren : Sie müssen 
irgend etwas an ihr so verändern, daß diese Änderung von 
einem entfernten „Empfänger“ wieder entschlüsselt wer¬ 
den kann. Sie können beispielsweise die Amplitude verän¬ 
dern; dann spricht man von Amplitudenmodulation. So 
läßt sich die Amplitude so verändern, daß eine Reihe von 
Punkten und Strichen im Morsecode übermittelt wird. 
Dabei stellt jede Kombination von Punkten und Strichen 
einen Buchstaben des Alphabets dar. Eine andere Mög¬ 
lichkeit besteht darin, die Frequenz oder die Phasenkon¬ 
stante irgendwie so zu verändern, daß eine Entschlüsselung 
möglich ist; diese Verfahren bezeichnet man als Frequenz - 
bzw. Phasenmodulation. In keinem der erwähnten Fälle 
kann jedoch die Welle durch eine einfache harmonische 
Kraft erregt werden. 

Wir wollen nun wissen, wie sich Signale ausbreiten. 
Dazu müssen wir aber laufende Wellen untersuchen, die 
von einem bei z = 0 liegenden Sender in ein unbegrenztes 
Medium hinausgeschickt werden. Dabei habe der Sender¬ 
ausgang jedoch nicht die einfache harmonische Bewegung 
D(t) = A coscot, sondern einen komplizierteren Verlauf 
D(t) = f (t). Man findet, daß sich eine große Klasse von 
Funktionen f (t) als lineare Überlagerungen - also Sum¬ 
men - harmonischer Funktionen der Form 
A(co) cos [cot + ^(co)] ausdrücken läßt. Dabei sind die 
Amplitude A(co) und die Phasenkonstante ^(co) für jede 
auftretende Kreisfrequenz verschieden und durch die als 
Überlagerung auszudrückende Funktion f (t) festgelegt. 
Später werden wir untersuchen, wie man die Amplituden 
A(co) und die Phasenkonstanten ^(co) mit der Methode 
der Fourieranalyse bestimmt. Im Augenblick wollen wir 
jedoch eine Überlagerung aus nur zwei Termen betrachten, 
was schon zu einigen hochinteressanten Ergebnissen führt. 
Auf Grund dieser Ergebnisse werden wir dann die Ausbrei¬ 
tung eines Wellenpakets in einem dispergierenden Medium 
verstehen; in einem solchen hängt bekanntlich die Phasen¬ 
geschwindigkeit von der Wellenlänge ab. 

Überlagerung zweier harmonischer Schwingungen zu 
einer amplitudenmodulierten Schwingung. Nehmen wir 
an, ein bei z = 0 liegender Sender errege eine Saite, die sich 
von z = 0 bis z = + 00 erstrecke. Die Schwingung des Sen- 
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ders sei eine Überlagerung zweier harmonischer Schwingun¬ 
gen mit den Kreisfrequenzen und gj 2 . Es wird uns kein 
interessantes Ergebnis verlorengehen, wenn wir die Ampli¬ 
tuden und Phasenkonstanten der beiden Partialschwingun¬ 
gen als gleich annehmen. Für die Auslenkung des Senders 
gelte also 

D(t) = Acoscj! t + Acoscj 2 t. (6.1) 

Von unseren früheren Untersuchung von Schwebungen 
(siehe Gin. (1.80) bis (1.85)) wissen wir, daß sich die Über¬ 
lagerung (6.1) in die Form einer amplitudenmodulierten 
Schwingung bringen läßt: 

D(t) — A moc j(t) cos co m it(t), (6.2) 

wobei 

Amod(Ü ~ 2 A COSCG mod t (6.3) 

mit 

w mod = 2 (^ 1 ~ W 2 ) , 

w mit = 2(^1 +co 2 ). (6.4) 

Sind Lü j und cj 2 von vergleichbarer Größe, so ist die Mo¬ 
dulationsfrequenz cc mod klein gegenüber der mittleren 
Kreisfrequenz cL? m i t . Dann kann man sich die durch 
Gl. (6.2) angegebene Bewegung als fast harmonische 
Schwingung mit der Kreisfrequenz co mit und einer nur 
langsam veränderlichen, also fast konstanten Amplitude 
vorstellen. Diese Schwingung ist mit der verhältnismäßig 
niedrigen Modulationsfrequenz cj mod harmonisch ampli¬ 
tudenmoduliert. 

Die in den Gin. (6.2) und (6.3) beschriebene Bewegung 
stellt insofern die einfachste mögliche amplitudenmodulier¬ 
te Schwingung dar, als sie nur eine einzige Modulations¬ 
frequenz cj mod enthält. Eine allgemeinere amplitudenmodu¬ 
lierte Schwingung hätte zwar ebenfalls die Form der Gl. 
(6.2), doch wäre A mod (t) eine Überlagerung vieler verschie¬ 
dener Terme von ähnlicher Form wie Gl. (6.3). Jeder von 
diesen hätte seine eigene Modulationsfrequenz, Amplitude 
und Phasenkonstante. Bei den amplitudenmodulierten 
(AM) Radiomittelwellen z.B. wäre v mit die „Trägerfrequenz“ 
von etwa 1000 kHz, die Modulationsfrequenzen hingegen 
wären die Hörfrequenzen im Bereich von 20 Hz bis 20 kHz. 

Überlagerung zweier sinusförmiger laufender Wellen zu 
einer amplitudenmodulierten laufenden Welle. Wir wollen 
nun jene laufenden Wellen untersuchen, die von einem 
Sender emittiert werden, dessen Ausgang sich gemäß 
Gl. (6.1) oder Gl. (6.2) bewegt. Das Medium sei mit dem 
Sender derart gekoppelt, daß i//(z,t) bei z = 0 

i//(0,t) = D(t) = A coscj! t + A cosgj 2 t (6.5) 

laute. Da für die Wellen das Superpositionsprinzip güt, 
liefern die beiden Beiträge der Überlagerung in Gl. (6.5) 
zu der Senderauslenkung zwei „unabhängige“ laufende 
Wellen. Daher ist die laufende Welle i//(z, t) gleich der 
Überlagerung der beiden sinusförmigen laufenden Wellen 


1 //! (z, t) und i// 2 (z,t). Diese würden einzeln auftreten, 
wenn die eine oder die andere der Senderschwingungen 
A x coscj! t oder A 2 coscj 2 t allein vorhanden wäre. Nun 
wissen wir, daß man \p x (z,t) aus 1 // x (0,t) erhält, indem 
man t durch cj 1 t - k x z ersetzt. Diese Substitution ist 
nur ein Ausdruck der Tatsache, daß die Phasengeschwin¬ 
digkeit (jojki beträgt. Ähnlich ergibt sich i// 2 (z,t), wenn 
man gj 2 t durch cj 2 t - k 2 z ersetzt. Daher folgt für die 
laufende Welle i//(z,t), wenn man in Gl. (6.5) diese beiden 
Substitutionen ausführt: 

i//(z,t) = A cos(gj ! t - k! z) + A cos(gj 2 t - k 2 z). (6.6) 

Selbstverständlich können wir in den Gin. (6.2), (6.3) und 
(6.4) <jj x t durch <jj x t — k x z und gj 2 t durch cj 2 t - k 2 z 
ersetzen, um jene Form der laufenden Welle zu finden, 
die der amplitudenmodulierten fast harmonischen Schwin¬ 
gung der Gin. (6.2), (6.3) und (6.4) analog ist. Dann erhal¬ 
ten wir für die amplitudenmodulierte fast sinusförmige 
laufende Welle den Ausdruck 

i//(z,t) = A mod (z,t) cos(cü mit t - k mit z), (6.7) 


wobei, wie Sie leicht zeigen können, 


Amod( z > t) 

2 A cos(cj mod t E mo d z )> 

(6.8) 

mit 



^mod ~ 2 (^ 

1 ~~ <*> 2 ), 

(6.9) 

Emod “ 2 (E-1 

-e 2 ), 


^mit “ 2 

1 + w 2 ), 

(6.10) 

Emit = 2 (El 

+ k 2 ) 



gilt. Beachten Sie, daß wir cj mit t - k mit z statt cc mit t erhal¬ 
ten haben, indem wir oj\ t durch oj\ t - k x z und gj 2 t 
durch cc 2 t - k 2 z ersetzten. Ähnlich erhielten wir durch 
dieselben Substitutionen cj mod t - k mod z anstelle von 
w modf 

Modulationsgeschwindigkeit. Nun stellen wir uns die 
hochinteressante Frage: Mit welcher Geschwindigkeit 
breiten sich die Modulationen aus? Nehmen Sie an, cc mod 
sei klein gegenüber oo mit . Dann hat die Bewegung des Sen¬ 
derausgangs die Form amplitudenmodulierter Schwingun¬ 
gen (vgl. Bild 1.13). Mit welcher Geschwindigkeit bewegt 
sich nun ein bestimmter Wellenberg der Modulation, also 
eine Stelle mit A mod (z,t) = +1, fort? Gl. (6.8) liefert uns 
die Antwort: Um einen bestimmten konstanten Wert der 
Modulationsamplitude A mod (z,t) - etwa einen Wellen¬ 
berg - verfolgen zu können, müssen wir deren Argument 
cj mod t — k mod z konstant halten. Bei einer Zunahme von t 
um dt muß also z um ein solches dz anwachsen, daß die 
Änderung von cj mod t - k mod z, nämlich cj mod dt - k mod dz, 
verschwindet: 

^mod^l Ejxiod^ z — (6-11) 
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Die Erfüllung dieser Bedingung erfordert das Fortschreiten 
mit der Modulationsgeschwindigkeit : 


dz _ _ w mod _ k-h 

dt “ Vmod ' k m ^d " ”kT- k7 ' 


( 6 . 12 ) 


Nun sind co und k durch eine Dispersionsrelation mitein¬ 
ander verknüpft: 

c o = co(k). (6.13) 

Sind k! und k 2 festgelegt, so liefert die Dispersionsrelation 
oo \ bzw. oo 2 : 

oo j = cj(kj ), oo 2 - cj(k 2 ). (6.14) 

Daher läßt sich die in Gl. (6.12) angegebene Modulations¬ 
geschwindigkeit durch eine Taylorreihenentwicklung von 
oo(k) an der Stelle k = k mit ausdrücken. Sie hat dann die 
Form 


v mod 


oo( k Q-q jfe) 
ki -k 2 


doo 

dk 


(6.15) 


wobei die Ableitungen der Funktion co(k) bei der mitt¬ 
leren Wellenzahl k mit zu berechnen sind. 


Gruppengeschwindigkeit. Bei den meisten interessanten 
Anwendungen der Gl. (6.12) unterscheiden sich oo\ und 
oo 2 nur um einen kleinen Bruchteü ihres Mittelwertes. 
Dann können wir in Gl. (6.15) alle Terme bis auf den 
ersten vernachlässigen. Die Größe doo/dk, bei einem ge¬ 
eigneten Mittelwert von k berechnet, heißt Gruppen¬ 
geschwindigkeit : 


Gruppengeschwindigkeit = v g 


dcj 
dk ' 


(6.16) 


Somit breitet sich eine aus einem Wellenberg der Modu¬ 
lationsamplitude bestehendes ,,Signal“ nicht mit der mitt¬ 
leren Phasengeschwindigkeit v mit = co mit /k mit , sondern mit 
der Gruppengeschwindigkeit v g = doo/dk aus. 

Bild 6.1 zeigt die Ausbreitung der durch Gl. (6.7) oder 
Gl. (6.6) angegebenen Welle i//(z,t) für ein Beispiel: Die 
mittlere Frequenz ist achtmal so groß wie die Modulations¬ 
frequenz, die Gruppengeschwindigkeit dco/dk, berechnet 
bei der mittleren Frequenz, halb so groß wie die Phasen¬ 
geschwindigkeit co mit /k mit . 

Wir zeigen nun eine kürzere Herleitung der Modulations¬ 
geschwindigkeit. Der Phasenunterschied zwischen den 
Partialwellen 1 und 2 der Überlagerung, Gl. (6.6), lautet 


<Mz,t) ~<Mz,t) = (cü 1 t-k 1 z + ^ 1 )-(co 2 t-k 2 z+^2) 

= (coi -cü 2 )t-(k, -k 2 )z + ü?! -^ 2 ). 


Bei bestimmten Werten des Phasenunterschiedes 
«Pi (z,t) - <p 2 (z,t) sind die beiden Partialwellen in Phase, so 
daß sie konstruktiv interferieren und ein Maximum der 
Modulationsamplitude erzeugen. Bei anderen Werten des 
Phasenunterschiedes sind sie jedoch gegeneinander phasen¬ 
verschoben, sie interferieren dann destruktiv und erzeugen 


Nullstellen der Modulationsamplitude. Schreitet man aber 
mit der Modulationsgeschwindigkeit fort, so muß der 
Phasenunterschied (z,t) — <p 2 (z,t) konstant bleiben. 

Wir bilden also das totale Differential des obigen Aus¬ 
drucks und setzen es gleich Null: 

(cü! - cj 2 )dt - (k! - k 2 )dz = 0. 

Die Modulationsgeschwindigkeit ist aber gleich dz/dt, 
woraus Gl. (6.12) folgt. 

• Beispiel: 1. Amplitudenmodulierte Radiowellen 
(Mittelwellen). Unser einfaches Beispiel bezog sich auf 
eine laufende Welle, die sich auf zwei Arten deuten läßt: 
Einerseits kann sie als fast harmonische amplitudenmodu¬ 
lierte laufende Welle angesehen werden, bei der die raschen 
harmonischen Schwingungen mit der Kreisfrequenz co m j t 
eine langsam sich ändernde Amplitude aufweisen. Anderer¬ 
seits läßt sie sich als Überlagerung zweier exakt harmoni¬ 
scher laufender Wellen mit zwei etwas verschiedenen 
„raschen“ Kreisfrequenzen güi und oo 2 deuten. Von einer 
„fast konstanten“ Modulationsamplitude A mod (z,t) kann 
man natürlich nur während solcher Zeitspannen sprechen, 
die mit einer Schwingungsdauer der raschen Schwingungen 
der Kreisfrequenz cj m i t vergleichbar sind, ln Wirklichkeit 
ändert sich A mod (z, t) ja bei festem z sinusförmig mit der 
Zeit (mit der Modulationsfrequenz co mod ), bei festem t 
sinusförmig im Raum (mit der Modulationswellenzahl 
k mod ). Bei unserem Beispiel gingen wir von einer Überlage¬ 
rung zweier exakt harmonischer laufender Wellen aus. 

Dabei stellte es sich heraus, daß diese Überlagerung einer 
amplitudenmodulierten laufenden Welle mit einer einzigen 
Modulationsfrequenz cj mod äquivalent ist. Wir hätten 
ebenso gut von der durch Gl. (6.2) gegebenen amplituden¬ 
modulierten Schwingung ausgehen können und hätten 
dann entdeckt, daß diese eine Überlagerung zweier exakt 
harmonischer Partialschwingungen darstellt. Bei der Be¬ 
schreibung der von einem Mittelwellensender ausgestrahl¬ 
ten amplitudenmodulierten Wellen müssen wir jedoch 
nicht nur eine Modulationsfrequenz, sondern einen ganzen 
Bereich davon berücksichtigen. Der Antennenstrom wird 
durch eine fast harmonische Spannung mit der mittleren 
Kreisfrequenz cj mit , der sogenannten Trägerfrequenz , er¬ 
zeugt. Im kommerziellen Mittelwellen-Rundfunkwesen 
bekommt jede Station eine einzige Trägerfrequenz irgend¬ 
wo im Bereich zwischen etwa 500 kHz und 1600 kHz zu¬ 
geteilt. Die an der Sendeantenne anliegende Spannung 
hat keine konstante, sondern eine modulierte Amplitude. 
Diese läßt sich als Fourierreihe 

AmodÜ) — Ao A(^mod) cos l^mod 1 ^(^mod)] 

w mod ( 6 . 17 ) 

ausdrücken. Dabei ist A mod (t) - A 0 dem Überdruck in 
einer vorgegebenen Schallwelle proportional. Dieser stellt 
nämlich die zu übermittelnde Information dar: Ein 
Mikrophon wandelt den augenblicklichen Überdruck der 
Luft in elektrische Spannung um. Die in der Amplitude 
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Bild 6.1 

Gruppengeschwindigkeit. Die 
Pfeile folgen den Schwebungen, 
die mit der Gruppengeschwin¬ 
digkeit Vg fortschreiten. Die wei¬ 
ßen Kreise folgen den einzelnen 
Wellenbergen, die sich mit der 
Phasengeschwindigkeit v mit 
ausbreiten. 


der erregenden Spannung auftretende Konstante A 0 lie¬ 
fert einen Beitrag, der immer vorhanden ist, ob nun das 
Mikrophon durch Sprache oder Gesang erregt wird oder 
nicht. Hingegen rühren die restlichen Terme von den Schall¬ 
wellen her, die das Mikrophon auffängt. Daher sind die 


Modulationsfrequenzen in Gl. (6.17) mit den Frequenzen 
der Schallwellen identisch. Sie liegen im hörbaren Bereich 
— von 20... 20 000 Hz - und werden deshalb als „Hör¬ 
frequenzen“ bezeichnet; sie sind gegenüber der Träger¬ 
frequenz klein. Die erregende Spannung U(t) hat die Form 
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einer fast harmonischen Schwingung mit der Kreis¬ 
frequenz co m it: 

U(t) = A mod (t)cosco mit t 

= AoCOSCOmitt + ^ M^mod) 

w mod 

COSttOmodt + ^tOmodllcOSCOmitt. (6.18) 

Dieser Ausdruck läßt sich als Überlagerung exakt harmo¬ 
nischer Schwingungen schreiben: 

U(t) = A 0 cosoj mit t 

+ S \ A(cu mo d) cos K^mit + ^mod)t + ^( w mod)] 

+ 2 \ A(C0 mod ) COS [(tOmit - W mod )t - 'P(Wmod)]- 

(6.19) • 

Seitenbänder. Die amplitudenmodulierte Spannung 
U(t) ist also eine Überlagerung harmonischer Schwingun¬ 
gen : Der Einzelterm mit der Kreisfrequenz co m it stellt die 
sogenannte Trägerschwingung dar. Daneben treten zwei 
Summen aus vielen Schwingungen auf. Die Kreisfrequenzen 
comit + ^mod der ersten Summe bilden das sogenannte 
obere Seitenband , die Kreisfrequenzen co m j t - co mo d der 
zweiten hingegen das untere Seitenband. Nun sollen die 
ausgestrahlten laufenden Wellen alle Schallinformationen 
im Hörfrequenzbereich von Null bis 20 kHz enthalten. 

Dazu muß die Spannung U(t) eine Überlagerung harmoni¬ 
scher Partialschwingungen darstellen, deren Kreisfrequen¬ 
zen von der niedrigsten Kreisfrequenz im unteren Seiten¬ 
band bis zur höchsten im oberen Seitenband reichen. Die 
ausgestrahlten Kreisfrequenzen nehmen also das Band 

CO m jt ~ CO mo d( max ) ^ w ^ ^mit CO mo d(niax) (6.20) 
ein, d.h., 

"mit “ "mod ( max ) < " < "mit + "mod (max).(6.21) 

Bandbreite. Die Differenz zwischen höchster und nie¬ 
drigster Frequenz heißt Bandbreite : 

Bandbreite = Av = i>(max) - Kmin) = 2^ mod (max). 

( 6 . 22 ) 

Daher ist zur Übertragung der Trägerfrequenz und der bei¬ 
den Seitenbänder, die durch Amplitudenmodulation im 
gesamten Hörfrequenzbereich erzeugt werden, eine Band¬ 
breite von 2 * 20 kHz = 40 kHz erforderlich. Die kommer¬ 
ziellen MW-Sender dürfen jedoch nur eine Bandbreite von 
10 kHz aussenden, weshalb sie hörbare Informationen 
bloß im Bereich bis 5 kHz übertragen können. Dies ist für 
gewöhnliche Sprache völlig, für Musik einigermaßen aus¬ 
reichend : Die Frequenz des höchsten Klaviertones beträgt 
etwa 4,2 kHz. 

Die „Musik“ breitet sich mit der Grappengeschwindig- 
keit aus. Die durch Gl. (6.18) oder Gl. (6.19) dargestellte 
erregende Spannung U(t) bewirkt die Emission elektro¬ 
magnetischer laufender Wellen. Diese können als Über¬ 


lagerung harmonischer Partialwellen aufgefaßt werden, 
die ein bestimmtes Band Aco einnehmen, in dessen Mitte 
co m it liegt* Oder man kann sie als eine einzelne, fast har¬ 
monische Welle ansehen; dann ist die Frequenz der „ra¬ 
schen“ Schwingungen die Trägerfrequenz, und die lang¬ 
sam sich ändernde „fast konstante“ Amplitude A mod (z,t) 
stellt eine Überlagerung von Termen dar, die die Form der 
Gl. (6.8) aufweisen. (Bei dem Beispiel mit nur zwei harmo¬ 
nischen Partialwellen besteht das obere Seitenband aus 
der einzigen Kreisfrequenz coi = co m j t + co mo d, das untere 
aus der einzigen Kreisfrequenz co 2 = co m j t - co mo d.) Die 
Modulationen breiten sich mit der Geschwindigkeit Aco/Ak 
durch das Medium - die Luft, die Ionosphäre, usw. - aus. 
Im Falle eines MW-Radiosenders mit einer Trägerfrequenz 
von z.B. 1000 kHz und einer Bandbreite von 10 kHz er¬ 
streckt sich das Frequenzband von 995 kHz bis 1005 kHz. 
Da die Bandbreite klein gegenüber der Trägerfrequenz ist, 
erwarten wir, daß die vernachlässigten höheren Terme in 
der Taylorreihenentwicklung Gl. (6.15) tatsächlich ver¬ 
nachlässigbar sind und die durch Gl. (6.16) angegebene 
Gruppengeschwindigkeit völlig ausreicht, die Ausbreitung 
der Modulationen zu beschreiben. 

Frequenzmodulation, Phasenmodulation und damit 
verbundene Themen werden in den Übungen 27 bis 32 
diskutiert. Es gibt noch eine weitere wichtige Modulations¬ 
technik, die sogenannte Impulsmodulation. 

Nun betrachten wir einige physikalische Beispiele für 
Gruppengeschwindigkeiten. Im Falle elektromagnetischer 
laufender Wellen werden wir uns nicht bloß auf MW-Radio- 
frequenzen (v ~ 10 3 Hz) beschränken, sondern vielmehr 
auch die Frequenzen des sichtbaren Lichts (v ~ 10 15 Hz), 
Mikrowellenfrequenzen (v ~ 10 lo Hz) und andere Frequen¬ 
zen mit einbeziehen. 


• Beispiele: 2. Elektromagnetische Strahlung im 
Vakuum. Die Dispersionsrelation lautet 

co = ck. (6.23) 


Für Phasen- und Gruppengeschwindigkeit gelten die Be¬ 
ziehungen 
co 


V * k C ’ 


dco 

v * = dk =c - 


(6.24) 


Daher ist im Vakuum sowohl die Phasen- als auch die 
Gruppengeschwindigkeit des Lichts oder anderer elektro¬ 
magnetischer Strahlung gleich c. Modulationen breiten 
sich also mit der Geschwindigkeit c aus. • 


• 3. Andere dispersionsfreie Wellen. Lichtwellen im 
Vakuum sind dispersionsfrei, ihre Phasengeschwindigkeit 
hängt also nicht von der Frequenz bzw. Wellenzahl ab. In 
diesem Falle ist die Gruppengeschwindigkeit gleich der 
Phasengeschwindigkeit, denn es gilt allgemein 

co = fyk, (6.25) 


dco , dv* 

V, -äk 


(6.26) 
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Demzufolge sind Gruppen- und Phasengeschwindigkeit 
einander gleich, wenn dv^/dk verschwindet. Andere Bei¬ 
spiele für dispersionsfreie Wellen sind hörbare Schall¬ 
wellen, für die 

< 6 - 27 ) 

gilt, sowie transversale Wellen auf einer kontinuierlichen 
Saite , für die die Beziehung 

^ = V ^o” k ( 6 - 28 ) 

gilt. • 


• 4. Elektromagnetische Wellen in der Ionosphäre. Die 
Dispersionsrelation für sinusförmige Wellen lautet bei Fre¬ 
quenzen oberhalb der Grenzfrequenz v p ~ 20 MHz nach 
Gl. (4.86) 

co 2 = <4 +c 2 k 2 . (6.29) 

Differentiation der Gl. (6.29) nach k liefert 

2co ^ = 2c 2 k, (6.30) 

d.h„ 


/ cq\/dco 
\k/\dk 


(6.31) 


Daher lauten Phasen- und Gruppengeschwindigkeit 


v * 

v g 


= v c2 + 


k 2 
< c. 


(6.32) 


Wir sehen, daß die Gruppengeschwindigkeit immer kleiner 
als c, die Phasengeschwindigkeit immer größer als c ist. 
Daher kann ein Signal nicht mit einer höheren Geschwin¬ 
digkeit als c übertagen werden. • 

• 5. Oberflächenwellen im Wasser. Im Gleichgewicht 
ist eine Wasseroberfläche eben und waagerecht. Im Falle 
einer Welle wirken zwei Arten rücktreibender Kräfte auf 
die Wiederherstellung des Gleichgewichts hin: die Schwer¬ 
kraft und die Oberflächenspannung. Bei Wellenlängen von 
mehr als einigen Zentimetern überwiegt die Schwerkraft, 
bei solchen im Millimeterbereich hingegen die Oberflächen¬ 
spannung. 

Wegen der großen Inkompressibilität des Wassers muß 
das überschüssige Wasser eines Wellenberges aus den be¬ 
nachbarten Wellentälern einströmen. Einzelne Wasserteil¬ 
chen führen daher in einer Wasserwelle eine Mischung aus 
longitudinaler (hin und her) und transversaler (auf und ab) 
Bewegung aus. Ist die Wellenlänge klein gegenüber der 
Gleichgewichtstiefe des Wassers, so spricht man von Tief¬ 
wasserwellen. In diesem Falle bewegen sich die einzelnen 
Teilchen in einer laufenden Welle auf Kreisbahnen. Eine 
schwimmende Ente oder ein Teilchen an der Oberfläche 
beschreiben eine gleichförmige Kreisbewegung, deren 


Radius gleich der Amplitude der harmonischen Welle und 
deren Periode gleich jener der Welle ist. Auf einem Berg 
der laufenden Welle hat die Ente ihre größte Vorwärts¬ 
geschwindigkeit, in einem Tal die größte Rückwärts¬ 
geschwindigkeit. Wasserteilchen unter der Oberfläche be¬ 
wegen sich in immer kleineren Kreisen. Es zeigt sich, daß 
der Kreisradius exponentiell mit der Tiefe abnimmt. In 
einer Entfernung von einigen Wellenlängen unter der Ober¬ 
fläche ist dann die Bewegung vernachlässigbar klein. 

Die Dispersionsrelation für Tiefwasserwellen lautet 
näherungsweise 

co 2 = gk+^k\ (6.33) 

wobei für Wasser p ~ 1,0 g/cm 3 und T ~ 72 dyn/cm 
(Oberflächenspannung), g = 980 cm/s 2 ist. 

Wir überlassen es Ihnen, die Gültigkeit folgender Be¬ 
hauptung zu zeigen: Phasen- und Gruppengeschwindig¬ 
keit sind einander gleich, wenn g und (T/p)k 2 denselben 
Wert haben und daher Schwerkraft und Oberflächen¬ 
spannung gleiche Beiträge zur rücktreibenden Kraft co 2 
pro Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse liefern. 

Sie können zeigen, daß dieser Fall bei der Wellenlänge 
X = 1,70 cm eintritt. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit 
betragen dann beide 23 cm/s. Sind jedoch die Wellenlängen 
wesentlich kleiner als 1,70 cm, so überwiegt die Oberflä¬ 
chenspannung, und die Gruppengeschwindigkeit ist gleich 
1,5 mal der Phasengeschwindigkeit. Sind hingegen die 
Wellenlängen wesentlich größer als 1,70 cm, so überwiegt 
die Schwerkraft, und die Gruppengeschwindigkeit ist halb 
so groß wie die Phasengeschwindigkeit (siehe Übung 19). 

In Tabelle 6.1 sind Phasen- und Gruppengeschwindig¬ 
keit für Wellenlängen von 1 mm (wie sie durch eine Stimm¬ 
gabel in einer mit Wasser gefüllten Styroporschale erzeugt 
werden können) bis 64 m (sehr lange Ozeanwellen) ange¬ 
geben. • 

Tabelle 6.1. Tiefvvasserwellen 


X, 

cm 

V, 

Hz 

v 0 , 

cm/s 

cm/s 

> 

~~5o 

> 

0,10 

675 

67,5 

101,4 

1,50 

0,25 

172 

43,0 

63,7 

1,48 

0,50 

62,5 

31,2 

44,4 

1,42 

1,0 

24,7 

24,7 

30,7 

1,24 

1,7 

13,6 

23,1 

23,1 

1,00 

2 

11,6 

23,2 

21,4 

0,92 

4 

6,80 

27,2 

17,8 

0,65 

8 

4,52 

36,2 

19,6 

0,54 

16 

3,14 

50,3 

| 25,8 

0,51 

32 

2,22 

71 

35,8 

0,50 

100 

1,25 

125 

62,5 

0,50 

200 

0,884 

177 

88,5 

0,50 

400 

0,625 

250 

125 

0,50 

800 

0,442 

354 

177 

0,50 

1600 

0,313 

500 

250 

0,50 

3200 

0,221 

708 

354 

0,50 

6400 

0,156 

1000 

500 

0,50 
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Anwendung. Wir bringen nun ein Beispiel, bei dem wir 
von der Tabelle 6.1 Gebrauch machen. Nehmen Sie an, bei 
einem Picknick am Strand frage irgend jemand nach den 
Wellenlängen von Ozeanwellen, die 40 km oder 50 km von 
der Küste entfernt sind. Sie sagen dem Betreffenden, er 
solle eine Minute warten, und Sie würden ihm die Wellen¬ 
länge mitteilen. Sodann nehmen Sie Ihre Uhr und bestim¬ 
men die Frequenz der Wellen, die sich am Strand brechen. 
Sie finden einen Mittelwert von 12 Wellen pro Minute, 
also eine Welle pro fünf Sekunden: v - 0,2 Hz. Das Wetter 
war einige Tage lang gleichbleibend, weshalb Sie annehmen 
dürfen, daß sich die Wellen im stationären Zustand befin¬ 
den ; lokale Winde spielen dabei keine Rolle, da sie die 
große Ozeandünung nicht beeinflussen. Die Frequenz der 
Wellen beträgt daher sowohl auf See als auch an Ihrem 
Strand 0,2 Hz. Natürlich sind die Wellenlängen verschieden, 
weil die Wellen, die sich an Ihrem Strand brechen, keine 
Tiefwasserwellen darstellen; ihre Wellenlänge hängt von 
der Wassertiefe an dem betreffenden Strand ab, ihre Fre¬ 
quenz im stationären Zustand ist jedoch gleich der er¬ 
regenden Frequenz und daher von der Tiefe unabhängig. 
Gemäß der Tabelle beträgt die Wellenlänge auf dem 
offenen Ozean etwa 40 m. 

Wie weit sind die Wellenberge, die sich gegenwärtig an 
Ihrem Strand brechen, in der letzten Stunde gewandert? 
Befanden sie sich die meiste Zeit über im Tiefwasser, so 
betrug die Phasengeschwindigkeit nach Tabelle 6.1 etwa 
8 m/s, das sind etwa 29 000 m/h. Also haben die Wellen in 
der letzten Stunde rund 30 km zurückgelegt. Da nun das 
Wetter viele Stunden lang gleichgeblieben ist, sollten Sie 
in die Güte Ihrer Abschätzung der Wellenlänge auf offe¬ 
nem Ozean Vertrauen haben. 

Wenn Sie sich nicht am Strand, sondern bei einem Seis¬ 
mographen 20 km oder 30 km im Landinneren befinden, 
können Sie die obige Frage ebenfalls beantworten. 


6.3. Impulse 

Ein bei z = 0 liegender Sender beschreibe eine Bewe¬ 
gung, die eine Überlagerung vieler harmonischer Schwin¬ 
gungen mit gleichen Amplituden darstelle. Die Kreisfrequen¬ 
zen dieser Schwingungen sollen in einem schmalen Band 
zwischen der niedrigsten Kreisfrequenz cji und der höch¬ 
sten Kreisfrequenz o o 2 liegen und sich folglich nur wenig 
voneinander unterscheiden. Den Fall mit nur zwei Fre¬ 
quenzen haben wir bereits betrachtet; dabei erhielten wir 
mit der Gruppengeschwindigkeit fortschreitende Modula¬ 
tionen. 

Zeigerdiagramm. Bevor wir uns dem komplizierteren 
Fall der Überlagerung vieler harmonischer Komponenten 
mit wenig unterschiedlichen Frequenzen zuwenden, wollen 
wir zur Vorbereitung nochmals den Fall mit nur zwei Fre¬ 
quenzen untersuchen, diesmal jedoch unter Verwendung 


des Zeigerdiagramms. Die harmonische Schwingung 

i//( t) = Acosoct (6.34) 

ist der Realteil der komplexen harmonischen Schwingung 

V/ C (t) = Ae icot , (6.35) 

wobei c für komplex steht. Graphisch läßt sich i// c (t) durch 
einen Vektor der Länge A in der komplexen Ebene dar¬ 
stellen, der mit der Kreisfrequenz o o im Gegenuhrzeiger¬ 
sinn rotiert. Seine Projektion auf die waagerechte Achse 
- die reelle Achse - liefert die harmonische Bewegung von 
Gl. (6.34). Statt diesen „rotierenden Vektor“ während 
einer ganzen Schwingung im Auge zu behalten, stellen wir 
uns „stroboskopische Momentaufnahmen“ von ihm vor. 
Hat das Stroboskop dieselbe Frequenz wie unser rotieren¬ 
der Vektor, so steht dieser scheinbar still, denn jede Mo¬ 
mentaufnahme trifft ihn in derselben Stellung an (Bild 
6.2a). Ist die Kreisfrequenz o o des rotierenden Vektors 
etwas größer als die Kreisfrequenz oj s des Stroboskops, so 
scheint der Vektor langsam im Gegenuhrzeigersinn zu ro¬ 
tieren. Die Kreisfrequenz dieser Vorwärtsrotation ist 
gleich der Differenz co - oj s der Kreisfrequenzen (Bild 
6.2b). Ist hingegen co - co s negativ, so rotiert der Vektor 
scheinbar langsam nach rückwärts, also im Uhrzeigersinn 
(Bild 6.2c). Der Index s steht für Stroboskop. 

Betrachten wir nun eine Überlagerung zweier harmoni¬ 
scher Wellen mit gleichen Amplituden, doch etwas unter¬ 
schiedlichen Kreisfrequenzen 

\p(t) = A coscj! t + A coscj 2 t. (6.36) 

Wir machen von den rotierenden Vektoren Ae lLJ{t und 
Ae lLJ2t mit der Frequenz 

W s = C0 mit =| (u>, + co 2 ) (6.37) 

stroboskopische Momentaufnahmen. Somit ist o o 2 ~ cc m j t 
positiv und o Oi - co mit negativ, wenn wir co 2 ~ <^i als posi¬ 
tiv annehmen. Erinnern Sie sich, daß \p(t) wie in Gl. (6.2) 
als Produkt aus einer langsam sich ändernden Amplitude 
A(t) und einer raschen Schwingung mit der Kreisfrequenz 
ojmit geschrieben werden kann. Da unsere Stroboskop¬ 
frequenz gleich co mit ist, stehen die raschen Schwingungen 
„still“, und nur A(t) ändert sich zwischen den einzelnen 
Momentaufnahmen. So erhalten wir die in Bild 6.3 gezeig¬ 
ten Momentaufnahmen. 

Aufbau eines Impulses. Nun sei i//(t) eine Überlagerung 
sehr vieler Schwingungen derselben Amplitude A und der 
Phasenkonstanten Null. Die Kreisfrequenzen dieser Schwin¬ 
gungen seien im Frequenzbereich cj 2 ~ <^i gleichmäßig 
verteilt, so daß sie die Bandbreite Ao o = co 2 ~ coi einneh¬ 
men. Das zugehörige stroboskopische Zeigerdiagramm ist 
in Bild 6.4 dargestellt. 

Zur Zeit t = 0 ist die resultierende Amplitude der Über¬ 
lagerung gleich NA. Zu einem Zeitpunkt t kurz vor 27 t/Acj, 
der Dauer einer Schwebung zwischen den Randfrequenzen 
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Bild 6.2. Stroboskopische Momentaufnahmen des rotierenden komplexen Vektors e iu,t . Die Spiralen sollen Ihnen helfen, die Anzahl der 
Umdrehungen des Vektors zu verfolgen. Der zeitliche Abstand der einzelnen Momentaufnahmen beträgt T s = 27r/cj s . 
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Bild 6.4. Stroboskopische Momentaufnahmen von N Partialschwingungen (hier mit N = 9), deren Kreisfrequenzen gleichmäßig im Intervall 
Acj = cj 2 _ verteilt sind. Die Stroboskopfrequenz beträgt cü m jt. Die Schwingung mit lo = cu m jt scheint „stillzustehen“. 
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Bild 6.3. Schwebungen bei der Überlagerung \p( t) = Ae^i* + Ae icJ 2 Ü Die stroboskopischen Momentaufnahmen sind mit der Kreisfrequenz 
w s = <*> m it aufgenommen. Die gezeigte Serie beschreibt genau eine Schwebung der Periode T 5 . In diesem Beispiel ist die Schwebungsfrequenz 
gleich | mal der mittleren Frequenz: cj 2 “ ^ 1 = 5 tj m it- 


co 2 und co!, verschwindet die resultierende Amplitude A(t), 
da die Phasen der Partialschwingungen gleichmäßig verteilt 
sind.; für N -> 00 liegt diese erste Nullstelle genau bei 
t = 27 t/Aco. Lange nach t = 277 /Aco sind die Phasen der bei¬ 
tragenden Vektoren noch immer über einen weiten Bereich 
verteilt, wenn auch nicht völlig gleichmäßig. Daher bleibt 
die resultierende Amplitude A(t) während einer langen 
Zeit klein. Die Vektoren erreichen alle erst dann wieder 
dieselbe Phase, und A(t) kehrt erst dann wieder zu seinem 
ursprünglichen Wert NA zurück, wenn die Schwebungen 
zwischen Partialschwingungen und den benachbarten Kreis¬ 
frequenzen wieder ihre Maxima annehmen. Die Partial¬ 
schwingungen mit benachbarten Kreisfrequenzen unter¬ 
scheiden sich aber um Aco/(N - 1). Daher ist die Dauer 
der Schwebungen zwischen solchen Partialschwingungen 
gleich (N - 1) mal jener Schwebungsdauer, die bei einem 
Kreisfrequenzunterschied Aco auftritt. Geht also N 
so bleibt die resultierende Amplitude A(t) „immer“ klein 
und erreicht nie wieder ihren ursprünglichen Wert. Dann 
sprechen wir von einem Impuls ; darunter versteht man 
eine Funktion der Zeit, die nur in einem beschränkten 
Zeitintervall merklich verschieden von Null ist. 

Zeitliche Dauer eines Impulses. Unter der Dauer des 
Impulses versteht man jenes Zeitintervall, in dem i//(t) 
„wesentlich“ ist. Wir wollen die Dauer mit dem Symbol 
At bezeichnen. Dieses Zeitintervall reicht etwa von t = 0, 
wo alle Partialschwingungen mit den Kreisfrequenzen 
zwischen co t und co 2 in Phase sind, bis zu jenem Zeit¬ 
punkt t 1? in dem die Phasen aller Partialschwingungen 
über das gesamte Intervall von Radian verteilt sind: 

At * t,, (6.38) 

wobei 

(co 2 - co!)tj = 27r. (6.39) 


Daher erfüllen die Bandbreite Aco = co 2 - coj und die zeit¬ 
liche Dauer At die Beziehung 

Aco At ~ 277, (6.40) 

d.h. 


Av At ~ 1. 


(6.41) 


Gl. (6.41) ist ein spezielles Beispiel für einen sehr allgemei¬ 
nen und wichtigen mathematischen Zusammenhang zwi¬ 
schen der zeitlichen Dauer At eines Impulses \p( t) und der 
Bandbreite A v des Frequenzspektrums der harmonischen 
Partialschwingungen,aus denen sich der Impuls zusammen¬ 
setzt. Diese Beziehung läßt sich in der gesamten Physik 
immer dann anwenden, wenn Erscheinungen von der Form 
eines Impulses in der Zeit oder in irgendeiner anderen Va¬ 
riablen auftreten. Der allgemeine Zusammenhang ist von 
der besonderen Gestalt von \jj(t) unabhängig, solange \p( t) 
die charakteristische Eigenschaft eines Impulses aufweist: 
Nur während eines einzigen beschränkten Zeitintervalls 
darf At wesentlich verschieden von Null sein. 

Produkt aus Bandbreite und zeitlicher Dauer. Zwischen 
der Bandbreite A v des Frequenzbandes und der zeitlichen 
Dauer At des zugehörigen Impulses besteht der allgemeine 
Zusammenhang 


AvA\> 1 . 


(6.42) 


Das Größerzeichen in Gl. (6.42) rührt von folgender Tat¬ 
sache her: Bei der Überlagerung einer Anzahl harmoni¬ 
scher Schwingungen mit einem Frequenzband A v erhalten 
wir nur dann einen Impuls von keiner größeren Dauer als 
At ~ 1/A v, wenn wir die Phasenkonstanten geeignet wäh¬ 
len. Im Beispiel des Bildes 6.4 weisen alle Partialschwin¬ 
gungen dieselbe Phasenkonstante auf. Wären nicht alle 
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Phasenkonstanten gleich, so wären zu keinem Zeitpunkt 
alle Partialschwingungen in Phase. (In unserem Beispiel 
sind sie bei t = 0 in Phase.) Die Überlagerung \p(t) würde 
also zu keinem Zeitpunkt ihren größtmöglichen Wert an¬ 
nehmen. Dann müßte man die zeitliche Dauer - während 
der wesentlich verschieden von Null, also nicht sehr 
viel kleiner als der Maximalwert ist - viel breiter wählen. 

Im Grenzfall völlig willkürlich gewählter Phasenkonstan¬ 
ten wird die Dauer At beliebig groß, weshalb dann kein 
merklicher Impuls erkennbar ist. 

Anschlägen des Klaviers. Nehmen Sie an, Sie könnten 
alle Tasten eines Klaviers zugleich anschlagen. Die Band¬ 
breite des resultierenden Klanges ist gleich dem Frequenz¬ 
umfang des Klaviers und beträgt somit etwa 4000 Hz. 
Würden also alle Saiten zur Zeit t = 0 genau in Phase an¬ 
schlagen, so wäre der resultierende Klang während einer 
Zeit At« “5 s« 0,2 ms sehr laut, danach jedoch sehr 
leise. Nun können Sie aber zum gleichzeitigen Anschlägen 
aller Tasten nur Ihre Arme oder ein langes Brett oder so 
etwas Ähnliches verwenden. Dann ist es Ihnen unmöglich, 
jede Saite bis auf einen kleinen Bruchteil ihrer Schwin¬ 
gungsdauer (Größenordnung 10" 3 s) genau im selben Augen¬ 
blick anzuschlagen. Eher werden die Phasenkonstanten 
im wesentlichen willkürlich verteilt sein. Der Klang trägt 
dann nicht den Charakter eines Impulses, vielmehr erweckt 
er nur den Eindruck eines anhaltenden Geräusches. 

Hannonische Schwingung von beschränkter Dauer. 

Wir wollen nun die Gl. (6.41) noch auf eine andere Art 
ülustrieren. Ein Oszülator werde eingeschaltet und nehme 
rasch (innerhalb weniger Schwingungen) eine konstante 
Amplitude A an. Dann werde er abgeschaltet, und seine 
Bewegung klinge innerhalb weniger Schwingungen ab 


(Bild 6.5). Da die Schwingung nicht für alle Zeiten weiter¬ 
geht , stellt sie keine harmonische Schwingung der Kreis¬ 
frequenz co 0 dar. Sicherlich überwiegt die Kreisfrequenz 
co = cüq , doch nach dem eben Gesagten kann sie nicht 
die einzige auftretende sein. Vielmehr muß ein Band von 
Kreisfrequenzen vorhanden sein, dessen Mitte bei oo « co 0 
liegt. Nun zeigen wir eine sehr einfache Möglichkeit, die 
Bandbreite Aco grob abzuschätzen. Die Frequenz ist als 
Anzahl der Schwingungen pro Sekunde definiert. Also 
bestimmen wir einfach die Gesamtanzahl der Schwingun¬ 
gen in dem Zeitintervall At, in dem der Oszülator einge¬ 
schaltet ist, und dividieren sie durch At. So finden wir, 
wenn n die Anzahl der gezählten Schwingungen ist, 

^(vorherrschend) “ • (6.43) 

Dieser Wert muß nach Büd 6.5 ungefähr gleich v 0 = Tö 1 
sein; aus demselben Büd ersehen wir jedoch, daß sich n 
nicht genau bestimmen läßt. An jedem Ende des Impulses 
tritt eine Unsicherheit von der Größenordnung ± \ 
Schwingung auf, bei der wir uns entscheiden müssen, ob 
noch eine Schwingung mitzuzählen ist, oder ob hier 
Schluß ist. Sie werden vielleicht einwenden, daß dies 
doch keine bedeutende Rolle spielt, besonders bei gro¬ 
ßem n, der Fehler ist ja klein gegenüber n! Aber genau 
um diesen Fehler geht es. Weist die Schwingungsanzahl n 
eine Unsicherheitsbandbreite An der Größenordnung 1 
auf, so führt diese gemäß Gl. (6.43) zu einer relativen 
Frequenzbandbreite Av/v gemäß 


Av _ An _ 1 
v ” n ~ n ' 


(6.44) 


Das Produkt aus den Gin. (6.43) und (6.44) liefert 
Av « 1 /At. 



Bild 6.5. Harmonische Schwingung von beschränkter Dauer 
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• Beispiele : 6. Bandbreite beim Fernsehen. Das Bild 
auf dem Fernsehschirm besteht aus einem rechteckigen 
gitterförmigen Muster aus schwarzen und weißen Punkten. 
Ein bestimmter Punkt ist „weiß“, wenn der phosphoreszie¬ 
rende Fernsehschirm an dieser Stelle vor weniger als etwa 
^ s getroffen wurde. Der Abstand der Punkte beträgt rund 

1 mm. Somit hat ein typischer amerikanischer Schirm vom 
Format 50x 50cm 500 Zeilen mit je 500 Punkten, also 
25 • 10 4 Punkte, von denen jeder alle ^s neu durchlaufen 
wird. (Beim einmaligen Überstreichen des Schirms läßt der 
Elektronenstrahl jede zweite Zeile aus. Die ausgelassenen 
Zeilen werden beim nächsten Überstreichen durchlaufen.) 
Daher weist ein bestimmter Bereich des Schirms, der viele 
waagerechte Zeilen enthält, eine Flimmerfrequenz von 60Hz 
auf: Das ist die „Stroboskopfrequenz“ des Fernsehappa¬ 
rats. Folglich müssen die Anweisungen „ein, aus,... “ dem 
Elektronenstrahl mit einer Frequenz von rund 30 • 25 • 10 4 
^ 8 • 10 6 Hz übermittelt werden, weshalb auch die gesen¬ 
dete und die empfangene Antennenspannung ungefähr 10 7 
kleine Ein-Aus-Spannungsstöße pro Sekunde aufweisen 
müssen. Kein Spannungsstoß darf länger als At« IO -7 s 
dauern, um Überlappungen zu vermeiden. Die erforder¬ 
liche Bandbreite beträgt also Av ^ 1 /At «s 10 7 Hz = 10MHz. 
Nun liegen die beim Fernsehen verwendeten Trägerfrequen¬ 
zen etwa zwischen 55 MHz und 210 MHz. Auf Grund un¬ 
serer Diskussion der Rundfunk-Amplitudenmodulation 
könnten Sie annehmen, daß die 10 MHz über ein oberes 
und ein unteres Seitenband von „Modulationsfrequenzen“ 
verteüt seien. In Wirklichkeit werden jedoch die Träger¬ 
frequenz und eines der Seitenbänder durch eine geniale 
Technik „unterdrückt“: Sie werden herausgefiltert und 
erreichen niemals die Sendeantenne. Im Empfänger werden 
sie auf Grund der in dem einzigen ausgestrahlten Seiten¬ 
band enthaltenen Informationen wiederhergestellt. Diese 
Technik, die sogenannte Einseitenbandübertragung, drückt 
die erforderliche Bandbreite auf die Hälfte - etwa 5 MHz - 
herunter. Somit ist zwischen 55 MHz und 210 MHz „Fre¬ 
quenzraum“ für rund 30 Fernsehsender vorhanden, deren 
jeder eine Bandbreite von ungefähr 5 MHz benutzt. Gäbe 
es viel mehr Sender, so wäre es unmöglich, einen einzigen 
Sender einzustellen. • 

• 7. Sichtbares Licht als Trägerwelle. Ein Laser ist eine 
Vorrichtung, von der man sich eine ebenso weitgehende 
Beherrschung der sichtbaren elektromagnetischen Strah¬ 
lung verspricht, wie man sie heute bei Radio- und Mikro¬ 
wellenfrequenzen erreicht hat. Derzeit beschäftigen sich 
viele Wissenschaftler intensiv mit der Entwicklung von 
Techniken zur Modulation des Lichts. Diese soll ähnlich 
möglich sein, wie ein Radio- oder Fernsehsender seine 
Trägerwelle moduliert. Nehmen Sie an, man entwickle im 
größten Teil des sichtbaren Frequenzbereichs geeignete 
Modulationstechniken, dann können wir untersuchen, wie 
viele Fernsehkanäle sich in diesem „Frequenzraum“ unter¬ 
bringen lassen. Als Trägerwelle soll das Licht verwendet 


werden, und die erforderliche Bandbreite beträgt 10 MHz 
pro Kanal. Nun hat sichtbares Licht Wellenlängen von 
etwa 6 500 Ä (Rot) bis 4 500 Ä (Blau), also Frequenzen 
von v = c/X = (3 • 10 lo /6,5 • 1(T 5 ) Hz « 4,6 • 10 14 Hz 
= 4,6 • 10 8 MHz bis v = (3 • 10 lo /4,5 • 10" 5 )Hz « 6,6 • 10 14 
Hz = 6,6 • 10 8 MHz. Daher würde sich das gesamte zur Ver¬ 
fügung stehende Frequenzband von 4,6 • 10 8 MHz bis 
6,6 • 10 8 MHz erstrecken und somit eine Bandbreite von 
2 • 10 8 MHz aufweisen. Folglich wären 2 • 10 7 einander 
nicht überschneidende Fernsehkanäle von je 10 MHz Band¬ 
breite verfügbar. Wir könnten dann vielleicht fordern, daß 
man wenigstens einen von einer Mülion dieser Kanäle dem 
Büdungsfernsehen zuweisen sollte. • 


Exakte Lösung für einen Impuls i//(t), der durch ein 
„rechteckiges“ Frequenzspektrum erzeugt wird. Wir be¬ 
trachten die Überlagerung von N verschiedenen harmoni¬ 
schen Schwingungen mit derselben Amplitude A, dersel¬ 
ben Phasenkonstanten Null und mit Kreisfrequenzen, die 
gleichmäßig zwischen der niedrigsten Kreisfrequenz coi 
und der höchsten Kreisfrequenz co 2 verteilt sind. Nun 
wollen wir einen expliziten Ausdruck für den aus dieser 
Überlagerung entstehenden Impuls \jj(t) ermitteln. Es han¬ 
delt sich dabei um jene Überlagerung, die in den „stro¬ 
boskopischen Momentaufnahmen“ von Büd 6.4 illustriert 
ist: 

i//( t) = A coscoi t + A cos(cj! + 5co)t + A cos(coi + 25co)t 
+ ... + Acosco 2 t, (6.45) 

wobei 8co den Kreisfrequenzunterschied zwischen zwei 
benachbarten Partialschwingungen darstellt, d.h., 


8 co = 


co 2 ~ COi 


Aco 
N - 1 


(6.46) 


Gl. (6.45) drückt als lineare Überlagerung vieler exakt 
harmonischer Partialschwingungen aus. Wir wollen nun 
einen anderen Ausdruck für i//(t) ermitteln, der die Form 
einer fast harmonischen Schwingung mit einer einzigen 
„raschen“Kreisfrequenz co m i t 

^mit -1 (coi + co 2 ) (6.47) 

und einer bezüglich der raschen Schwingungen „fast kon¬ 
stanten“ Amplitude A(t) haben soll. Auf Grund unserer 
Erfahrung mit einer Überlagerung von nur zwei harmoni¬ 
schen Schwingungen (Abschnitt 5.2) ist nämlich zu er¬ 
warten, daß sich ein Ausdruck der Form 

«KO = A(t)cos co mit t (6.48) 

finden läßt; dies wird uns auch tatsächlich gelingen. Es 
wird sich zeigen, daß sich A(t) im Vergleich zu den raschen 
Schwingungen langsam ändert, wenn die Bandbreite Aco 
klein gegenüber co m i t ist. (Unser Ergebnis wird jedoch 
exakt gelten, ob diese Bedingung nun erfüllt ist oder nicht.) 

In diesem Fall werden wir t) als amplitudenmodulierte, 
fast harmonische Schwingung anschreiben. t) wird die Form 
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eines Impulses aufweisen, wie wir bereits in der auf Bild 6.4 
folgenden Diskussion qualitativ gezeigt haben. Mit Hilfe 
des exakten Ausdrucks wird uns klar werden, was die Aus¬ 
sage bedeutet, daß das Produkt aus Bandbreite und zeitli¬ 
cher Dauer ungefähr gleich Eins ist. 

Zur Vereinfachung der Rechnung verwenden wir kom¬ 
plexe Zahlen. Die Überlagerung (6.45) ist gleich der Kon¬ 
stanten A mal dem Realteil der komplexen Funktion f (t), 
wobei 

f ^ _ gicJit + e i(cji+5cj)t + e i(cj 1 + 26cj)t + 

+ e i( w i +Aw )t = e icJlt S. (6.49) 

Hier ist die Summe S gleich der geometrischen Reihe 

S= 1 + a + a 2 + ... + a N_1 , 
wobei a = e l5uJt und Aco = (N — l)Sco. 


Dann ist 
aS 

(a - 1)S = a N - 1, 


aS = a + a 2 + ... + a N 1 + a N , 


S = 


a N - 1 


^iN 6cjt 


a — 1 e i6cjt 
e (l/2)(iN6cjt) 

= e (l/2)(i6cjt)' 

= e (l/2)i(N-l)6cjt 


e (l/2)(iN5cJt) _ e -(l/2)(iN6cjt) 


e (l/2)(i6cjt) 

sin^NScot 
sin i 5 cot 


-(1/2) (iß cot) 


= e (l/2)(iAcot) 


sin^NScot 
sin i 5cot 


Somit 


= e icJlt S = e i t CJ i + ( 1 / 2 ) Acj ]t 


sin^N5cot 
sin^ 5cot 


= e^mrtt 


sin^NScot 
sin iS cot 


Schließlich ist \jj(t) gleich der Konstanten A mal dem Real¬ 
teil von f (t) 

sin \ N 5 cot 

H t) = Acosco mit t — 77 - 7 ", 
sinf ocot 

d.h., 

\p(t) = A(t) cosco mit t, 
wobei 

sin^NScot 


(6.50) 


A(t) = A 


sin 


i 5 cot 


(6.51) 


Gl. (6.51) gilt exakt. Prüfen wir nach, ob sie in die gewohn¬ 
te Form für Schwebungen übergeht, wenn nur zwei Terme 
auftreten: Setzt man in Gl. (6.51) N = 2 und benutzt man 
die Identität sin 2x = 2 sinx cosx mit x = \ 5cot, so folgt 

i//(t) = [2Acos|5cot] cosco mit t 

= 2A cos \ (co i o 2 )t cos co m [t t. 


Dies ist derselbe Ausdruck, den wir in Abschnitt 1.5 für 
Schwebungen gefunden haben. 

Eine bequemere Form der Gl. (6.51) erhält man, wenn 
man die Konstante A eliminiert und dafür A(0), den Wert 
von A(t) zur Zeit t = 0, einführt. Aus Gl. (6.51) ersehen 
wir, daß bei der Berechnung von A(t) zum Zeitpunkt t = 0 
Vorsicht geboten ist, weil dort sowohl der Zähler als auch 
der Nenner von Gl. (6.51) verschwinden. Dieses Problem 
läßt sich jedoch leicht lösen, indem man Zähler und Nenner 
bei t = 0 in eine Taylorreihe entwickelt. Mit 0 = \ 5cot gilt 


sinNfl = Nfl- j(N<9 ) 3 + ... 
sinfl fl- iO 3 + ... 


(6.52) 


Für hinreichend kleine fl dürfen wir im Zähler alle Terme 
außer dem ersten, im Nenner hingegen nur den ersten Term 
vernachlässigen. So erhalten wir 


lim 

0 ->O 


sin Nfl 
sinfl 


= N. 


(6.53) 


Dann liefert Gl. (6.51) 

A(0) = NA, A = ^p> 


d.h„ 

A(t) = A(0) 


sin^ NScot 

Nsin^Scot 


(6.54) 

(6.55) 


Betrachten wir nun den interessanten Grenzfall großer 
N. Bei hinreichend großen N wird der Kreisfrequenzunter¬ 
schied 5 co zwischen benachbarten harmonischen Partial¬ 
schwingungen so klein, daß er sich mit keiner erdenklichen 
experimentellen Anordnung mehr auflösen läßt. (Wir haben 
es hier mit Physik zu tun, nicht mit Mathematik: Letzten 
Endes müssen wir uns immer irgendeine Anordnung vor¬ 
stellen.) Dann dürfen wir die Frequenzen der Partial¬ 
schwingungen als im wesentlichen kontinuierlich verteüt 
ansehen. Ein solches hinreichend großes N heißt „Unend¬ 
lich“; dann dürfen wir aber die Differenz zwischen N und 
N — 1 vernachlässigen, weshalb 

N = sehr groß: N5co « (N — l)5co = Aco. (6.56) 

Wir lassen also N gegen „Unendlich“ und 5co gegen „Null“ 
gehen. Das Produkt dieser beiden Größen ist immer gleich 
der Bandbreite Aco. Nun nehmen wir an, daß im Nenner¬ 
term sin \ Scot von Gl. (6.55) 8 co gegen Null, t jedoch 
nicht gegen Unendlich geht, denn irgendwann muß ja das 
Experiment enden. Dann dürfen wir aber in der Taylor¬ 
reihe von sin \ 8 cot alle Terme außer dem ersten vernach¬ 
lässigen und erhalten so 


A(t) = A(0) 
= A(0) 
= A(0) 


sin^NScot 
N sin \ 5cot 
sin \ Acot 
Nl 8 cot ’ 
sin \ Acot 
\ Acot 


N = 2: 


(6.57) 
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und 

^(t) = A(t)cosco mit t. 


(6.58) 


Kehren wir nun zu Gl. (6.45) zurück, in der i//(t) als 
Überlagerung dargestellt ist, und ermitteln wir einen geeig¬ 
neten Ausdruck für i//(t), der dem Grenzübergang 8co -► 0 
Rechnung trägt. Mit Hilfe der Gin. (6.54) und (6.56) kön¬ 
nen wir schreiben 


A = 


A(0) 

N 


A(0) 

Aco 


8co . 


(6.59) 


Damit läßt sich die Überlagerung Gl. (6.45) als 


m= 


MO) 

Aco 


[SCO COSüJ 1 t + 5cO COS(CO! + 5co)t 


+ ... + 5cocosco 2 t] (6.60) 

ausdrücken. Im Grenzfall 5co -> 0 stellt aber der Ausdruck 
in eckigen Klammem gerade das Integral von cos cot • dco 
— wir ersetzen den Buchstaben 5 durch d — dar. Somit 
wird Gl. (6.60) zu 
Lü 2 

^~ j* coscotdco. (6.61) 

o;i 


Fourierintegral. Gl. (6.61) ist ein Beispiel für eine ste¬ 
tige harmonische Überlagerung , ein sogenanntes Fourier¬ 
integral Es zeigt sich, daß jede (vernünftige) aperiodische 
Funktion i//(t) als Fourierintegral der Form 

OO QO 

i//(t) = J A(co) sin cot dco + J B(co) coscot dco (6.62) 
0 0 


ausgedrückt werden kann. Die stetigen Funktionen A(co) 
und B(co) heißen in Analogie zu den Konstanten einer 
Fourierreihe, die ja diskrete Frequenzen aufweist, Fourier¬ 
koeffizienten. 

Durch Vergleich der Gin. (6.61) und (6.62) sehen wir, 
daß die Fourierkoeffizienten der durch die Gin. (6.57) 
und (6.58) angegebenen Funktion folgendermaßen 
lauten: 


A(co) 

B(co) 

B(co) 


0 für alle co, 

0 , wenn co nicht zwischen coi und co 2 liegt, 
A(0) 


Aco 


,wenn co zwischen coi und co 2 liegt. 


(6.63) 


Frequenzspektrum des Fourierintegrals. Ah Frequenz¬ 
spektrum des Fourierintegrals bezeichnet man ein Diagramm, 
in dem die Fourierkoeffizienten gegen co aufgetragen sind. 
Das einfachste mögliche Spektrum wird durch Gl. (6.63) 
beschrieben: Es ist über ein bestimmtes beschränktes Band 
der Breite Aco „eben“ und verschwindet sonst überall. 


Ein Spektrum dieser Art wird manchmal als „Rechtecks¬ 
spektrum“ bezeichnet. Im allgemeinen müssen wir zwei 
Kurven angeben, eine für A(co) und eine für B(co). 

In Bild 6.6 ist der Impuls i//(t) und sein Fourierkoeffi¬ 
zient B(co) dargestellt. Beachten Sie, daß die erste Null¬ 
stelle von A(t) für positive t zur Zeit t t = 27r/Aco auftritt. 

So lange dauert es, bis sich die Phasen aller Partialschwin¬ 
gungen über ein Intervall von 2n rad gleichmäßig verteilen; 
dies haben wir schon bei den „stroboskopischen Moment¬ 
aufnahmen“ von Bild 6.4 festgestellt. Als Dauer At des Im¬ 
pulses, während der die Amplitude A(t)von i//(t) verhältnis¬ 
mäßig groß ist, könnten wir das Intervall zwischen den beiden 
Nullstellen von A(t) bei t = +t t und t = -t t nehmen. Dieses 
ist jedoch zu breit. Es ist sinnvoller, für At jenes Intervall 
zu wählen, außerhalb dessen die Amplitude von i//(t) hin¬ 
reichend klein bleibt. Eine bequeme Definition der Dauer 
At ergibt sich in diesem speziellen Fall, wenn man von der 
Hälfte des Zeitintervalls zwischen den beiden Nullstellen 
t = ±ti ausgeht. So können wir die Dauer dieses Impulses 
als 

. . , _ 2tt 

M ~ tl ~ Aco’ 

AvAt = 1 (6.64) 

definieren. 

In Gl. (6.64) tritt deshalb ein Gleichheitszeichen und 
kein „annähernd gleich “-Zeichen auf, weil wir genau defi¬ 
niert haben, was unter der Dauer At dieses Impulses zu 
verstehen ist. Nach unserer Definition lautet A(t) in den 
Endpunkten des Intervalls At 

a (D = a (°)^- Ja(°). (6.65) 

Am Anfang und am Ende des Intervalls At ist also die 
Amplitude A(t) um den Faktor 2/n von ihrem Maximal¬ 
wert abgesunken. 

Ein „fast harmonischer Oszillator“ mit der Auslenkung 
\jj(t) = A(t) cosco m i t t hat eine zu A 2 (t) proportionale ge¬ 
speicherte Energie. Diese erreicht so in der Mitte des Im¬ 
pulses - bei t = 0 - ihren Höchstwert, sinkt jedoch am 
Beginn und am Ende des Intervalls At auf den Bruchteil 
(2/tt) 2 = 0,406 ab. Daher legt unsere Definition der Impuls¬ 
dauer At jenes Intervall fest, in dem die Energie des Oszil¬ 
lators 40 % oder mehr Prozent ihres Maximalwerts beträgt. 

In Abschnitt 6.4 werden wir weitere Beispiele für Im¬ 
pulse und ihre zugehörigen Fourierintegrale studieren. 

Laufendes Wellenpaket. Ein bei z = 0 liegender Sender 
beschreibe eine Bewegung von der Form eines Impulses, 
der jenem von Bild 6.6 ähnlich sei. Der Sender emittiert 
also während einer beschränkten Zeit Wellen in das Medium, 
die sich vom Sender wegbewegen und so einen „Wellen- 
impuls“ von beschränkter räumlicher Ausdehnung büden. 
Ein solcher Impuls wird als Wellenpaket oder Wellengruppe 
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Bild 6.6. Fourieranalyse einer aperiodischen Funktion 

a) Impuls \//(t) von der durch die Gin. (6.57) und (6.58) angegebenen Form, b) Das kontinuierliche Frequenzspektrum der durch Gl. (6.63) 
gegebenen Fourierkoeffizienten. 

Da i//(t) eine gerade Funktion von t ist, verschwindet der Fourierkoeffizient A(gü) für alle gj ; er ist nicht dargestellt. 


mmm 
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bezeichnet; er breitet sich mit der Gruppengeschwin¬ 
digkeit aus. Da k und co durch die Dispersionsrelation 
k(co) miteinander verknüpft sind, bedingt das vom 
Sender emittierte Band Ac o von Kreisfrequenzen ein ent¬ 
sprechendes Band Ak von Wellenzahlen (und zugehörigen 
Wellenlängen), die im Wellenpaket auftreten. Zur vorherr¬ 
schenden Kreisfrequenz co 0 gehört eine vorherrschende 
Wellenzahl k 0 = k(co 0 ). Diese erhält man, indem man in 
der Funktion k(co) den Wert co = co 0 einsetzt. Die Band¬ 
breite des Wellenzahlbandes, in dessen Mitte k 0 liegt, er¬ 
rechnet man, indem man die Dispersionsrelation differen¬ 
ziert und co — co 0 setzt: 


Ak 


dk 

dco 


Aco = 


Aco 


( 6 . 66 ) 


Dabei haben wir v g = (dco/dk) 0 verwendet; der Index 
Null bedeutet, daß wir den Wert der Ableitung in der Band¬ 
mitte nehmen. Ferner vernachlässigen wir höhere Terme 
in der Taylorreihenentwicklung, als deren erster Term 
jener in Gl. (6.66) anzusehen ist. 


Produkt aus Länge und Bandbreite Ak. Ein mit der 
Gruppengeschwindigkeit v g fortschreitendes Wellenpaket 
der Länge Az passiert einen festen Punkt z in einem Zeit¬ 
intervall At, wobei 

Az « v g At. (6.67) 

Bilden wir das Produkt aus den Gin. (6.66) und (6.67), so 
erhalten wir 


Ak Az « Aco At. 


( 6 . 68 ) 


Daher gilt wegen Aco At > 2i t die Beziehung Ak Az > 2n, 
weshalb mit o = k/27i = X" 1 


AaAz ^ 1 


(6.69) 


ist. Diese Beziehung ist dem allgemeinen Zusammenhang 
Av At ^ 1 vollkommen analog, doch gilt sie nicht für einen 
zeitlichen, sondern für einen räumlichen Impuls. 


GL (6.69) läßt sich noch auf andere Art einfach herlei¬ 
ten. Dazu betrachtet man die „Unsicherheitsbandbreite“, 
die bei der Anzahl der in Az enthaltenen Schwingungen 
auftritt. Dann lautet o (in Schwingungen pro Längenein¬ 
heit) 


o 


Schwingungen ± \ 
Az 


(6.70) 


so daß die Wellenzahlbandbreite Aa ungefähr 1/Az beträgt. 
In der Folge von Gl. (6.44) leiteten wir die Beziehung 
Av At« 1 her. Die hier angestellten Überlegungen sind 
das räumliche Analogon dazu. 


Zerfließen eines Wellenpakets mit der Zeit. Schließlich 
sollten wir hervorheben, daß die Länge Az eines Wellen¬ 
pakets beim Fortschreiten in einem dispergierenden Me¬ 


dium nicht konstant bleibt. Der Grund liegt darin, daß 
die Gruppengeschwindigkeit v g = dco/dk von k bzw. co 
abhängt. Daher bedingt das Band Ak von Wellenzahlen 
ein Band von Gruppengeschwindigkeiten, das annähernd 
die Breite 


Av ff 


dv c 


dk/ 0 


Ak 


d 2 co 
dk 2 


I Ak 
o 


(6.71) 


aufweist. Ein Wellenpaket, das zur Zeit t = 0 mit der 
Breite (Az) 0 ausläuft, hat zur Zeit t eine Breite (Az) t 

(Az) t « (Az) 0 + (Av g )t. (6.72) 

Die Zeit At, die das Paket zum Passieren eines festen Punk¬ 
tes z benötigt, wird dementsprechend länger. Gl. (6.68) 
gilt zu allen Zeiten, und Aco sowie Ak sind natürlich kon¬ 
stant. 

Wegen dieses Zerfließens des Wellenpakets können die 
Beziehungen Aa Az % 1 und Av At « 1 nur zur Zeit t = 0 
gelten. Um vom Sender einen Impuls zu erhalten, der 
Av At ~ 1 erfüllt, müssen wir annehmen, daß die harmo¬ 
nischen Partialschwingungen zur Zeit t = 0 die richtige 
Phase aufweisen. Wenn wir jedoch das Wellenpaket eine 
hinreichende Strecke im Medium zurücklegen lassen, so 
kann in einem in der Ausbreitungsrichtung liegenden Punkt 
nicht das gesamte Band Ak in Phase sein; wegen der ver¬ 
schiedenen Gruppengeschwindigkeiten treffen nämlich 
einige Teile des Wellenpakets früher, andere später ein. 
Daher sind, anders als zum Zeitpunkt t = 0, die Phasen 
der Partialwellen mit verschiedenen Frequenzen in einem 
in der Ausbreitungsrichtung liegenden Punkt voneinander 
verschieden. Dann erhalten wir Aa Az » Av At > 1. 

Ist das Medium „dispersionsfrei“, zerfließt das Wellen¬ 
paket natürlich nicht, und die Beziehung Aa Az « Av At 
^ 1 bleibt erhalten. 


Wellenpakete im Wasser. Sie können ein schönes, sich 
ausbreitendes Wasserwellenpaket herstellen, indem Sie 
einen Stein in einen Teich werfen. Nach einiger Übung 
gelingt es Ihnen, ein solches Wellenpaket mit Ihren Augen 
zu verfolgen und zu beobachten, wie die kleinen Einzel¬ 
wellen an der Rückseite anwachsen, das Wellenpaket durch¬ 
laufen und an seiner Vorderseite „verschwinden“. Bei 
Wellenlängen von mehr als 1,7 cm, wie sie meist von einem 
großen Stein im Wasser erzeugt werden, ist die Phasen¬ 
geschwindigkeit größer als die Gruppengeschwindigkeit. 

In Bild 6.7 ist ein Wellenpaket dargestellt, dessen Phasen¬ 
geschwindigkeit doppelt so groß wie die Gruppengeschwin¬ 
digkeit ist. Wellenpakete sollten unbedingt in einem Wasch¬ 
becken, in einer Badewanne und in einem Teich studiert 
werden. Da sie sich ziemlich schnell bewegen (siehe Ta¬ 
belle 5.1, Abschnitt 5.2), benötigt man einige Übung, 
doch macht sich die Mühe weitgehend bezahlt (siehe auch 
die Heimversuche). 
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Büd 6.7 

Wellenpaket, dessen Phasengeschwindig¬ 
keit doppelt so groß wie die Gruppen¬ 
geschwindigkeit ist. Der Pfeil folgt einem 
Punkt konstanter Phase der Welle mit der 
vorherrschenden Wellenlänge. Er schreitet 
mit der Phasengeschwindigkeit fort. Das 
Kreuz breitet sich wie das Wellenpaket 
als Ganzes mit der Gruppengeschwindig¬ 
keit aus. 
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6.4. Fourieranalyse von Impulsen 

In Abschnitt 6.3 begegneten wir unserem ersten Bei¬ 
spiel für eine in ein Fourierintegral entwickelte Funktion 
t//(t) der Zeit. Nun soll gezeigt werden, wie man das steti¬ 
ge Frequenzspektrum eines beliebigen (vernünftigen) Im¬ 
pulses auffindet. Ferner werden wir einige Beispiele an¬ 
geben, die in vielen Zweigen der Physik von allgemeinem 
Interesse sind. 

Impulse von beschränkter Dauer. Nehmen Sie an, 
habe die Form eines Impulses von beschränkter Dau¬ 
er (Bild 6.8). Die Funktion \p( t) sei zu einem hinreichend 
frühen Zeitpunkt t 0 sowie zu allen früheren Zeiten gleich 
Null. Ebenso verschwinde i//(t) zu einem hinreichend spä¬ 
ten Zeitpunkt t 0 + T t und zu allen späteren Zeiten. Wir 
nehmen also ein endliches Zeitintervall Ti an, innerhalb 
dessen die Schwingungen von \p( t) auftreten (Bild 6.8). 

Das Zeitintervall Ti ist beliebig lang, nur muß \p( t) zu 
allen Zeiten außerhalb dieses Intervalls verschwinden. 
Schließlich werden wir Ti sehr groß, doch nicht Unend¬ 
lich werden lassen und 1/Ti =v x als „Frequenzeinheit“ 
wählen, die beliebig klein werden kann. 

In Abschnitt 2.3 lernten wir die Fourieranalyse einer 
periodischen Funktion F(t), die für alle t definiert ist und 
die Periode Ti aufweist, so daß F(t + T t ) = F(t). Ebenso 
wurden wir mit der Fourieranalyse einer nur in einem 
beschränkten Intervall von t definierten Funktion bekannt. 
Dazu konstruierten wir eine für alle t definierte periodi¬ 
sche Funktion, die mit der zu untersuchenden Funktion 
in deren Definitionsintervall zusammenfiel. Dann konn¬ 
ten wir die für periodische Funktionen hergeleiteten Glei¬ 
chungen verwenden. Dieses Verfahren benutzen wir auch 


jetzt: Wir konstruieren also eine mit der Periode T t peri¬ 
odische Funktion F(t) — Ti ist das in Bild 6.8 dargestellte 
Zeitintervall -, indem wir für F(t) einfach eine „Wieder¬ 
holung“ des Impulses \p( t) in jedem ähnlichen Zeitinter¬ 
vall der Dauer T t annehmen. Die so entstehende Funk¬ 
tion ist in Büd 6.9 dargestellt. 

Die Fourierreihe der periodischen Funktion F(t) ist 
in den Gin. (2.49) bis (2.52) angegeben. Wir schreiben 
hier nochmals jene Ergebnisse an, die wir benötigen: 

oo oo 

F(t) = B 0 + 2> n sinncü! t + ^ B n cosncüi t (6.73) 

n=l n=l 

mit 

GJ>! = 2^1 = • (6.74) 

1 i 

Dann 


to +T i 

Bo = Ijr- J F(t)dt, (6.75) 

to 

»O + Ti 

B n = x”J F(t)cosncoi tdt, (6.76) 

to 

to+Ti 

A n = J F(t) sinnest dt, (6.77) 

to 

wobei 

n = 1,2,3,... . 



Bild 6.8. Ein Impuls \p( t). Für frühere Zeiten als t 0 oder spätere Zeiten als t 0 + Tj verschwindet die Funktion \p(t). 
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Bild 6.9. Periodische Funktion F(t) mit der Periode Tj. Diese Funktion wird konstruiert, indem man den Impuls ^ (t) in aufeinanderfolgenden 
Zeitintervallen der Dauer Tj „wiederholt“. 


Nun wollen wir die Gin. (6.73) bis (6.77) unserem gegen¬ 
wärtigen Problem anpassen, das darin besteht, den Impuls 
\p(t) als Überlagerung harmonischer Schwingungen aus¬ 
zudrücken. 

Zuerst stellen wir fest, daß der in Gl. (6.73) auftreten¬ 
de konstante Term B 0 verschwinden muß. Wir haben ja 
angenommen, daß i//(t) für hinreichend frühe und hinrei¬ 
chend späte Zeiten verschwinde. Also tritt in unserem 
i//(t) keine „konstante Auslenkung“, „Gleichspannung“ 
oder so etwas Ähnliches auf. Dies bedeutet aber keines¬ 
wegs, daß wir nicht z.B. die an den Vertikalablenkplatten 
eines Oszülographen anliegende Gleichspannung ein¬ 
schließen könnten, wenn Sie sich dafür interessierten; 
es bedeutet nur, daß wir uns nicht dafür interessieren. 

Die große Stärke des Superpositionsprinzips liegt ja darin, 
daß wir „uninteressante“ Anteile irgendeiner Überlage¬ 
rung mit der Begründung: „Wir verstehen das schon und 
können es später jederzeit hinzufügen“ we.glassen dürfen. 

Übergang von der Fourierreihe zum Fourierintegral. 
Betrachten Sie als nächstes die ersten paar Terme in der 
übrigbleibenden unendlichen Summe von Gl. (6.73) : 

Sie liefern die Beiträge A t sin cox t + B t cos cox t, 

A 2 sin 2coi t + B 2 cos 2cox t, usw. Diese ersten Terme sind 
vernachlässigbar klein , was aus Büd 6.8 klar hervorgeht. 
Wir sehen, daß es keine Partialschwingung von i//(t) 
die sich so langsam - mit der Periode T t - ändert. Die 
künstlich konstruierte Funktion F(t) hat zwar eine Partial¬ 
schwingung mit der Periode T t , da aber T x willkürlich ist, 
können wir es verdoppeln, also durch ein neues, doppelt 
so großes T t ersetzen. Dann verdoppeln wir diese neue 
Periode usw. Wir sehen, daß die Kreisfrequenz cox = 27t/Tx 
beliebig klein gemacht werden kann, da wir T x beliebig 
groß wählen dürfen. Deshalb sind die künstlich eingeführ¬ 
ten Konstanten Ai und Bi zwar nicht genau Null, doch 
wie B 0 völlig uninteressant. Auch die Konstanten A 2 und 
B 2 sind, wenn Ti hinreichend groß wird, im wesentlichen 
gleich Null. Tatsächlich können wir Ti als so groß anneh¬ 


men, daß die ersten paar Konstanten A n und B n alle ver¬ 
nachlässigbar sind. Dabei sind unter den „ersten paar“ 
Konstanten z.B. die ersten zehntausend zu verstehen. 
Nehmen wir nun ein n, das so groß ist, daß A n und B n 
nicht völlig vernachlässigbar sind, und betrachten wir 
zwei aufeinanderfolgende Terme in Gl. (6.73) mit den 
Indizes n und n + 1: 

F(t)= ... + A n sinncox t + A n+1 sin(ncox + cox)t + ... 

(6.78) 

Bei hinreichend großem T x können wir die ersten paar n 
überspringen - ihre Koeffizienten sind vernachlässigbar 
klein - und annehmen, daß sich A n+1 von A n nur um 
einen infinitesimalen Betrag unterscheidet. Dann dürfen 
wir ncox als kontinuierliche Variable und A n als stetige 
Funktion von co ansehen: 

co = ncoi . (6.79) 

Der Zuwachs von co sei 5co, wenn n von n auf n + 5n an¬ 
wächst : 

5co = coiSn, 6n = • (6.80) 

Nun sei 5n hinreichend klein, so daß alle Koeffizienten A n 
in dem Band von n bis n + 5n im wesentlichen gleich sind. 
Dann können wir alle Terme in Gl. (6.78), die im Band 5n 
liegen, zusammenfassen und ihnen allen dieselbe Kreis¬ 
frequenz co - den Mittelwert von co im Band 5co - zu¬ 
ordnen. Da alle Terme in einem solchen Band gleich groß 
sind und 5n Terme vorhanden sind, dürfen wir die unend¬ 
liche Reihe von Gl. (6.78) unter Verwendung der Gin. 
(6.79) und (6.80) in der Form 

F(t)= ... + 5nA n sinncoxt + ... 

A n 

= ... + 5co — sin cot + ... 
cox 

= ... + 5co A(co)sincot + ... 

A(co) sin cot dco + .... (6.81) 


o 
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schreiben. Bei der letzten Gleichung haben wir berück¬ 
sichtigt, daß sich die Summe über aufeinanderfolgende 
Bänder der Breite 5co als Integral ausdrücken läßt, wobei 
8oo durch das gebräuchlichere Symbol de o ersetzt wurde. 

Die Punkte (...) stehen für die restlichen Terme in Gl. 
(6.73), die von der Summe EB n cosncox t stammen. Auch 
diese Summe wird zu einem Integral, womit wir folgenden 
vollständigen Ausdruck erhalten: 

oo oo 

F(t) = J A(co) sin cot dco + J B(co) cos cot dco, (6.82) 

o o 

A(co) = A(ncoO= 

B(co)=B(nco 1 )= (6.83) 

Beachten Sie, daß wir die kontinuierliche Variable co bei 
Null beginnen lassen. Wir dürfen dies tun, da wir wissen, 
daß A n und B n in der Nähe von n = 0 verschwinden. Also 
müssen auch A(co) und B(co) nahe oo = 0 verschwinden. 

Gemäß den Gin. (6.83) und (6.71) lautet A(co) 

t 0 + T i 

A(co) =—~r f F(t) sin cot dt, 

W 1M J 

*o 

d.h., da ooiTi = 2i r, 

oo 

A(co)=^ J \//(t)sincjtdt. 

— oo 

Dabei haben wir die Tatsache berücksichtigt, daß das Inte¬ 
gral der künstlich konstruierten periodischen Funktion 
F(t) über eine ihrer Perioden gleich dem Integral des 
aperiodischen Impulses i//(t) über alle Zeiten ist. 

Fourierintegral. Schließlich lassen wir die in Gl. (6.82) 
angegebene periodische Funktion F(t) weg und schreiben 
das Fourierintegral 



Diese Formeln können wir nun auf interessante Bei¬ 
spiele anwenden. 


Anwendungen: Rechteckiges Frequenzspektrum. A(co) 
sei für alle co gleich Null, B(co) hingegen sei für Werte co 
aus dem Intervall von co x bis co 2 konstant, für alle anderen 
co jedoch gleich Null. Wir wählen den konstanten Wert 
von B in dem erwähnten Intervall so, daß die „Fläche“ 
der Kurve B(co), gegen co aufgetragen, gleich Eins ist: 


B(co) = für coi < co < co 2 - co x + Aco; 

Aco 

B(co) = 0 sonst. (6.87) 


Beachten Sie, daß \p(t) als dimensionslose Größe heraus¬ 
kommen muß, da die Dimension von B(co) als die einer 
reziproken Frequenz gewählt wurde. Der Ausdruck für 
\p( t) lautet 

oo oo 

A(co) sin cot dco + J B(co) cos cot dco 
o o 


CJ 2 


cos cot dco = 


1 sin cot 
Aco 


t 




t ü = U>2 

CJ = CJi 


sinco 2 t — sincoi t sinco 2 t - sincoi t 
H t) =-A—- = — 77. -* ( 6 - 88 ) 


Acot 


(co 2 -COx)t 


Der Zähler in Gl. (6.88) ist eine Überlagerung, wie wir sie 
schon früher angetroffen haben; sie liefert Modulationen 
mit der Modulationsfrequenz ^(co 2 - coi). Der Nenner 
enthält den Faktor t, der i//(t) bei t = 0 zu einem Maxi¬ 
mum macht. 


Wir wollen nun Gl. (6.88) als fast harmonische Schwin¬ 
gung mit der mittleren Kreisfrequenz co 0 und einer lang¬ 
sam sich ändernden Amplitude anschreiben: 

co 0 =^(co 2 + coi), |Aco =^(co 2 -coi); 

C0 2 — COq + 2 ACO, CO i — COq — 2 (6.89) 


m = 


sin(co 0 +^Aco)t - sin(co 0 Aco)t 
Acot 


sin \ Acot 
\ Acot 


cosco 0 t. 


(6.90) 


\jj(t) ist also eine rasche Schwingung 
dernder Amplitude A(t) 

\jj(t) = A(t)cosco 0 t, 
sin \ Acot 

A(t ) = -rf--- 

rAcot 


mit langsam sich än- 


(6.91) 


Dieses Ergebnis ist mit jenem identisch, das wir in Ab¬ 
schnitt 6.3 erhalten haben. Dort untersuchten wir eine 
Überlagerung von N harmonischen Schwingungen mit N 
verschiedenen Kreisfrequenzen, die gleichmäßig zwischen 
coi und co 2 verteilt waren. Im Grenzfall N ■> 00 erhielten 
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wir Gl. (6.91) (siehe Gin. (6.57) und (6.58)). Der Impuls 
\p(t) und sein Fourierkoeffizient B(co) sind in Bild 6.6 
dargestellt. 

Rechteckimpuls in der Zeit. Die Funktion \p(t) ver¬ 
schwinde für alle Zeiten außerhalb eines Intervalls der 
Dauer At, das seinen Mittelpunkt in t 0 habe und sich von 
ti bis t 2 erstrecke. In diesem Intervall sei \p(t) konstant ; 
wir bestimmen die Konstante so, daß das Integral von 
\p(t) über das Intervall At gleich Eins ist: 

^ (t)= Ät’ t, <t<t 2 = t 1 +At. (6.92) 

Nun wollen wir die Fourierkoeffizienten A(co) und B(co) 
ermitteln. 

Beachten Sie, daß \p(t) eine gerade Funktion von t ist, 
wenn t 0 verschwindet. Daher muß A(co) verschwinden, 
denn sin cot stellt eine ungerade Funktion dar. Bei belie¬ 
bigem t 0 benötigen wir A(co) und B(co), es tritt also so¬ 
wohl die ungerade Funktion sin cot als auch die gerade 
Funktion cos cot auf. Nun können wir uns durch einen 
Trick die Hälfte der Arbeit ersparen: Wir ersetzen in un¬ 
seren allgemeinen Ergebnissen einfach t durch t —1 0 . 
Dann gilt, da \jj(t) eine gerade Funktion von t —1 0 ist, 


\p( t) = J* B(co) cos co(t - t 0 )dco 


(6.93) 


mit 


B(co) = i J i//(t)cosco(t - t 0 )dt. (6.94) 


Die einfache Integration liefert das Ergebnis 


BM = ^ 


1 sin^Atco 


(6.95) 


77 2^ tCJ 

(Übung 20). Der Rechteckimpuls von Gl. (6.92) und sein 
Fourierkoeffizient B(co) sind in Bild 6.10 dar gestellt. 
Wenn wir Aco als das Intervall von der niedrigsten Fre¬ 
quenz (Null) bis zur ersten Nullstelle des Fourierkoeffi¬ 
zienten B(co) definieren, so erhalten wir 

Aco At = 27 t, Av At = 1. (6.96) 


Verwendung eines Klaviers zur Fourieranalyse des 
Händeklatschens. Wir bringen nun eine Anwendung des 
in Bild 6.10 dargestellten Fourierspektrums: Wie lange 
dauert ungefähr das laute Geräusch, daß Sie beim Hände¬ 
klatschen vernehmen? Mikrophon, Verstärker und Oszil¬ 
lograph stehen nicht zur Verfügung, wohl aber ein Klavier. 
Drücken Sie sein Dämpfungspedal nach unten, so daß alle 
Saiten schwingen können, halten Sie Ihre Hände nahe an 
den Resonanzkasten und klatschen Sie. Das Klavier führt 
nun die Fourieranalyse des Klatschtones durch und hält 
sie durch schwingende Saiten fest. Können Sie den höch¬ 


sten Ton abschätzen, bei dem die von den Saiten geliefer¬ 
te Intensität noch groß ist? Seine Frequenz muß unge¬ 
fähr v « 1/At betragen. Dieses physikalische Beispiel ver¬ 
mittelt uns weitere Einsicht in die Bedeutung der Fourier¬ 
analyse. 

Alle Saiten werden in etwa durch einen Luftdruck¬ 
impuls von der Dauer At in der gleichen Richtung ange¬ 
stoßen. In dem beginnenden Einschwingvorgang fangen 
sie mit ihren Eigenfrequenzen an zu schwingen. Jene Sai¬ 
ten, deren Eigenfrequenz klein gegenüber 1/At sind, kön¬ 
nen keinen merklichen Bruchteü einer vollen Eigenschwin¬ 
gung ausführen, bevor der Impuls endet. Solche Saiten 
werden daher während des gesamten Intervalls At be¬ 
schleunigt. Jene Saite, deren Schwingungsdauer genau At 
beträgt, wird während der ersten Halbschwingung von der 
Dauer ^At durch den Druckimpuls beschleunigt, während 
der zweiten jedoch gebremst. Am Schluß hat sie gleich 
viel Beschleunigung wie Verzögerung erfahren und 
schwingt daher nach dem Aufhören des Impulses über¬ 
haupt nicht. Jene Saiten, deren Eigenfrequenzen von Null 
bis etwas unterhalb 1/At reichen, erhalten also durch die 
Anregung eine positive Amplitude. Die Saite mit der 
Eigenfrequenz 1/At hat die Amplitude Null: Diese Fre¬ 
quenz entspricht somit der ersten Nullstelle des in Gl. 
(6.95) angegebenen Fourierkoeffizienten B(co). Saiten 
mit Eigenfrequenzen zwischen 1/At und 2/At führen wäh¬ 
rend At zwischen einer und zwei vollen Schwingungen aus. 
Die erste Schwingung ist „unergiebig“ in dem Sinn, daß 
vom Druckimpuls keine Nettobewegung induziert wird. 
Die Saite mit der Eigenfrequenz 2/At durchläuft zwei 
volle Schwingungen und nimmt somit keine Nettobewe¬ 
gung an. Daher liegt die zweite Nullstelle von B(co) bei 
der Frequenz 2/At. Die Saite mit der Eigenfrequenz 
1,5/At kommt einigermaßen gut davon: Ihre erste 
Schwingung ist unergiebig, doch drückt die Kraft während 
der ersten Hälfte der zweiten Schwingung immer in die¬ 
selbe Richtung und hört dann auf. Diese Saite bekommt 
„ein Drittel“ des auftreffenden Impulses mit, sie vollführt 
also drei Halbschwingungen mit ihrer Eigenfrequenz, von 
denen sich die Beiträge zweier Halbschwingungen aufhe- 
ben. Im Gegensatz dazu vollführt eine Saite mit der Eigen¬ 
frequenz 2 (1/At) während At eine einzige Halbschwin¬ 
gung, weshalb sie am Ende eine dreimal so große Schwin¬ 
gungsamplitude aufweisen sollte wie die Saite mit 
v = (|) (1/At). Tatsächlich ersieht man aus Gl. (6.95), 
daß der Betrag von B(co) für co At = 7T dreimal so groß 
ist wie für co At = 37 t. 

Dieses Beispiel zeigt, wie sich ein Klavier oder eine 
ähnliche Vorrichtung zur Fourieranalyse benutzen läßt. 

Wir haben dabei die Tatsache vernachlässigt, daß die Kopp¬ 
lung zwischen der Luft und den Saiten nicht bei jeder 
Saite gleich gut sein könnte. Ferner wäre es sehr schwie¬ 
rig, aus dem zur Fourieranalyse benutzten Klavier die 
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Büd 6.10 

Rechteckimpuls \p (t) und sein 
Fourierkoeffizient B(u>) 



Phaseninformation zu entnehmen, doch interessiert sich 
Ihr Ohr nicht für die Phase. Dies ist öfters der Fall: Häu¬ 
fig sind wir nicht daran interessiert, A(cu) und B(co) ein¬ 
zeln zu bestimmen. Es genügt dann, die Fourierintensität 
I(cu) zu kennen, die sich als 

I(co) = A 2 (co) + B 2 (cj) (6.97) 

definieren läßt. 

Deltafunktion der Zeit. Nun sei die Dauer At des Recht¬ 
eckimpulses viel kürzer als die Periode der Schwingung 
mit der höchsten Frequenz, die wir nachweisen können, 
also wesentlich kürzer als die kleinste Periode unseres 
Nachweisgerätes. In diesem Fall ist der Fourierkoeffizient 
B(cü) im gesamten nachgewiesenen Frequenzspektrum 
konstant, was aus Bild 6.10 evident hervorgeht. Lassen 
wir At gegen Null gehen, so verlagert sich die erste Null¬ 
stelle von B(co) gegen + °°, und für jede endliche Frequenz 


gilt B(co) = 1/7T. Ist At hinreichend klein, heißt der in 
Gl. (6.92) definierte Impuls Deltafunktion der Zeit. Z.B. 
sollte, da der höchste Ton des Klaviers bei v ^ 5 000 Hz 
liegt, jeder Schallimpuls von kürzerer Dauer als etwa eine 
Millisekunde alle Saiten ungefähr gleich gut anregen. Das 
als Fourieranalysator wirkende Klavier würde zwischen 
einem solchen Schallimpuls und einem anderen mit zehn¬ 
mal größerer Amplitude, doch zehnmal kürzerer Dauer 
nicht unterscheiden: Die Saiten hätten in jedem Falle 
am Ende dieselbe Bewegung. 

Anwendung: Gedämpfter harmonischer Oszillator - 
natürliche Linienbreite. Wir wollen die „Linienform“ 

(das Frequenzspektrum) jenes sichtbaren Lichts heraus¬ 
finden, das von einem Atom mit der mittleren „Abre¬ 
gungszeit“ r » 10“ 8 s emittiert wird. Interessieren wir 
uns nur für die Bandbreite, so sind wir bereits am Ziel: 
Die Bandbreite muß von der Größenordnung 10 8 Hz sein, 
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da die Impulsdauer etwa 10' 8 s beträgt. Wir wollen es je¬ 
doch genauer wissen und die exakte Form des Spektrums 
ermitteln - dies unter der Annahme, daß der Abkling¬ 
vorgang den zeitlichen Verlauf eines gedämpften harmo¬ 
nischen Oszillators aufweise. Also sei für alle Zeiten 
vor t = 0 gleich Null, weise zur Zeit t = 0 eine plötzliche 
Auslenkung auf und beschreibe hernach die gedämpfte 
harmonische Schwingung 

i//(t) = e“^ 1 / 2 ^ rt coscj 1 t. (6.98) 

Wir nehmen die Anfangsamplitude als Eins an, um uns 
im folgenden Schreibarbeit zu ersparen. Die Dämpfungs¬ 
konstante ist gleich dem Kehrwert der mittleren Abkling¬ 
zeit: 

r = \ . (6.99) 


In jeder Integraltafel findet man 
b 


e ax sin bx dx = 


b 2 + a 2 ’ 


I 


e ax cosbxdx = 


b 2 + a 2 ’ 


Somit liefern die Gin. (6.103) und (6.104) 
(co + COi) 


27tA(cj) = 


(co + co,) 2 +(fr) 2 

(co - COi) _ 

f (^-~co,) 2 +(K) 2 ’ 


(6.105) 


(6.106) 


Die Federkonstante ist mit der Masse m und mit der Eigen¬ 
frequenz co 0 der ungedämpften Schwingung durch die 
Beziehung 

K = mcjo (6.100) 

verknüpft. Zwischen der Frequenz co x der fast harmoni¬ 
schen gedämpften Schwingung und den Größen co 0 und T 
besteht der Zusammenhang 

ü 3 \ = u > 1 -\ r 2 . (6.101) 

Entwickeln wir nun Gl. (6.98) in ein Fourierintegral: 

oo oo 

A(co) sin cot dco + J B(co) cos cot dco. 

o (6.102) 



27rB(co) = 


(co + coO 2 +(K) 2 


+ 


_iE_ 

(co-coO 2 +(K) 2 


(6.107) 


Mit Hilfe der Gl. (6.101) können wir co 2 eliminieren und 
coq einführen. Nach einiger Rechnung erhält man 


27rA(co) 


2 co(co 2 - coq) + cor 2 
(C0o - co 2 ) 2 + r 2 co 2 


(6.108) 


2ttB(co) 


r(co 2 +co 2 ) 

(co 2 - co 2 ) 2 + r 2 <o 2 ’ 


(6.109) 


Dann ist 


oo 


oo 


2ttA(co) = 2 i//(t) sin cot dt = e O/^r^coscoitsincotdt 


I(w) = [2 ttA(co)] 2 + [2ttB(co)] 2 

4co 2 + r 2 _ 

(cOq " co 2 ) 2 + f 2 co 2 


( 6 . 110 ) 


— OO 


0 


= Je ^ 1 ^ 2 ^ rt [sin(co + coi)t + sin(co — 0 Ji)t]dt, 
° (6.103) 

OO 

27rB(co) = 2 J ^/(t) cos cot dt 

— oo 


oo 

[ e _ ^/ 2 ^ rt 2coscoitcoscotdt 
o 


e [cos(co + co x )t + cos(co - coi)t]dt. 

(6.104) 


Vergleich des freien Abklingvorgangs mit erzwungenen 
Schwingungen. Soeben haben wir die Partialschwingungen 
für den freien Abklingvorgang eines gedämpften harmoni¬ 
schen Oszillators hergeleitet. Es ist nun interessant, diese 
mit jenen Fourierkoeffizienten und -intensitäten zu ver¬ 
gleichen, die dann auftreten, wenn dasselbe System sta¬ 
tionäre erzwungene Schwingungen der Frequenz co aus¬ 
führt. Zu diesem Zweck schreiben wir hier nochmals die 
in den Gin. (3.17) und (3.32) bis (3.35) enthaltenen Er¬ 
gebnisse an: 


A d (co) = 


Fo (cog - co 2 ) 
m (co£ -co 2 ) 2 +T 2 co 2 


Aab(^) 


F 0 _Tco_ 

m (coq - co 2 ) 2 + T 2 co 2 


( 6 . 111 ) 


o 


( 6 . 112 ) 
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IA | 2 = [A el (co)] 2 + [A ab (co)] 2 


Fo 1 

m 2 (coq -co 2 ) 2 + T 2 co 2 

(6.113) 

1 Fo Tco 2 

P(W) ~2 m (co 2 -co 2 ) 2 +T 2 co 2 ’ 

(6.114) 

, w , 1*1 j(“> 2+ "2) 

(W) 2 m (co 2 -co 2 ) 2 +T 2 co 2 ' 

(6.115) 


Wir sehen also, daß der zum freien Abklingvorgang gehö¬ 
rende Fourierkoeffizient B(co) der gespeicherten Energie 
W(co) bei erzwungenen Schwingungen proportional ist. 
Ferner hat der beim freien Abklingvorgang auftretende 
Fourierkoeffizient A(gj) zwei Anteile: Der eine ist der 
bei erzwungenen Schwingungen vorkommenden Größe 
coA el (cj), der andere hingegen der Größe A ab (co) pro¬ 
portional. Ist die Dämpfung hinreichend schwach, so darf 
der zu A ab proportionale Beitrag vernachlässigt werden, 
außer wenn gj sehr nahe der Eigenfrequenz gj 0 liegt. 
Daher ist A(gj) im wesentlichen zu cjA e i(co) proportional. 
Die Fourierintensität I(gj) weist ebenfalls zwei Anteile 
auf: Der eine ist der bei erzwungenen Schwingungen ver¬ 
brauchten Leistung P(gj) proportional, der andere darf 
bei hinreichend schwacher Dämpfung — T 2 co 2 — ver¬ 
nachlässigt werden. Folglich ist die beim freien Abkling¬ 
vorgang auftretende Fourierintensität I(co) im wesent¬ 
lichen der bei erzwungenen Schwingungen verbrauchten 
Leistung P(gj) proportional. 


Lorentzsche Linienform und ihre Beziehung zur 
Resonanzkurve. Ist die Dämpfung schwach und liegt gj 
nicht zu weit von gj 0 entfernt, so ist sowohl der Fourier¬ 
koeffizient B(gj) als auch die Fourierintensität I(co) der 
„Lorentzschen Kurve“ L(gj) proportional; diese lautet 


L(co) = 


(in 2 _ 

(coo-co ) 2 +(in 2 ' 


(6.116) 


Die Dämpfungskonstante T ist der Halb wertsbreite der 
Lorentzschen Kurve proportional. Sie wird Linien¬ 
breite Ag o des Frequenzspektrums des Fourierintegrals 
bezeichnet, das den freien Abklingvorgang beschreibt: 

(Aw) f A = r. (6.117) 


Die in Gl. (6.116) angegebene Lorentzsche Kurve hat 
genau dieselbe Gestalt wie die Breit-Wignersche Resonanz¬ 
kurve für erzwungene Schwingungen. Aus dieser erhält 
man bei schwacher Dämpfung die Frequenzabhängigkeit 
von A ab (co), |A| 2 , E(gj) und P(gj) im Falle erzwungener 
Schwingungen (Gl. (3.36)): 


R(co) = 


_(|It_ 

k-w ) 2 +dn 2 


(6.118) 


Die Halbwertsbreite dieser Kurve ist gegeben durch 
(Aco) halb = r. (6.119) 


Wir erhalten also für einen schwach gedämpften harmoni¬ 
schen Oszillator das folgende bemerkenswerte Ergebnis: 
Das Fourier Spektrum des freien Abklingvorgangs hat die¬ 
selbe Frequenzabhängigkeit wie die Resonanzkurve er¬ 
zwungener Schwingungen. Dies läßt sich in folgender 
Gleichung zusammenfassen: 


(Aco)f A - (Aco^h - Tf a . 


( 6 . 120 ) 


Messung der Eigenfrequenz und der Frequenzband¬ 
breite. Der enge Zusammenhang zwischen den Partial¬ 
schwingungen beim freien Abklingvorgang und der Reso¬ 
nanzkurve stationärer erzwungener Schwingungen hat 
wichtige Folgen für das Experiment. Nehmen Sie an, wir 
wollen a) die Grundschwingung einer Klaviersaite und 
b) den ersten angeregten Zustand eines Atoms untersu¬ 
chen. Dazu können wir folgende drei Methoden verwen¬ 
den: 

1. Zeitlicher Verlauf der freien Schwingungen. Zur 
Zeit t = 0 werde das System mit einem Hammer bzw. 
durch einen Zusammenstoß mit einem anderen Atom 
plötzlich erregt. Dann halte man die Bewegung des ab¬ 
klingenden gedämpften Oszillators in aufeinanderfolgen¬ 
den Momentaufnahmen fest und trage die Auslenkung 
gegen die Zeit auf. Dies läßt sich zwar bei der Klavier¬ 
saite durchführen, nicht jedoch beim Atom; dort ist es 
prinzipiell unmöglich, wie Sie in Band 4 (< Quantenphysik ) 
lernen werden. 

2. Resonanzkurve der erzwungenen Schwingungen. 

Das System werde durch eine harmonische Kraft F 0 cos cot 
erregt und befinde sich im stationären Zustand. Verändern 
Sie nun die erregende Frequenz und messen Sie die absor¬ 
bierte Leistung P(co) als Funktion der Kreisfrequenz. 

Dies läßt sich sowohl bei der Saite als auch bei manchen 
angeregten Atomzuständen durchführen. Dazu erregt man 
die Atome durch stationäre elektromagnetische Strahlung 
und ermittelt die absorbierte Leistung P als Funktion 

von co, woraus man dann co 0 und T erhält. 

3. Fourieranalyse des Emissionsspektrums. Das System 
werde plötzlich angeregt und die von ihm ausgesandte 
Strahlung einer Fourieranalyse unterzogen. Dies läßt sich 
sowohl bei der Klaviersaite als auch bei manchen angereg¬ 
ten Atomzuständen durchführen. Dazu untersucht man 
das Frequenzspektrum des emittierten Lichts. Am leichte¬ 
sten läßt sich die Intensität der emittierten Strahlung als 
Funktion der Frequenz messen; sie ist der Fourierinten¬ 
sität I(co) proportional. Hat man I(co) bestimmt, so erhält 
man die Eigenfrequenz co 0 und die Halbwertsbreite f. 
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6. Modulationen, Impulse und Wellenpakete 




a) Impuls iKt) = e U/ 2 )t/ T cos cjjt. Dabei wurde cjj = 8 n T gewählt, d.h., r = 4 Tj. 

b) Fourierkoeffizienten des Fourierintegrals f [ A(cj) sin u?t + B(u>) cos cüt]du>, das aus der Überlagerung harmonischer Partialschwingungen 

entsteht. 0 


Bild 6.11 zeigt eine gedämpfte harmonische Schwin¬ 
gung sowie die Fourierkoeffizienten A(co) und B(cu). Um 
zu erreichen, daß für das Produkt aus Bandbreite und 
zeitlicher Dauer exakt die Gleichung Acv At = 2n gilt, 
müssen wir die zeitliche Dauer At als 2n mal der mittleren 
Abklingzeit r definieren. Dann folgt aus Gl. (6.120) die 
Beziehung Aco At = 27r. 


6.5. Fourieranalyse eines laufenden Wellenpakets 

Ein bei z = 0 liegender Sender errege ein kontinuier¬ 
liches, homogenes, eindimensionales, unbegrenztes Sy¬ 
stem. Dabei werde der zeitliche Verlauf der \p(z, t) der 
laufenden Wellen an der Stelle z = 0 durch eine bekannte 
Funktion f (t) der Zeit beschrieben: 

4 /(0, t) = f(t). 


( 6 . 121 ) 
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Jede vernünftige Funktion f (t) läßt sich als Überlagerung 
harmonischer Schwingungen ausdrücken. Ist f (t) keine 
periodische Funktion der Zeit, so ist die Überlagerung 
bezüglich der Frequenz stetig und hat die Form des 
Fourierintegrals 


Dann wird aus Gl. (6.126) 

oo 

i//(z, t) = J [A(co) sinoo(t - ~) + B(co)cosco(t - ^-)]dco, 
o (6.128) 



[ A(co) sin cot + B(co) cos cot] dco . 


o 


( 6 . 122 ) 


Laufende Wellen in einem homogenen dispergierenden 
Medium. Jede harmonische Partialschwingung des in 
Gl. (6.122) angegebenen Fourierintegrals erzeugt ihre 
eigene laufende Welle, deren Wellenzahl k durch die 
Dispersionsrelation bestimmt wird: 


k - k(co). 


(6.123) 


Jede Partialwelle, die ja eine harmonische laufende Welle 
mit eigener Frequenz darstellt, pflanzt sich mit ihrer eige¬ 
nen Phasengeschwindigkeit 


co 

k(co) 


(6.124) 


fort. Die resultierende laufende Welle \p(z, t) stellt nichts 
anderes als die Überlagerung all dieser harmonischen lau¬ 
fenden Partialwellen dar. Demzufolge erhalten wir \p(z, t) 
aus i//(0, t), indem wir in jeder harmonischen Partial¬ 
schwingung des Fourierintegrals von Gl. (6.122) 
cot durch cot - kz = cot - k(co)z ersetzen: 


^(0,t) = 


oo 

J [A(co)sincot + B(co) cos cot] dco, (6.125) 


cj = 0 
oo 

i//(z, t) = J {A(co) sin [cot — k(co)z] 

u> = 0 


+ B(co)cos[cot - k(co)z]} dco. (6.126) 


In dem allgemeinen Fall dispersionsbehafteter Wellen 
hängt die Phasengeschwindigkeit v^ von der Kreisfrequenz 
co ab. Daher bleibt die Gestalt von i//(z, t) mit der Zeit 
nicht konstant. 


Dispersionsfreie Wellen (Spezialfall). In dem Spezial¬ 
fall einer von der Frequenz unabhängigen Phasengeschwin¬ 
digkeit v^ hat die Wellenfunktion i//(z, t) zu jedem fest¬ 
gehaltenen Zeitpunkt t dieselbe Gestalt. Diese Aussage 
können wir aus dem allgemeinen Ausdruck von Gl. (6.126) 
auf folgende Weise herleiten: v sei die allen harmonischen 
Wellen gemeinsame Phasengeschwindigkeit: 

"’ijty dJ >- < 6 ' 127 > 


Nun ist aber v nach Voraussetzung konstant, also frequenz¬ 
unabhängig. Man erhält daher jede Partialwelle des Fourier¬ 
integrals Gl. (6.128) aus dem Fourierintegral Gl. (6.125), 
das i//(0, t) darstellt. Dazu muß man einfach das t in i//(0, t) 
durch t - (z/v) ersetzen. Dann ergibt sich für dispersions¬ 
freie Wellen 

i//(z,t) = i//(0,t'), t'=t-f. (6.129) 

Beachten Sie, daß wir für dispersionsfreie Wellen nie ein 
Fourierintegral hätten schreiben müssen, wenn wir dies 
nicht gewollt hätten. Da uns i//(0, t) bekannt ist, könnten 
wir \p(z, t) unmittelbar aus Gl. (6.129) erhalten und müß¬ 
ten nicht notwendigerweise die dazwischenliegenden 
Schritte der Fourieranalyse durchführen. Gl. (6.129) sagt 
nämlich aus, daß sich laufende Wellen in einem disper¬ 
sionsfreien Medium ohne Gestaltsänderung ausbreiten. 

Mit anderen Worten, die Auslenkung (oder das elektrische 
Feld oder was immer es auch sei) hat zur Zeit t in dem in 
der Ausbreitungsrichtung liegenden Punkt z denselben 
Wert wie die Auslenkung zum früheren Zeitpunkt 
t - (z/v) bei z = 0. 

Wir bringen nun ein Beispiel mit einer dispersions¬ 
freien Welle, in dem weder eine Fourieranalyse noch eine 
harmonische Funktion vorkommt. Nehmen Sie an, es 
handelt sich um dispersionsfreie Wellen - etwa um hör¬ 
bare Schallwellen oder um Lichtwellen im Vakuum. Bei 
z = 0 gelte für die Wellenfunktion die Beziehung 

i//(0,t) = Ae“^/ 2 )' 2 / 7 - 2 . (6.130) 

Diese Gleichung stellt einen Impuls von der Form einer 
Gaußschen Kurve dar. Dieser erreicht sein Maximum bei 
t = 0 und wird für Zeiten, die - mit r als Einheit - sehr 
weit vor oder nach t = 0 liegen, sehr klein. Wir könnten 
selbstverständlich die Fourieranalyse des in Gl. (6.130) 
beschriebenen Impulses durchführen, doch benötigen wir 
sie nicht, da ja das Medium nach Voraussetzung disper¬ 
sionsfrei ist. Vielmehr können wir die Form der laufenden 
Welle sofort anschreiben: 

\p(z, t) = i//(0, t') = Ae - ^ 2 ^* 

= A e -(‘/ 2 t 2 )[‘ - Cz/ y )] 2 (6.131) 


Dispersionsfreie Wellen und klassische Wellengleichung. 
Für jede harmonische laufende Welle der Form 

i//(z,t) = A cos [cot - k(co)z] (6.132) 


güt, wie Sie leicht zeigen können, die Differentialgleichung 


3 2 i//(z, t) 

~~dF~ 


oß 9 2 i//(z, t) _ 2 / ^ 9 2 i//(z, t) 
k 2 9 z 2 V ^ (GJ) 9 z 2 


(6.133) 
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Im Spezialfall dispersionsfreier Wellen gilt = v, die Pha¬ 
sengeschwindigkeit ist also eine frequenzunabhängige 
Konstante. In diesem Fall gilt für jede Partialwelle einer 
Überlagerung harmonischer Wellen von der Form der 
Gl. (6.128) die gleiche Differentialgleichung 


9 2 <K z,t) 

2 a 2 iHz, t) 

at 2 

v 3z 2 ‘ 


Dabei stellt i//(z, t) irgendeine der harmonischen laufenden 
Partialwellen der Überlagerung dar. Da nun Gl. (6.134) 
von jeder Partialwelle erfüllt wird, wird sie auch durch die 
gesamte Überlagerung erfüllt. Mit anderen Worten: Für 
die resultierende Wellenfunktion i//(z,t) gilt die Gl. (6.134). 
Diese partielle Differentialgleichung bezeichnet man als 
klassische Wellengleichung für dispersionsfreie Wellen oder 
einfach als klassische Wellengleichung. 

Für Wellen, die ihre Gestalt beibehalten, gilt die klas¬ 
sische Wellengleichung. Als wir Gl. (6.134) herleiteten, 
verwendeten wir die harmonischen laufenden Wellen von 
Gl. (6.132). Dies wäre jedoch nicht nötig gewesen, denn 
jede laufende Welle, die beim Fortschreiten ihre Gestalt 
beibehält, muß Gl. (6.134) erfüllen. Nehmen Sie also an, 
die Funktion i//(0, t) = f (t) sei vorgegeben, und es sei 
bekannt, daß sich die Welle ohne Gestaltsänderung aus¬ 
breitet : 

«Kz,t) = f(t'), (6.135) 

Es ist leicht zu sehen, daß die durch Gl. (6.135) angegebe¬ 
ne Funktion die klassische Wellengleichung erfüllt (Übung 
26). Ähnlich gilt auch für jede dispersionsfreie laufende 
Welle, die sich in der negativen z-Richtung ausbreitet, 
diese Gleichung. Das sieht man, wenn man bei der Herlei¬ 
tung v durch —v ersetzt. Ferner erfüllt auch jede Über¬ 
lagerung laufender Wellen, die sich in beiden Richtungen 
ausbreiten, die klassische Wellengleichung, da diese von 
allen Partialwellen der Überlagerung erfüllt wird. 

Wie Sie leicht zeigen können, erfüllt eine harmonische 
stehende Welle der Form 

i//(z,t) = Acosk(z - z 0 ) cos co(t — t 0 ) 

die Gl. (6.133). Ist das Medium dispersionsfrei, so gilt für 
alle harmonischen stehenden Wellen die klassische Wellen¬ 
gleichung (6.134). Diese Aussage folgt aus Gl. (6.135), wo¬ 
bei für alle Frequenzen die Beziehung v ip = v gilt. (Bei 
einer stehenden Welle stellt v^> die Größe co/k dar, doch 
geht der Begriff der Phasengeschwindigkeit nicht von Na¬ 
tur aus in die Beschreibung solcher Wellen ein.) Auch 
folgt die obige Aussage aus der Tatsache, daß man eine 
stehende Welle als Überlagerung laufender Wellen betrach¬ 
ten kann, die sich in entgegengesetzten Richtungen aus¬ 
breiten. Tatsächlich haben wir die klassische Wellengiei- 
chung erstmals angetroffen, als wir in Abschnitt 2.2 
stehende Wellen auf einer kontinuierlichen Saite unter¬ 
suchten. 


6.6. Übungen und Heimversuche 

1. Überlagerung zweier harmonischer laufender Wellen. Zwei 
harmonische laufende Wellen Ai cos (cot - kz + ^) und 

A 2 cos (cot - kz + ^ 2 ) derselben Kreisfrequenz co breiten sich 
in der positiven z-Richtung aus. Zeigen Sie, daß ihre Über¬ 
lagerung ebenfalls eine laufende Welle mit denselben Eigen¬ 
schaften ist. Mit anderen Worten, die Überlagerung läßt sich 
in der Form A cos (cot - kz + schreiben. Ermitteln Sie den 
Zusammenhang zwischen A und <p einerseits und Ax, A 2 , ^1 
und i ^2 andererseits. 

Hinweis: Durch Verwendung komplexer Zahlen oder eines 
Zeigerdiagramms wird die Lösung ungemein erleichtert. 

2. Ausbreitungsgeschwindigkeit von Signalen. Betrachten Sie 
elektromagnetische Strahlung in einem Medium der Dielektri¬ 
zitätskonstanten e(co). Die magnetische Permeabilität ß sei 
Eins. Dann gilt n(co) = [e(co)] 1/2 . Gemäß der Relativitätstheo¬ 
rie kann sich kein Signal schneller ausbreiten als mit 

c = 3,0 • 10 lo cm/s. Welche Grenzen sind dadurch der mögli¬ 
chen Änderung von e(to) mit co gesetzt? Nehmen Sie an, 
e(co) sei für alle co positiv. 

Lösung: co(dn/dco) + (n - 1) > 0. 

3. Bandbreite von Mittelwellensendern - Heimversuch. Messen 
Sie die ungefähre Bandbreite, die ein Mittelwellensender emit¬ 
tiert und die von Ihrem Radioapparat empfangen wird. Bestim¬ 
men Sie dazu durch Verdrehen des Abstimmknopfes die Gren¬ 
zen, innerhalb derer ein bestimmter Sender empfangen wer¬ 
den kann. Wie verhält sich Ihr Ergebnis zu jener Bandbreite 
Av % 40 kHz, die man zur Übertragung beider Seitenbänder 
zwecks höchstqualitativer Schallwiedergabe benötigt? 

4. Kann man mit Blasinstrumenten beliebig schnell spielen ? Mit 
einer Baßtuba erreicht man sehr tiefe Töne, z.B. das C mit 
32,7 Hz - das tiefste C auf dem Klavier. Flöten hingegen er¬ 
zeugen sehr hohe Töne; ihr höchster Ton ist gewöhnlich das 
c 4 mit 2093 Hz, das eine Oktave unter dem höchsten Klavier¬ 
ton liegt. Jeder Ton der wohltemperierten Tonleiter unterschei¬ 
det sich von seinem Nachbarton etwa um den Faktor 1,06. 

Mit Flöten läßt sich sehr schnell spielen, mit Baßtuben hinge¬ 
gen nicht so schnell. Ist der Baßtubabläser daran schuld ? 

Oder vielleicht die Baßtuba? Könnte man die Baßtuba so um¬ 
bauen, daß ihr Bläser ebenso schnell spielen könnte wie ein 
Flötenspieler? Was wäre nach Ihren Berechnungen die ver¬ 
nünftige „Höchstgeschwindigkeit“, mit der ein Baßtubabläser 
im Bereich des Tons C32,7 spielen sollte? Welcher Wert 

gilt für einen Flötenspieler in der Nähe des Tons c 4 2093 ? 
Zuerst müssen Sie sich über ein vernünftiges musikalisches 
Kriterium klarwerden, erst dann sollten Sie Physik treiben. 
Lösung: 2 Töne/s für die Baßtuba; 120 Töne/s für die Flöte 
(ganz schön!). 

5. Abstimmung eines Mittelwellensenders. Ein Mann bringt sei¬ 
nen MW-Radioapparat in eine Radiowerkstätte und beklagt 
sich darüber, daß die Abstimmung nicht fein genug sei. Er 
wünscht, ein bestimmter Sender solle auf der Skala ganz scharf 
definiert sein. Der Apparat wird nach seinen Wünschen gerich¬ 
tet, doch kommt der Mann damit ein zweites Mal in die Werk¬ 
stätte. Was hat er diesmal auszusetzen? 

6 . Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen. 

a) Die Schallgeschwindigkeit läßt sich etwa nach folgenden 
zwei Methoden bestimmen: Sie können in die Hände klat¬ 
schen und die zeitliche Verzögerung zwischen dem Klat¬ 
schen und dem von einem bekannten Reflektor herrühren¬ 
den Echo messen. Oder Sie stellen in einer Kartonröhre bei 
bekannter Frequenz Resonanz her und messen unter Kor- 
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rektur der Endeffekte die Röhrenlänge. Bestimmt man mit 
diesen Methoden die Phasen- oder die Gruppengeschwindig¬ 
keit? 

b) Nun zwei Methoden zur Bestimmung der Lichtgeschwindig¬ 
keit : Man sende einen abgeschnittenen Lichtstrahl vom 
Mt. Wilson zum Mt. Palomar, reflektiere ihn dort mittels 
eines Spiegels und bestimme die Zeitdauer des Hin- und 
Hergangs. Oder man bestimme die Länge einer Resonanz¬ 
höhlung, in der eine bekannte Eigenschwingung mit be¬ 
kannter Frequenz auftritt. Liefern diese Methoden die 
Phasen- oder die Gruppengeschwindigkeit ? 

7. Zeigen Sie, daß für Licht vom Brechungsindex n(X) die Bezie¬ 
hung 

_L = _1 _ 1 , dn ( x ) 

Vg V c dX 

gilt, wobei X die Vakuumwellenlänge des Lichts darstellt. 

8 . Lichtgeschwindigkeit. Für die Vakuumlichtgeschwindigkeit 
findet man in Tabellen den Wert c = 2,997 925 • 10 9 10 cm/s, sie 
ist also recht gut bekannt. Nehmen Sie nun an, Sie hätten 
einen abgeschnittenen Lichtstrahl zwischen dem Mt. Wilson 
und dem Mt. Palomar hin- und hergeschickt und durch Be¬ 
stimmung des Hin- und Hergangs die Lichtgeschwindigkeit 
gemessen. Vernachlässigen Sie zuerst die Tatsache, daß sich 
der Lichtstrahl nicht im Vakuum, sondern in der Luft ausge¬ 
breitet hat. Schätzen Sie sodann die Korrektur ab, die zu 
Ihrem Meßergebnis addiert oder von ihm subtrahiert werden 
muß, damit Sie die Vakuumlichtgeschwindigkeit erhalten; 
nehmen Sie dabei an, das Licht breite sich mit der Phasen¬ 
geschwindigkeit in Luft aus. Schätzen Sie hierauf unter der 
Annahme, daß sich das Licht mit der Gruppengeschwindigkeit 
in Luft ausbreite, die Korrektur neu ab; verwenden sie dabei 
für den Brechungsindex den Ausdruck n = 1 + 0,3 • 10" 3 , fer¬ 
ner das Ergebnis der Übung 7 sowie die Annahme, daß ein 
Luftmolekül ebenso aufgebaut sei wie ein Glasmolekül. Sie 
könnten also dn/dX direkt aus Tabelle 4.2 ablesen, wenn bei 
Luft im Normalzustand gleich viele Luftmoleküle pro Volu¬ 
meneinheit vorhanden wären wie Glasmoleküle im Glas. Dies 

ist jedoch nicht der Fall: Luft hat N % 2,7 -10 19 Moleküle/cm 3 , 
Glas N % 2,6 • 10 22 Moleküle/cm 3 . Ermitteln Sie für Licht in 
der Mitte des Sichtbarkeitsbereichs mit Hilfe von Tabelle 4.2 
und einer geeigneten Dichtekorrektur die Größe dn/dX in Luft. 
Spielt es, wenn Sie die oben angegebene Genauigkeit erreichen 
wollen, eine Rolle, welche Korrektur Sie verwenden? Welche 
sollten Sie verwenden ? 

9. Abklingzeit eines gedämpften harmonischen Oszillators. Zei¬ 
gen Sie, daß für die Abklingzeit r eines gedämpften harmoni¬ 
schen Oszillators die Beziehung 

1 _ 1_ dEy er i us t 

T ^gespeichert ^ 
gilt. 

10. Abklingzeit einer schwingenden Luftsäule. Wenn Sie eine 
Kartonröhre leicht gegen Ihren Kopf schlagen, vernehmen Sie 
für kurze Zeit den Ton der Grundschwingung. Nehmen Sie an, 
es handle sich dabei um eine gedämpfte harmonische Schwin¬ 
gung, so daß eine bestimmte Abklingzeit r auftritt. Wenn Sie 
nun die Länge der Röhre verdoppeln, sinkt die Grundfrequenz 
auf die Hälfte des ursprünglichen Wertes. Die Luft in der Röhre 
werde jedoch auf irgendeine Art so erregt, daß sie mit der ur¬ 
sprünglichen Frequenz schwingt; es trete also die zweite Eigen¬ 
schwingung - die erste Oberschwingung - der verlängerten 
Röhre auf. Nach der (plötzlichen) Erregung vollführe die Luft 
freie gedämpfte Schwingungen. 


a) Vergleichen Sie unter der Annahme, daß der gesamte Ener¬ 
gieverlust durch die Abstrahlung von den Röhrenenden her¬ 
rühre, die neue Abklingzeit mit der alten. 

b) Nehmen Sie nun den Röhrendurchmesser als so klein an, daß 
der Energieverlust an den Röhrenenden klein ist gegenüber 
jenem, der durch Reibung an den Röhrenwänden und seit¬ 
liche Abstrahlung von der Röhre entsteht. Vergleichen Sie 
wieder die neue Abklingzeit mit der alten. 

c) Nehmen Sie an, Sie messen die Halbwertsbreiten der alten 
und der neuen Röhre. Dazu erregen Sie die Luft in beiden 
Röhren mit derselben Stimmgabel - die mit der Grundfre¬ 
quenz der ursprünglichen kurzen Röhre schwinge - und 
verändern die Röhrenlänge mit einem Papier-„Teleskop“. 
Vergleichen Sie die „Halbwertsbreite“ Al der Länge in den 
beiden oben erwähnten Fällen. Seien Sie vorsichtig - set¬ 
zen Sie Al mit der Halb wertsbreite der Frequenz in Bezie¬ 
hung. Verwenden Sie dazu die Ergebnisse von Übung 9. 

11. Wellenpakete im Wasser - Heimversuch. Am leichtesten ver¬ 
steht man den Unterschied zwischen Phasen- und Gruppen¬ 
geschwindigkeit mit Hilfe von Wellenpaketen im Wasser. Wirft 
man einen großen Stein in einen Teich oder in eine Pfütze, so 
breiten sich kreisförmige Wellenpakete mit einer vorherrschen¬ 
den Wellenlänge von 3 cm, 4 cm oder mehr aus. Gerade Wel¬ 
len — das zweidimensionale Analogon zu den dreidimensio¬ 
nalen ebenen Wellen - mit Wellenlängen von mehreren Zenti¬ 
metern erhält man auf folgende Weise: Lassen Sie einen Stab 
parallel zu einer Endwand einer Badewanne oder einer großen 
Wasserschüssel schwimmen und versetzen Sie ihm mit Ihrer 
Hand etwa zwei senkrechte Stöße. Nach einiger Übung sollten 
Sie erkennen, daß die Phasengeschwindigkeit bei solchen 
Wellenpaketen größer als die Gruppengeschwindigkeit ist 
(siehe Tabelle 6.1, Abschnitt 6.2). Sie werden sehen, wie klei¬ 
ne Einzelwellen am Ende des Wellenpakets entstehen, dieses 
durchlaufen und an seiner Vorderseite verschwinden. Es 
braucht dazu jedoch Übung, denn die Wellen laufen ziemlich 
rasch. Eine weitere Möglichkeit zur Erzeugung gerader Wellen 
ist die Verwendung eines Brettes, das man am Ende der Bade¬ 
wanne ins Wasser bringt und anstößt. 

Kapillarwellen, deren Wellenlängen im Millimeterbereich lie¬ 
gen, kann man mit Hilfe eines wassergefüllten Tropfenzählers 
erzeugen: Drücken Sie einen Tropfen heraus und lassen Sie 
ihn in Ihre Schüssel oder Badewanne fallen, zuerst aus nur 
wenigen Millimetern Höhe. Dann betragen die vorherrschen¬ 
den Wellenlängen ebenfalls nur wenige Millimeter. Wenn Sie 
etwas Seife ins Wasser geben und den Versuch wiederholen, 
werden Sie sehen, daß diese Wellen tatsächlich von der Ober¬ 
flächenspannung (Kapillarität) herrühren. Nach Hinzufügen 
der Seife sollte sich nämlich eine Abnahme der Gruppen¬ 
geschwindigkeit feststellen lassen. Wenn Sie denselben Versuch 
mit Wellen von längeren Wellenlängen durchführen, werden 
Sie sehen, daß diese nicht von der Oberflächenspannung her¬ 
rühren. Die vorherrschende Wellenlänge des Wellenpakets wird 
länger, wenn der Wassertropfen aus größerer Höhe fällt. 

Wir geben nun eine Methode an, mit der man ohne schwierige 
Messung sehen kann, daß Millimeterwellen eine größere Grup¬ 
pengeschwindigkeit aufweisen als Wellen mit Wellenlängen 
von etwa 1 cm. Lassen Sie einen Wassertropfen aus etwa 30 cm 
Höhe in eine runde, bis zum Rand gefüllte Schüssel fallen 
(auch eine Kaffeedose eignet sich sehr gut). Dann entsteht ein 
Wellenpaket, das sowohl Millimeter- als auch Zentimeterwellen 
enthält. Lassen Sie den Tropfen in der Nähe des Mittelpunkts 
der runden Schüssel auftreffen und beachten Sie, daß das da¬ 
durch erzeugte Wellenpaket nach seiner Reflexion am Schüssel¬ 
rand in dem zum Auftreffpunkt des Tropfens konjugierten 
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Punkt zusammenläuft. (Wir bezeichnen zwei Punkte als kon¬ 
jugiert, wenn sie zu beiden Seiten des Kreismittelpunkts mit 
diesem in einer Linie liegen und von ihm gleiche Abstände 
haben.) In dem Augenblick, in dem das Wellenpaket durch 
den konjugierten „Brennpunkt“ geht, tritt dort eine vorüber¬ 
gehende stehende Welle auf (ähnlich jener, die man beobach¬ 
tet, wenn man auf einer an einer Wand befestigten Spiralfeder 
durch Schütteln ein Wellenpaket erzeugt). Dieser Vorgang er¬ 
möglicht es Ihnen, die mittlere Eintreffzeit des Wellenpakets 
abzuschätzen. Versuchen Sie festzustellen, ob die kurzwelligen 
und die langwelligen Anteile des Wellenpakets verschiedene 
Eintreffzeiten haben. Eine Messung ist schwierig, doch können 
Sie den Effekt leicht sehen. 

Einen von mir noch nicht durchgeführten Versuch könnte man 
mit einer ruhig dahinfließenden Strömung anstellen, deren 
Geschwindigkeit ungefähr gleich der bei vernünftigen Wellen¬ 
längen auftretenden Gruppengeschwindigkeit ist. Es sollte 
gelingen, Wellenpakete zu erzeugen, die etwa mit der Strö¬ 
mungsgeschwindigkeit stromaufwärts laufen und daher in 
Ihrem Bezugssystem annähernd in Ruhe bleiben - natürlich 
unter der Annahme, daß Sie im Wasser stehen und nicht von 
der Strömung mitgenommen werden. Dies wäre sicherlich 
eine höchst unterhaltsame Art des Studiums von Wellenpake¬ 
ten. 

12. Wellenpakete im Seichtwasser - Flutwellen - Heimversuch. 

In Übung 31 des Kapitels 2 leiteten Sie die Dispersionsrelation 
für sägezahnförmige stehende Seichtwasserwellen her; das Er¬ 
gebnis lautete v^ « 1,1 \/gh. Der exakte Wert für sinusförmige 
Seichtwasserwellen ist v ^ = \/gh. Auf alle Fälle sind diese 
Wellen also weitgehend dispersionsfrei: Die Phasengeschwin¬ 
digkeit hängt nicht von der Wellenlänge ab. Nun betrachten 
wir statt stehender Wellen Wellenpakete aus laufenden Seicht¬ 
wasserwellen. Wegen ihrer weitgehenden Dispersionsfreiheit 
wird sich eine „Einzelwelle“ oder „Flutwelle“ ohne wesent¬ 
liche Gestaltsänderung ausbreiten. Solche Wellen, auch als 
Tsunamiwellen bezeichnet, können durch Erdbeben auf dem 
Ozeangrund hervorgerufen werden. Im tiefen Ozean beträgt 
die Wassertiefe etwa 5 km, d.h., h = 5 • 10 5 cm. Flutwellen, 
deren waagerechte Länge größer als 5 km ist, sind daher als 
„Seichtwasserwellen“ anzusehen. Sie breiten sich im tiefen 
Ozean mit der Geschwindigkeit 

v = \/gir = \/9,80 m/s 2 • 5 • 10 5 m = 220 m/s = 792 km/h 
aus, also etwas langsamer als ein Düsenflugzeug. Wie lange be¬ 
nötigt eine solche Flutwelle, um von Alaska nach Hawaii zu 
wandern ? 

Im Jahre 1883 ereignete sich mit dem Ausbruch des Vulkans 
Krakatau die größte Explosion der Welt. (Der Krakatau befin¬ 
det sich in der zwischen Sumatra und Java gelegenen Sunda- 
straße. Der Hergang der Explosion ist in jeder Enzyklopädie 
beschrieben.) Dieser Ausbruch rief riesige Flutwellen und 
starke Luftwellen hervor. Vor kurzer Zeit entdeckte man, daß 
es laufende Luftwellen mit einer Geschwindigkeit von etwa 
220 m/s gibt. (Erinnern Sie sich, daß die gewöhnliche Schall¬ 
geschwindigkeit bei 0 °C 332 m/s beträgt. Im Mittel ist je¬ 
doch die Luft kälter und daher die Phasengeschwindigkeit 
kleiner.) Die Existenz dieser Luftwellen erklärt wahrschein¬ 
lich, wieso die vom Vulkan Krakatau erzeugten Flutwellen 
auch auf der von Landmassen abgewandten Seite auftraten, 
die diese Wasserwellen eigentlich hätten stoppen müssen. An¬ 
scheinend „übersprangen“ die Flutwellen die Landmassen auf 
Grund ihrer Kopplung mit den Luftwellen, die ja dieselbe 
Geschwindigkeit und dieselbe Anregungszeit hatten. [Siehe 
hierzu den Artikel „Air-Sea Waves from the Explosion of 
Krakatoa“ („Luft- und Ozeanwellen beim Ausbruch des Vul¬ 


kans Krakatau“) von F. Press und D. Harkrider in Science 154, 
1325 (9. Dezember 1966).] 

Im Versuch lassen sich Seichtwasser-„Flutwellen“ auf folgende 
Weise hersteilen: Füllen Sie eine rechteckige Schüssel von et¬ 
wa 30... 60 cm Länge ungefähr 0,5 ... 1 cm hoch mit Wasser. 
Versetzen. Sie ihr sodann einen leichten, aber raschen Stoß 
oder heben Sie ein Ende an und lassen Sie es plötzlich fallen. 
Dadurch entsteht an jedem Ende der Schüssel je ein Wellen¬ 
paket. Diese bewegen sich in entgegengesetzten Richtungen. 
Beobachten Sie das größere der beiden Wellenpakete und 
messen Sie seine Geschwindigkeit, indem Sie seine Laufzeit 
(am besten mit einer Stoppuhr) während möglichst vieler 
Schüssellängen bestimmen - wahrscheinlich werden es vier 
sein. Eine andere Möglichkeit ist die folgende: Zählen Sie 
laut mit, wenn das Wellenpaket auf die Wand trifft, merken 
Sie sich die Frequenz und bestimmen Sie diese schließlich mit 
einer gewöhnlichen Uhr. Wie gut stimmt Ihr Ergebnis mit der 
Beziehung v = \/gh überein ? Mit zunehmender Wassertiefe 
gelangt man schließlich an jenen Punkt, an dem es sich nicht 
mehr um Seichtwasserwellen handelt. Dann geht die Disper¬ 
sionsrelation allmählich in jene der durch die Schwerkraft er¬ 
zeugten Tiefwasserwellen über. Sie lautet dann u> 2 = gk, d.h., 

v {p = \v = Vg\/27T . 

Gemäß dieser Beziehung, die wir in Kapitel 7 herleiten werden, 
zerfließt das Wellenpaket und ändert seine Gestalt. Diese bleibt 
jedoch bei hinreichend seichtem Wasser - von weniger als 1 cm 
Tiefe - über eine Strecke von 1... 2 m recht gut erhalten. 
Erzeugen Sie zum Schluß in Ihrer Badewanne eine „Flutwelle“, 
indem Sie das gesamte Wasser an einem Ende mit einem Brett 
anschieben. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit durch Mes¬ 
sung der für einen Hin- und Hergang benötigten Zeit. Beträgt 
diese Geschwindigkeit \/gh? Beachten Sie die Brecher! 

13. Triller und Bandbreite - Heimversuch. Für diesen Versuch 
benötigt man ein Klavier. Erzeugen Sie durch abwechselndes 
Anschlägen zweier benachbarter Tasten - deren Tonhöhen 
sich um einen Halbton unterscheiden - Triller. Beginnen Sie 
mit zwei Tasten am oberen Ende der Tastatur und erzeugen 
Sie zuerst einen langsamen, dann aber einen möglichst raschen 
Triller. Schätzen Sie die Trillerfrequenz ab. Sind die beiden 
Trillertöne noch immer leicht unterscheidbar? Erzeugen Sie 
nun mittels zweier in der Nähe des unteren Endes der Tastatur 
liegender Tasten einen Triller, zuerst langsam, dann allmählich 
rascher. Gibt es eine Frequenz, bei der die beiden Töne zu 
einem ungeordneten, ununterscheidbaren Gemisch werden? 
Schätzen Sie die Frequenz ab, bei der sich die Töne zu ver¬ 
mischen beginnen. Stellen Sie sodann mit Hilfe einer Rechnung 
fest, wie gut Ihr Ohr und Ihr Gehirn zwei getrennte Maxima 
des Fourierspektrums auflösen können, auch wenn die Halb¬ 
wertsbreiten dieser Maxima nicht klein gegenüber ihrem 
Frequenzunterschied sind. 

14. Gruppengeschwindigkeit bei den Grenzfrequenzen. Zeigen 
Sie, daß die Gruppengeschwindigkeit in einem System gekop¬ 
pelter Pendel sowohl bei der unteren als auch bei der oberen 
Grenzfrequenz verschwindet. Bei diesen Grenzfrequenzen han¬ 
delt es sich bekanntlich um die kleinste bzw. größte mögliche 
Frequenz, die sinusförmige Wellen annehmen können. Wie 
groß ist die Phasengeschwindigkeit bei diesen beiden Frequen¬ 
zen? Skizzieren Sie die Dispersionsrelation durch Aufträgen 
von u) und k und zeigen Sie, wie man aus einem solchen Dia¬ 
gramm die Gruppen- und die Phasengeschwindigkeit mit einem 
Blick ablesen kann. 

15. Fourieranalyse einer Exponentialfunktion. Eine Funktion f(t) 
sei für negative t gleich Null und für t >0 gleich exp(- t/2r). 
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Ermitteln Sie ihre Fourierkoeffizienten A(co) und B(cü) in 
dem Fourierintegral 

f(t) = f [A(caj) sin ujt + B(oj) cos cjt]dcj. 
o 

16. Abgeschnittene sinusförmige Welle mit einer einzigen Schwin¬ 
gung. Die Funktion f(t) verschwinde an allen Stellen außer¬ 
halb des Intervalls von t = ti bis t = U, dessen Dauer At= t 2 -ti 
beträgt und dessen Mittelpunkt t 0 = ^(t\ + t 2 > ist. In diesem 
Intervall vollführe f(t) genau eine Sinusschwingung mit der 
Kreisfrequenz cj 0 und nehme am Beginn ti und am Ende t 2 
des Intervalls den Wert Null an. Dann gilt At = T 0 = 2tt/u)q. 
Ermitteln Sie die Fourierkoeffizienten A(cj) und B(cj) in dem 
Fourierintegral 

f(t) = f [ A(cj) sin cj(t - t 0 ) + B(cü) cos cj(t - t 0 )]du). 
o 

Stellen Sie den ungefähren Verlauf der Fourierkoeffizienten 
in Abhängigkeit von cj dar und zeichnen Sie eine Skizze von 
f(t). 


Tk 3 /p ist; dieser Fall tritt ein, wenn die Wellenlänge 1,7 cm 
und die Geschwindigkeit 23,1 cm/s beträgt. Bei Kapillarwellen 
- deren Wellenlängen wesentlich kleiner als 1,7 cm sind - ist 
die Gruppengeschwindigkeit gleich 1,5 mal der Phasengeschwin¬ 
digkeit. Bei Schwerewellen — deren Wellenlängen groß gegen¬ 
über 1,7 cm sind - ist die Gruppengeschwindigkeit halb so groß 
wie die Phasengeschwindigkeit. Erweitern Sie Tabelle 6.1, im 
Abschnitt 6.2, auf die Wellenlängen 128 m und 256 m. Geben 
Sie die Wellengeschwindigkeiten sowohl in km/h als auch in 
cm/s an. (Frequenzen von nur vier oder fünf Wellen pro Minute 
können Sie an einem Tag ohne starken Landwind in einer ge¬ 
schützten Meeresbucht beobachten. Unter diesen Verhältnissen 
treten nur solche Wellen auf, die von hoher See hereinkommen.) 

20. Fourieranalyse eines einzelnen Rechteckimpulses in der Zeit. 
Betrachten Sie einen Rechteckimpuls \p( t), der für alle t außer¬ 
halb des Intervalls zwischen ti und t 2 verschwinde. Innerhalb 
dieses Intervalls habe \p( t) den konstanten Wert 1/At, wobei 
At = t 2 ™ tj. Der Mittelpunkt des Intervalls sei t 0 . Zeigen Sie, 
daß \p(t) ein Fourierintegral der Form 


17. Perlenkette. Leiten Sie einen Ausdruck für die Gruppen¬ 
geschwindigkeit laufende* .Vellen auf einer Perlenkette her. 
Zeichnen Sie ein näherungsweises Diagramm der Disper¬ 
sionsrelation der Perlenkette von k = 0 bis zum Maximal¬ 
wert. Zeichnen Sie ferner den ungefähren Verlauf der er 
Phasen- und der Gruppengeschwindigkeit in Abhängigkeit 
von k, wobei k alle Werte von k = 0... k max annehme. 


18. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit des Lichts in Glas. 
Nehmen Sie an, die Dispersionsrelation weise eine einzige 
Resonanz auf, und vernachlässigen Sie die Dämpfung: 

2 

( CJ n \ . A _ XT~2 

l+~r— 


2 47rNe z 


wobei N die Anzahl der Elektronen pro Volumeneinheit ist, 
die zur Resonanz beitragen. 

a) Tragen Sie das Quadrat n 2 des Brechungsindex im Bereich 
0 < cj <oo gegen cü auf. Die wichtigsten Merkmale dieser 
Funktion sind ihr Wert und ihr Anstieg bei cj = 0, bei sol¬ 
chen cj, die etw as kleiner o der etwas größer als cüq sind, 
ferner bei cj = \J<jj q + cüp und im Unendlichen. Wie deuten 
Sie jenen Bereich, in dem n 2 negativ ist? Wie deuten Sie 
die Umgebung von cjq? 

b) Leiten Sie fiir das Quadrat der Gruppengeschwindigkeit 
folgende Gleichung her: 


l £\ 2 _ 1 + ' 


(f) =-F 


1 + 


2 2 ~1 
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2 
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Tragen Sie (v g /c ) 2 gegen o? auf. Zeigen Sie, daß (v g /c ) 2 
immer kleiner als Eins ist, wie es die Relativitätstheorie 
fordert. Zeigen Sie ferner, daß v g in demselben Frequenz¬ 
bereich negativ ist, in dem auch n 2 negative Werte annimmt. 
Bei welcher Frequenz ist die Gruppengeschwindigkeit am 
größten ? Wie groß ist die Gruppengeschwindigkeit bei 
dieser Frequenz ? 


19. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit von Tiefwasserwellen. 
Die Dispersionsrelation lautet 


mit g = 980 cm/s 2 , T = 72 s und p = 1,0 g/cm 3 . Leiten Sie 
Gleichungen für die Gruppen- und Phasengeschwindigkeit her. 
Zeigen Sie die Richtigkeit folgender Behauptungen: Gruppen- 
und Phasengeschwindigkeit sind gleich groß, wenn gk gleich 


&(t) = f A(cj) sincj(t - t 0 )dcj + f B(cj) coscj(t - t 0 )du?, 

0 0 

mit den Fourierkoeffizienten 

1 siniAtcj 

A(cj) = 0, B(cj) = - —- 

j Atcj 

besitzt. Tragen Sie B(cj) gegen cj auf. Im Grenzfall At gegen 
Null wird \p(t) als „Deltafunktion der Zeit“ bezeichnet und in 
der Form 5(t - t 0 ) angeschrieben. Wie sieht B(cj) für diese 
Deltafunktion der Zeit aus ? 

21. Fourieranalyse einer abgeschnittenen harmonischen Schwin¬ 
gung. Die Funktion \p( t) verschwinde außerhalb des Intervalls 
zwischen t\ und t 2 , dessen Dauer t 2 ~ tj = At und dessen 
Mittelpunkt gleich 7 (ti + t 2 ) = t 0 sei. Innerhalb dieses Inter¬ 
valls sei \p(t) gleich coscj 0 (t - t 0 ). 
a) Zeigen Sie, daß \p( t) folgendes Fourierintegral besitzt: 


^(t) = / B(cj) cosa?(t - t 0 ), 
0 


sin [(u;o + o ;)2 At] sin[(cü 0 - oü) \ At] 
7 rB(u;) = - rrj ' x :, -+ 


CJq + ^ 


CJ 0 


b) Das Intervall At sei viel kürzer als die Periode jeder 

Schwingung, die wir messen können, bzw. für die wir uns 
interessieren. Zeigen Sie, daß 7 rB(cj) in diesem Falle den 
konstanten Wert At hat. 


c) 


Das Intervall At enthalte viele Schwingungen, es gelte also 
cj 0 At >1. Zeigen Sie, daß B(cj) in diesem Falle im wesent¬ 
lichen aus dem zweiten Term besteht, wenn cj hinreichend 
nahe bei cjq li e gt: 


7tB(cj) 


sin [(cjq _ <-j )2 At] 
cj 0 — ^ 


|cj 0 ~ w| |cj 0 + Cj|. 


d) Skizzieren Sie den Verlauf von \p( t) und B(cj) im Falle c). 
Diese Aufgabe kann uns beim Verständnis der Stoßverbreite¬ 
rung der Spektrallinien von Hilfe sein. Sendet ein ungestörtes 
Atom fast monochromatisches sichtbares Licht aus, so beträgt 
seine Abklingzeit etwa 10 _ 8 s. Folglich weist das Fourierspek¬ 
trum des ausgestrahlten Lichts eine Bandbreite von rund 10 8 Hz 
auf. Verwendet man jedoch als Lichtquelle eine Gasentladungs¬ 
röhre, so senden die in dieser befindlichen Atome ein Licht aus, 
dessen Bandbreite (in der Optik als „Linienbreite“ bezeichnet) 
10 9 Hz und nicht 10 8 Hz beträgt. Diese „Linienverbreiterung“ 
rührt zum Teil von der Tatsache her, daß die Atome beim Aus- 
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strahlen ihres Lichts nicht frei und ungestört sind. Vielmehr 
stoßen sie zusammen. Ein Zusammenstoß bewirkt aber eine 
plötzliche Änderung der Amplitude, der Phasenkonstanten 
oder beider Größen zugleich. Wir haben es hier mit einer ähn¬ 
lichen Situation zu tun wie beim „abgeschnittenen“ harmo¬ 
nischen Oszillator: Ein bestimmtes Atom befinde sich die 
meiste Zeit über im „nichtangeregten“ Zustand und werde 
gelegentlich angeregt, so daß seine „optischen Elektronen“ 
(Valenzelektronen) schwingen. (Wir betrachten die Vorgänge 
vom klassischen Standpunkt aus; eine genauere Beschreibung 
erfordert die Quantenmechanik.) Im Atom beginnt also eine 
gedämpfte harmonische Schwingung, deren Abklingzeit von 
der Größenordnung 10 -8 s ist. Innerhalb eines Zeitintervalls 
At von etwa 10 -9 s erfährt jedoch das Atom in einer üblichen 
Gesamtladung einen Zusammenstoß. Dieser schneidet die 
Schwingung irgendwie willkürlich ab. Überlagert man das Licht 
vieler solcher Lichtquellen, so findet man als Bandbreite 
Av äs (1/At) äs 10 9 Hz. 

22. Fourieranalyse eines fast periodisch mederkehrenden Recht¬ 
eckimpulses. Ein einzelner Rechteckimpuls der zeitlichen 
Dauer At hat ein kontinuierliches Frequenzspektrum, dessen 
wichtigste Beiträge zwischen Null und v m2LX = Ai> liegen, wobei 
Av « 1/At (siehe Übung 20). Hingegen hat ein mit der Periode 
Tj wiederkehrender Rechteckimpuls der Dauer At (mit 

Tj > At) ein diskretes Frequenzspektrum. Dieses besteht aus 
harmonischen Oberfrequenzen, also ganzzahligen Vielfachen 
von v\ - 1/T!, und seine wichtigsten Beiträge liegen zwischen 
Null und i> max = wobei Av « 1/At (siehe Übung 30 im 
Kapitel 2). Betrachten Sie nun aber einen Rechteckimpuls der 
Dauer At, der während einer Gesamtzeit Tj an g mit der Periode 
Ti „fast periodisch“ wiederkehrt; dabei sei die Zeit Tj an g groß 
gegenüber der Periode Ti. Wäre Tj an g unendlich, so hätten wir 
einen exakt periodisch wiederkehrenden Rechteckimpuls von 
der oben beschriebenen Art. In diesem Falle würden die diskre¬ 
ten harmonischen Oberfrequenzen „unendlich dicht“ liegen. 

a) Zeigen Sie die Richtigkeit folgender Behauptung: Ist Ti ang 
endlich, so liefert die Fourieranalyse des so entstehenden 
fast periodisch wiederkehrenden Rechteckimpulses eine 
Überlagerung fast diskreter harmonischer Oberfrequenzen 
der Grundfrequenz v\ = 1 /T i. Jede von diesen stellt in 
Wirklichkeit eine Menge von Frequenzen dar, die über ein 
schmales Frequenzband der Bandbreite 8v « 1/Ti an g kon¬ 
tinuierlich verteilt sind. Die wichtigsten harmonischen 
Oberfrequenzen liegen zwischen Null und i> m ax ^ 1/At. 

Sie brauchen keinerlei Integrationen auszuführen, begrün¬ 
den Sie die Behauptung vielmehr qualitativ. 

b) Zeichnen Sie eine qualitative Skizze des von Ihnen erwar¬ 
teten Verlaufs der Funktion \p(t) sowie der Fourierkoeffi¬ 
zienten A(cü) und B(cj). Machen Sie sich dabei keine 
Gedanken über den Unterschied zwischen A(gj) und B(u>). 

23. Erzeugung kurzer Impulse sichtbaren Lichts durch einen Laser 
mit Phasenkopplung der Eigenschwingungen. (Arbeiten Sie 
zuerst Übung 22 durch.) Ein Laser ist, grob gesprochen, ein 
Raumbereich der Länge /, an dessen Enden sich Spiegel zur 
Hin- und Herreflexion des Lichts befinden. Ist dieser Raum¬ 
bereich mit geeigneten angeregten Atomen angefüllt, so regt 
die Strahlung eines Atoms weitere von ihnen zur Strahlung an 
(induzierte Emission). Hierbei sind Phase und Richtung des 
induzierten Lichts gleich der des induzierenden Lichts. Es 
kommt zu einer konstruktiven Interferenz zwischen den Licht¬ 
wellen. Dies führt zu einer stehenden Welle bzw. zu Eigen¬ 
schwingungen zwischen den Spiegeln, bei der die Atome und 
das ganze Strahlungsfeld in Phase schwingen. Die Frequenzen 
der möglichen freien Eigenschwingungen sind harmonische 


Oberfrequenzen einer Grundfrequenz v\. Die Periode Ti = l/i>i 
ist nichts anderes als jene Zeit, die das Licht für einen Hin- und 
Hergang zwischen den Spiegeln benötigt. Folglich gilt 
Ti = 2//(c/n), wobei n den Brechungsindex bedeutet. Außer¬ 
dem gilt vi = 1 /T!, und die Eigenfrequenzen der möglichen 
Eigenschwingungen lauten v = mvi mit m = 1,2, 3, usw. Beim 
Helium-Neon-Laser handelt es sich um das rote Neonlicht der 
Wellenlänge 6328 Ä. Die Abregungszeit r eines einzelnen freien 
Atoms beträgt hier etwa 10 _9 s, was einer Bandbreite Av von 
rund 10 9 Hz entspräche. Liegt hingegen eine Eigenschwingung 
des aus Atomen und Licht bestehenden Gesamtsystems vor, 
so ist deren Abklingzeit wesentlich länger als die Abklingzeit r 
eines frei in den Grundzustand zurückkehrenden Einzelatoms. 
Die Dämpfung der Eigenschwingung wird durch Lichtverluste 
durch die Endspiegel, durch seitliches Entweichen nicht völlig 
parallelen Lichts und andere Effekte verursacht. Die Abkling¬ 
zeit Tj an g kann mehrere hundert- oder tausendmal so lang 
sein wie die Abklingzeit eines freien Atoms. Dies bedeutet, 
daß jede solche Eigenschwingung eine Bandbreite 8v « 1/Tj an g 
aufweist, die mehrere hundert- oder tausendmal kleiner als die 
natürliche Linienbreite Av ist. Diese spielt aber dennoch eine 
wichtige Rolle: Zur Anregung einer Eigenschwingung des 
Gesamtsystems müssen anfänglich frei in den Grundzustand 
zurückkehrende Atome vorhanden sein; deshalb werden nur 
solche Eigenschwingungen merklich angeregt, deren Eigen¬ 
frequenzen mvi irgendwo im Frequenzband Av dieser Atome 
liegen. Liegt das Licht im sichtbaren Bereich und ist die Länge / 
von der Größenordnung 1 m, so sieht man leicht, daß die Zahl m 
der harmonischen Oberfrequenz eine sehr große ganze Zahl ist. 

a) Von welcher Größenordnung ist die zur Eigenschwingung 
gehörende Zahl m ? 

b) Skizzieren Sie das Frequenzspektrum der wichtigen Eigen¬ 
schwingungen eines Lasers. Mit anderen Worten, drücken 
Sie das bisher Gesagte graphisch aus. Bezeichnen Sie den 
Unterschied vi „benachbarter“ Eigenfrequenzen, die Band¬ 
breite 5 v jeder Eigenschwingung sowie die Bandbreite Av 
der am leichtesten anzuregenden Eigenschwingungen. 

Wird irgendein kompliziertes System erregt und dann sich selbst 
überlassen, so stellt seine Bewegung eine mehr oder weniger 
komplizierte Überlagerung seiner Eigenschwingungen dar. Er¬ 
folgt die Erregung des Systems auf recht „brutale“ Weise, so 
können viele Eigenschwingungen mit ziemlich komplizierten 
Phasenbeziehungen auftreten. Eine solche Überlagerung von 
Eigenschwingungen wollen wir als „inkohärent“ bezeichnen. 
Wenn man einen Laser so erregt, daß mehrere seiner Eigen¬ 
schwingungen angeregt werden, erhält man gewöhnlich eine 
Überlagerung dieser Art. Z.B. läßt sich ein Laser leicht derart 
erregen, daß alle Eigenschwingungen im Frequenzband Av an¬ 
geregt werden. Die Phasenbeziehungen zwischen verschiedenen 
Eigenschwingungen sind in folgendem Sinne „zufällig“: Stellen 
Sie die Phasenbeziehungen zwischen den Eigenschwingungen 
zu einem bestimmten Zeitpunkt fest und betrachten dann das 
System zu einem Zeitpunkt, der wesentlich später als die Ab¬ 
klingzeit Tj an g liegt, so finden Sie eine Verschiedenheit der 
Phasenbeziehungen vor, die sich nicht Voraussagen läßt. Wäh¬ 
rend einer Zeit von der Größenordnung Ti an g verliert nämlich 
eine Eigenschwingung ihre gesamte Energie, die jedoch durch 
neu angeregte Atome wieder ersetzt wird. Die Eigenschwingung 
wird also etwa in jedem Zeitintervall der Dauer Tj an g einmal 
„wieder eingeschaltet“. Der „Einschaltzeitpunkt“ ist jedoch 
zufällig, weshalb sich die Änderung der Phasenbeziehungen 
während einer Zeit von der Größenordnung Ti an g nicht Vorher¬ 
sagen läßt. Nun haben Sie im Absatz b) das Frequenzspektrum 
der wichtigen Eigenschwingungen skizziert; dieses ist jenem 
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ziemlich ähnlich, das bei der Fourieranalyse eines fast perio¬ 
disch wiederkehrenden Rechteckimpulses in Übung 22 auftrat. 
Zwischen den beiden Frequenzspektren gibt es jedoch einen 
äußerst wichtigen Unterschied: Bei der Fourieranalyse des fast 
periodisch wiederkehrenden Rechteckimpulses herrscht zwi¬ 
schen den Partialwellen, die sich zum Fourierintegral überla¬ 
gern, eine ganz bestimmte und vollkommen festgelegte Phasen¬ 
beziehung. Dies ist bei der inkohärenten Überlagerung von 
Eigenschwingungen eines Lasers nicht der Fall, 
c) Gegeben sei eine inkohärente Überlagerung von Eigen¬ 
schwingungen eines Lasers, deren jede eine Bandbreite 
8v « 1 /Tx an g aufweise. Die gesamte eingenommene Band¬ 
breite betrage Av. Zeigen Sie, daß diese Überlagerung \p (t) 
eine fast periodische Funktion von t mit der Periode Tj 
darstellt. Zeigen Sie ferner, daß diese fast periodische Funk¬ 
tion nur während solcher aufeinanderfolgender Perioden T\ 
in ähnlicher Gestalt wiederkehrt, die in Zeitintervallen der 
Größenordnung Ti an g enthalten sind. Zeigen Sie, daß die 
fast periodische Funktion \p(t) während eines vorgegebenen 
Zeitintervalls Ti an g zwar zufällig wie ein periodisch wieder¬ 
kehrender Rechteckimpuls der Dauer At « 1 /Av aussehen 
könnte, daß dies jedoch ein ganz seltener Zufall wäre. 

Normalerweise würden wir erwarten, daß \p (t) während der 
gesamten Periode Tj merklich verschieden von Null ist. 

Daher würde gelten At > 1/Av. Wir sind jetzt in der Lage, 
die Auswirkung der schönen Erfindung der Phasenkopp¬ 
lung der Eigenschwingungen (mode-locking) zu verstehen. 
Nehmen Sie an, wir könnten alle wichtigen Eigenschwin¬ 
gungen des Lasers miteinander in eine feste Phase bringen, 
zunächst gleichgültig, auf welche Weise. Dann ist zu erwar¬ 
ten, daß diese kohärente Überlagerung von Eigenschwingun¬ 
gen mit gleichen Phasenkonstanten eine fast periodische 
Funktion \p( t) ergibt. Diese besteht aus Impulsen der Dauer 
At « 1/Av, die mit der Periode Tj wiederkehren und deren 
Gestalt während Zeiten von der Größenordnung Ti an g an¬ 
nähernd konstant bleibt. Diese Vorstellung wurde experi¬ 
mentell realisiert. Der bei der „Phasenkopplung der Eigen¬ 
schwingungen“ verwendete Trick ist der folgende: Schalten 
Sie den Laser ein. Gewöhnlich wird zuerst irgendeine Eigen¬ 
schwingung nahe der Mitte des Bandes Av angeregt. Bezeich¬ 
nen Sie die Frequenz dieser Eigenschwingung mit v 0 . Ver¬ 
ändern 0 modulieren ) Sie nun z.B. die Durchlässigkeit des 
Mediums, der Spiegel oder irgendeines Gegenstandes, durch 
den das Licht gehen muß. Diese Modulation erfolge sinus¬ 
förmig um irgendeinen Mittelwert, und die Modulations¬ 
frequenz werde gleich der Grundfrequenz v\ = 1/T! gewählt, 
die mit der Zeit T \ eines Hin- und Herganges verknüpft ist. 

Dann hat die erste angeregte Eigenschwingung keine kon¬ 
stante, sondern eine mit der Modulationsfrequenz v x modu¬ 
lierte Amplitude 

^ 1. Eigenschwingung = [ + A mo d cos w 11] cos ^01» 

wobei die modulierte Amplitude Aq + A mo d cos coj t beträgt. 
Diese „fast harmonische“ Schwingung läßt sich als Überlagerung 
exakt harmonischer Schwingungen mit den Kreisfrequenzen 
Wo» tJo + w i und co 0 - coj anschreiben: 

'P 1. Eigenschwingung = A 0 cos coot + - A mo( j cos(co 0 + Wi)t 
+ \ A mod cos(co 0 - cjj )t. 

Die Terme mit cos(coq + ^i)t und cos(coq ~ coi)t wirken 
hier wie erregende Kräfte und bewirken die Anregung der 
Eigenschwingungen mit co 0 + u) 1 und eo 0 ~ wj. Diese wer¬ 
den aber nicht beliebig angeregt, vielmehr führen sie er¬ 
zwungene Schwingungen aus. Folglich stehen sie zu der 
zentralen Eigenschwingung mit coq in der oben angegebenen 


festen Phasenbeziehung. Sind die Eigenschwingungen mit 
gl>q + wi und <jüq — co i einmal angeregt, so werden ihre 
Amplituden durch denselben physikalischen Effekt modu¬ 
liert, der die Modulation der Eigenschwingung mit coo be¬ 
wirkte, und ihre Phasen nehmen denselben Wert wie bei 
dieser an. Daher enthalten die neuen Eigenschwingungen 
wieder Partialschwingungen, die wie erregende Kräfte wir¬ 
ken und die benachbarten Eigenschwingungen anregen 
(von denen eine bereits angeregt ist). Auf diese Weise ver- 
den die Eigenschwingungen mit co 0 + 2cüi und gj 0 - 2loi 
angeregt. Alle Eigenschwingungen, deren Kreisfrequenzen 
weiter und weiter von to 0 entfernt liegen, haben nach ihrer 
Anregung feste Phasenbeziehungen. 

Bei einem Gaslaser ist die natürliche Abklingzeit r eines 
Einzelatoms von der Größenordnung 10 _9 s, die natür¬ 
liche Linienbreite Av also von der Größenordnung 10 9 Hz. 
Daher kann man mit einem solchen Laser mit Hilfe der 
Phasenkopplung der Eigenschwingungen Impulse der Dauer 
At« 10 -9 s erzeugen. Bei einem Festkörperlaser - z.B. 
aus geschliffenem Rubin - ist die natürliche Abklingzeit 
der Einzelatome von der Größenordnung 10“ n s oder 10 -12 s, 
denn die Schwingungen der Atome werden durch die Zu¬ 
sammenstöße mit benachbarten Atomen des Festkörpers 
rasch gedämpft. Daher beträgt die Bandbreite des roten 
Rubinlichts etwa 10 12 s -1 ; dies ist auch die Bandbreite der 
leicht anregbaren Eigenschwingungen des Lasers. Folglich 
kann man mit Hilfe eines Festkörperlasers extrem kurze 
Lichtimpulse der Dauer At « 1/Av % 10 -11 s oder 10 _12 s 
erzeugen. Natürlich handelt es sich dabei nur um die nach 
der klassischen Mechanik berechnete zeitliche Dauer eines 
Lichtimpulses, der von einem einzelnen frei in den Grund¬ 
zustand zurückkehrenden Festkörperatoms emittiert wird. 
Warum sollten wir also wegen dieses Ergebnisses so begei¬ 
stert sein? Einmal deshalb, weil ein einzelnes Atom nicht 
viel Licht liefert, während wir beim Laser eine große An¬ 
zahl von Atomen zur Verfügung haben, die alle gleichzeitig 
Licht aussenden, was einen äußerst starken Lichtimpuls 
von kurzer Dauer ergibt. Noch bedeutsamer ist jedoch die 
Tatsache, daß laut Quantentheorie (und Experiment) ein 
einzelnes Atom keinen kontinuierlichen Lichtstrom emit¬ 
tiert, im Gegensatz zu unserer klassischen Beschreibung. 
Vielmehr wird das „Photon“ in Form eines diskreten 
„Quants“ emittiert. Bei einem einzelnen Atom läßt sich 
auf keine Weise genau Voraussagen, wann dieses Energie¬ 
quant emittiert wird. Man kennt nur die Wahrscheinlichkeit 
in Abhängigkeit von der Zeit. Daher kann man von einem 
einzelnen Atom in Wirklichkeit keine synchronisierten 
kurzen Lichtimpulse erhalten. 

Die erwähnten extrem kurzen Lichtimpulse lassen sich für 
viele interessante Versuche verwenden. Siehe A. de Maria, 

D. Stetser und W. Glenn, Jr., „Ultrashort Light Pulses“ 

Science 156, 1557 (23. Juni 1967). 

24. Deltafunktion der Kreisfrequenz . In Abschnitt 6.4 betrach¬ 
teten wir das Fourierintegral 


\p (t) = / B(co) cos cot deo, 
0 


das aus einem „rechteckigen“ Frequenzspektrum entsteht. 
Dieses Spektrum erhält man, indem man B(co) im Intervall 
zwischen coj und coj = coj + Aco gleich 1/Aco und sonst über¬ 
all gleich Null setzt. Wir fanden für das obige Integral den 
Ausdruck 


*( t) = 


sin^ Acot 
2 Acot 


coscoot, 
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wobei die Kreisfrequenz cüq in der Mitte des Bandes Agü liegt. 
Die Zeit t max sei länger als die Dauer irgendeines geplanten 
Versuchs. Nun sei Agü hinreichend klein, so daß Acüt max 1. 

Zeigen Sie, daß Sie in diesem Falle durch Ihren Versuch der 
Dauer von höchstens t max nur feststellen können, daß \p (t) 
eine harmonische Schwingung konstanter Amplitude und Pha¬ 
senkonstanten ist. Der Fourierkoeffizient B(gü) wird dann als 
„Deltafunktion der Kreisfrequenz“ bezeichnet. Eine solche 
Deltafunktion der Kreisfrequenz ist außer in einem sehr klei¬ 
nen Bereich Acü gleich Null, und ihr Integral über alle gü er¬ 
gibt Eins. Zeigen Sie, daß das oben angegebene B(gü) im Grenz¬ 
fall Acü < 1/tmax diese Eigenschaften hat und folglich eine 
Deltafunktion der Kreisfrequenz darstellt. 


25. Resonanz bei Flutwellen. Nehmen Sie an, der Ozean habe 
eine gleichmäßige Tiefe von 5 km (die durchschnittliche Tiefe 
ist ungefähr so groß.) Zeigen Sie, daß sich eine Flutwelle, die 
etwa durch ein Erdbeben erzeugt wurde, mit 220 m/s ausbrei¬ 
tet. Nehmen Sie an, es gäbe keine Kontinente und das Wasser 
wäre auf „Kanäle“ beschränkt, die längs Linien konstanter 
geographischer Breite verlaufen. Dann könnte sich das Wasser 
weder nach Norden noch nach Süden, sondern ausschließlich 
nach Osten und Westen bewegen. Bei welcher geographischer 
Breite würde eine durch ein Erdbeben erzeugte laufende Flut¬ 
welle zur Umkreisung der Erde 25 Stunden benötigen? 
Bezeichnen Sie diese geographische Breite mit 0 O . (Am Äqua¬ 
tor ist sie Null, an den Polen 90°.) 

Die Gezeiten werden durch die von Sonne und Mond herrüh¬ 
renden Schwerkräfte erzeugt. Betrachten Sie z.B. den Mond 
- seine erregende Kraft ist doppelt so groß wie die der Sonne. 
Ein „Mondtag“ - die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgen¬ 
den Monddurchläufen - dauert etwa 25 Stunden. Würde sich 
die Erde nicht um ihre Achse drehen, so befänden sich die zur 
Flut gehörenden Ausbuchtungen des Wassers genau unterhalb 
des Mondes sowie an dem diametral gegenüberliegenden Punkt. 
Bei Neu- und Vollmond wirken Sonne und Mond zusammen 
und erzeugen so besonders starke Gezeiten. Zu diesen Zeiten 
wäre daher nach dem „statischen Modell“ mit nicht rotieren¬ 
der Erde zu erwarten, daß die Flut genau zu Mittag und um 
Mitternacht, die Ebbe hingegen bei Sonnenaufgang und bei 
Sonnenuntergang eintritt. Dies wäre zumindest auf einer im 
Ozean hegenden Insel zu erwarten; in einem Hafen hingegen 
muß man warten, bis das Wasser herein- bzw. hinausgeströmt 
ist. Betrachten Sie nun das „Kanalmodell“ und berücksichti¬ 
gen Sie die Rotation der Erde. Wann würde Ihrer Meinung 
nach bei Neu- und Vollmond in dem am Äuqatur liegenden 
Kanal die Flut eintreten ? Wann würde sie Ihrer Meinung nach 
in einem Kanal mit größerer geographischer Breite als 0 o ein¬ 
treten? ( Hinweis : Betrachten Sie einen erregten Oszillator.) 
Weitere Einzelheiten über Flutwellen, Seichen im Genfersee, 
über die mögliche Entstehung des Erde-Mond-Systems und 
andere hochinteressante Themen finden Sie in dem bekannten 
klassischen Werk The Tides (Die Gezeiten) von George H. 
Darwin {Charles Darwins Sohn). Dieses wurde 1898 geschrie¬ 
ben. 


Zu der Zeit, als dieses Werk entstand, begann man gerade, die 
Fourieranalyse zu verwenden. Darwin beschreibt unter ande¬ 
rem einige einfache, aber geniale Maschinen für die Fourier¬ 
analyse. 

26. Dispersionsfreie Wellen. Zeigen Sie, daß jede differenzierbare 
Funktion f (t') mit t' = t - (z/v) die klassische Wellengleichung 
erfüllt: 


9 2 f(t') 

dt 2 


d 2 f(t') 

dz 2 


Zeigen Sie ferner, daß jede differenzierbare Funktion g(t”) 
mit t" = t + (z/v) ebenfalls die klassische Wellengleichung er¬ 
füllt. Erfinden Sie ein Beispiel für eine Funktion f(t') und zei¬ 
gen Sie explizit, daß Ihre Funktion die klassische Wellenglei¬ 
chung erfüllt. 

27. Amplitudenmodulation und Nichtlinearität. 

a) Eine Möglichkeit der Erzeugung einer amplitudenmodulier¬ 
ten Trägerschwingung ist die folgende: Man schickt einen 
Strom I = I 0 cos cü 0 t, der sich mit der Trägerfrequenz cü 0 
harmonisch ändert, durch einen Ohmschen Widerstand R, 
der nicht konstant ist, sondern sich mit der Modulations¬ 
frequenz ändert: R = R 0 (1 + a m cos cü mo dt). (In einem 
„Kohlekörnermikrophon“ z.B. erfolgt die Modulation des 
Ohmschen Widerstandes durch die Bewegung einer Mem¬ 
bran, die die Kohlekörner - die ja den Ohmschen Wider¬ 
stand liefern - zusammenpreßt.) Dann stellt die an dem 
Ohmschen Widerstand anliegende Spannung U = IR eine 
amplitudenmodulierte Trägerschwingung dar. Drücken Sie 
U als Überlagerung der Träger Schwingung (Kreisfrequenz 
cüq), des oberen Seitenbandes (Kreisfrequenz cüq + cü mo d) 
und des unteren Seitenbandes (Kreisfrequenz cj 0 ~~ ^mod) 
aus. 

b) Nun verwenden wir eine andere Methode: Nehmen Sie an, 
wir gehen von zwei Spannungen aus, von denen sich die 
eine mit der Trägerfrequenz, die andere mit der Modula¬ 
tionsfrequenz harmonisch ändere. Das Problem lautet wie 
folgt: Wie kann man diese beiden Spannungen 

Uo = Ao cos cü 0 t und U m = A m cos cü mo dt mittels einer 
physikalischen Methode so kombinieren, daß man eine 
amplitudenmodulierte Trägerschwingung erhält ? Nehmen 
Sie zuerst an, Sie stellen nur eine Überlagerung der beiden 
Spannungen her, legen also beide gleichzeitig an die Sende¬ 
antenne an. Funktioniert es so? 

c) Nehmen Sie nun an, die Überlagerung der Spannungen von 
Absatz b) werde an den Eingang eines Spannungsverstärkers 
gelegt (z.B. könnte man sie zwischen das Steuergitter und 
die Kathode einer Radioröhre legen). Dieser Verstärker 
weise eine lineare Charakteristik auf, d.h., seine Ausgangs¬ 
spannung (z.B. die Anodenspannung der Röhre) sei der 
Eingangsspannung proportional. Funktioniert es jetzt? 

d) Schließlich enthalte die Ausgangsspannung des Verstärkers 
sowohl einen linearen als auch einen quadratischen Anteil: 
üaus = AiU e j n + A2(U e j n ) 2 . 

Es gelte U e j n = Uo + U m , wobei U 0 und U m in Absatz b) 
definiert wurden. Zeigen Sie, daß die Ausgangsspannung 
des Verstärkers wegen des nichtlinearen - nämlich quadra¬ 
tischen - Terms A 2 (U e j n ) 2 unter anderem eine amplituden¬ 
modulierte Trägerschwingung enthält, deren Modulations¬ 
amplitude proportional A m ist. 

e) Die amplitudenmodulierte Trägerschwingung von d) ent¬ 

hält Partialschwingungen mit den Kreisfrequenzen cüq, 
cüq + cü m od und cü o cü m od* Welche weiteren Kreis¬ 

frequenzen treten in U aus auf? Zeichnen Sie das voll¬ 
ständige Frequenzspektrum der Ausgangsspannung des 
Verstärkers. Wie könnten Sie die (unerwünschten) zusätz¬ 
lichen Anteile mit Hilfe von Bandfiltern loswerden? 

Nehmen Sie dabei an, cü mo d sei klein gegenüber cü 0 . 
Welchen Durchlaßbereich müssen die Filter aufweisen? 

28. Amplitudenmodulation und Nichtlinearität. Ihre Empfangs¬ 
antenne fange eine amplitudenmodulierte Trägerwelle auf, 
deren Spannung 

U = U 0 (coscü 0 t)(l + a m coscü mo dt) 
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laute. Wie können Sie die Modulationsspannung a m cos w mo( it 
wieder herstellen? Nehmen Sie an, es stehe Ihnen jedes ge¬ 
wünschte Bandfilter sowie ein nichtlinearer Verstärker der in 
Übung 27 beschriebenen Art mit 
2 

Uaus = AlUein + ^2^ein 
zur Verfügung. 

Hinweis: Drücken Sie die amplitudenmodulierte Trägerschwin¬ 
gung als Überlagerung aus, schicken Sie sie durch den nicht¬ 
linearen Verstärker und filtern Sie sie dann. 

29. Frequenzmodulation (FM). Eine frequenzmodulierte Span¬ 
nung läßt sich beispielsweise in der Form 

U = Uqcos [cj 0 (1 + a m cos comodÜt] = U 0 cos wt 
mit 

cj = cj o + <^o a m cos w mod^ 

anschreiben. Eine Möglichkeit der Erzeugung einer frequenz¬ 
modulierten Träger Spannung zur Musikübertragung ist die Ver¬ 
wendung eines „kapazitiven Mikrophons“. Dabei erregen die 
Schallwellen eine Membran, die ihrerseits eine Kondensator¬ 
platte bewegt. Dann lautet die Kapazität dieses Kondensators 
z.B. 

C = Co(l + c m cos oj mo dÜ* 

Nun gehöre die se Kap azität zu einem LC-Kreis mit der Eigen¬ 
frequenz c o - \/ 1/LC Die am Kondensator anliegende Span¬ 
nung sei z.B. U = U 0 cos wt. Zeigen Sie, daß man eine frequenz¬ 
modulierte Spannung mit einer zu c m proportionalen Ampli¬ 
tude a m erhält, wenn der Betrag von c m klein gegenüber Eins 
ist. Ermitteln Sie den Proportionalitätsfaktor zwischen c m 
und a m . 

30. Phasenmodulation (PM). Eine phasenmodulierte Spannung 
kann z.B. die Form 

U = U 0 cos(w 0 t + a m sin cj mo dÜ = U 0 cos(w 0 t + v) 
mit 

</> = a m sin w m öclt 

aufweisen. Die „augenblickliche Kreisfrequenz“ erhält man, 
indem man den Klammerausdruck nach der Zeit differenziert: 
üj = cv o + d(fi/dt = üjo + a m oj mo d cos ^ , mod t - 
Durch Vergleich mit Übung 29 sehen wir, daß Phasen- und 
Frequenzmodulation eng verwandt sind. Bei lässiger Sprech¬ 
weise werden manchmal beide Techniken als FM bezeichnet. 

a) Zeigen Sie, daß sich die phasenmodulierte Spannung als 
Überlagerung harmonischer Schwingungen mit den Kreis¬ 
frequenzen w 0 , wo ± w m od» <^o ± 2w mod> w o ± 3w mod> 
usw. anschreiben läßt. 

Hinweis: Formen Sie zuerst cos(w 0 t + </>) um und ent¬ 
wickeln Sie sodann sin«/? und cos^ in die zugehörigen un¬ 
endlichen Taylorreihen. Verwenden Sie hierauf die in 
Übung 13 des Kapitels 1 hergeleiteten trigonometrischen 
Beziehungen. 

b) Zeigen Sie, daß wir alle Terme der Überlagerung außer 
jenen mit den Kreisfrequenzen w 0 und w 0 ± w mo d ver¬ 
nachlässigen dürfen, wenn die Modulationsamplitude a m 
klein gegenüber Eins ist. Daraus ersieht man, daß bei klei¬ 
ner Amplitude der Phasenmodulation außer der Träger¬ 
frequenz im wesentlichen nur ein oberes und ein unteres 
Seitenband auftreten. Folglich benötigt man bei kleinem 
a m dieselbe Bandbreite wie bei der Signalübertragung durch 
AM (Amplitudenmodulation). Bei größerem a m hingegen 
ist die erforderliche Bandbreite wegen der zusätzlichen 
Seitenbandfrequenzen w 0 ± 2w mo d usw. größer. 


c) Vergleichen Sie die Phasenbeziehungen zwischen der Trä¬ 
gerschwingung und den beiden benachbarten Seitenband¬ 
schwingungen im Falle der PM (Phasenmodulation) mit 
den entsprechenden Phasenbeziehungen bei AM, die wir 
in Übung 27 ermittelt haben. Sie werden finden, daß die 
Phasenbeziehungen in den beiden Fällen verschieden sind. 
Dadurch hat man eine Möglichkeit, die PM und auch die 
FM von der AM zu unterscheiden. 

d) Eine AM-Spannung soll in eine PM-Spannung umgewandelt 
werden. Dabei stehe jedes gewünschte Bandfilter sowie 
eine Schaltung zur Herstellung beliebiger Phasenverschie¬ 
bungen zur Verfügung. Versuchen Sie zuerst selbst, eine 
geeignete Methode zu finden, und wenden Sie sich sodann 
der Übung 58 in Kapitel 9 zu, wo Sie zur Lösung hinge¬ 
führt werden. Diese Übung wird deshalb in Kapitel 9 
behandelt, weil sie eine sehr schöne Analogie mit den Ver¬ 
hältnissen beim Phasenkontrastmikroskop zeigt. 

31. Einseitenbandübertragung. Nimmt die zu übertragende Infor¬ 
mation ein Band von Modulationsfrequenzen ein, das sich von 
CJ mod( m i n ) bis w m0( j(max) erstreckt, so reicht das bei AM 
oder FM ausgesandte Frequenzband von w 0 — ^ mo d( max ) 
bis cjq + w mo d( ma x), wobei wq die Trägerfrequenz bedeutet. 
Die Bandbreite beträgt also 2w mo d( max )- Bandbreite ist aber 
kostbar, denn in einer bestimmten Gegend muß jeder Sender 
ein anderes Band benutzen, um gegenseitige Überlappung und 
Interferenz der Signale zu vermeiden. 

a) Nehmen Sie an, Sie verwenden bei der Emission von 
(amplitudenmodulierten) Radiomittelwellen ein Band¬ 
filter, das das untere Seitenband herausfiltert und die 
Trägerfrequenz sowie das obere Seitenband durchläßt. 

Es werden also nur die Trägerfrequenz und das obere 
Seitenband emittiert. Erfinden Sie nun eine Methode, 
nach der man das untere Seitenband im Empfänger 
wieder hersteilen kann: Zu diesem Zweck soll das emp¬ 
fangene Signal, das aus Träger Schwingung und oberem 
Seitenband besteht, durch einen nichtlinearen Verstärker 
von der in den Übungen 27 und 28 beschriebenen Art 
geschickt werden. Überlegen Sie sich, welche Amplituden- 
und Phasenbeziehungen notwendig sind, damit ein dem ur¬ 
sprünglichen AM-Signal proportionales Signal herauskommt. 

b) Sie können die emittierte Bandbreite noch weiter verrin¬ 
gern, wenn Sie nicht nur das untere Seitenband, sondern 
auch die Trägerfrequenz unterdrücken. Nehmen Sie an, es 
werde nur das obere Seitenband ausgesandt. Der Empfän¬ 
ger habe seinen eigenen „Überlagerungssender“ mit einem 
Ausgangssignal U = A cos w'ot, wobei u' 0 möglichst nahe 
bei w 0 liege. (Wegen der durch verschiedene Faktoren ver¬ 
ursachten Schwankungen wird wo den Wert von wq nie¬ 
mals genau erreichen.) Erfinden Sie eine Methode, nach 
der sich das untere Seitenband durch Kombination des 
Signals des Überlagerungssenders mit dem vom Sender her¬ 
rührenden empfangenen Signal (dem oberen Seitenband 
wieder hersteilen läßt. Verwenden Sie dazu nichtlineare 
Verstärker, Filter, Phasenschieber - kurz alles, was Sie 
brauchen. 

c) Die Trägerfrequenz betrage w 0 = 100 MHz (1 MHz = 10 6 Hz). 
Zur Einseitenbandübertragung - bei der auch die Träger¬ 
frequenz unterdrückt wird - werde ein Überlagerungssen¬ 
der verwendet, dessen Frequenz z.B. um 30 Hz größer als 
wq sei - dieser Fehler beträgt nur Eins durch drei Millio¬ 
nen. Die Musik komme von einer Flöte, die mit dem Ton 
440 Hz gespielt werde. Welcher Ton kommt aus Ihrem 
Lautsprecher, nachdem Sie die Seitenbänder wiederherge¬ 
stellt und die Schwingungen demoduliert haben? Das 
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Ergebnis wird Ihnen Auskunft darüber geben, weshalb 
man im kommerziellen Fernsehen bei der Einseiten¬ 
bandübertragung neben dem einen Seitenband auch die 
Trägerfrequenz mit einschließt. Bei der Sprechkommu¬ 
nikation kann man die Trägerfrequenz weglassen, da es 
niemanden stört, wenn die Stimmhöhe nicht genau 
wiedergegeben wird. 

32. Mehrfach- oder Multiplex-Übertragung. Oft will man mit ein 
und derselben Trägerfrequenz cjq auf zwei oder mehr völlig 
verschiedenen „Kanälen“ Informationen übertragen. Diese 
Kanäle 1,2, usw. können Informationen etwa in Form von 
Modulationsfrequenzbändern t*; m0 cl(l), a; moc i(2), usw. über¬ 
mitteln. Überschneiden sich die Modulationsfrequenzbänder 
nicht, so kann man die Trägerschwingung einfach mit allen 
Kanälen gleichzeitig modulieren. Z.B. ließen sich die Träger¬ 
spannung und die Modulationsspannungen aller Kanäle am 
Eingang eines nichtlinearen Verstärkers überlagern, genauso 
wie Sie es in Übung 27 mit einer einzigen Modulationsspan¬ 
nung (einem einzigen Kanal) getan haben. Dann bestünde die 
Aüsgangsspannung des Verstärkers u.a. aus einer amplituden¬ 
modulierten Trägerspannung, die einer Überlagerung mit den 
Kreisfrequenzen a) 0 , cj 0 ± ^modW» w o - ^mod^), usw. 
äquivalent ist. 

a) Begründen Sie die vorangehende Behauptung. 

Zur Wiederherstellung der Modulationsfrequenzbänder 
^modÜ)» w mod(2)’ usw. würde man im Empfänger eine 
Demodulation vornehmen, z.B. wie in Übung 28. Diese Bän¬ 
der könnte man unter der Voraussetzung, daß sie sich nicht 
überlappen, durch Bandfilter voneinander trennen. Dann er¬ 
hielte man schließlich die in den Kanälen 1,2, usw. enthalte¬ 
nen Informationen getrennt, ohne daß ein „Übersprechen“ 
(eine „Überlappung“ oder „Überschneidung“) aufträte: Der 
Ausgang von Kanal 1 würde also keine von den Kanälen 2 
usw. übertretenden Fehlsignale liefern. 

Da sich jedoch in den meisten interessanten Fällen die Modu¬ 
lationsfrequenzbänder der verschiedenen Kanäle überlappen, 
ist die oben beschriebene Methode nicht anwendbar. Z.B. be¬ 
nutzt man bei der (frequenzmodulierten) UKW-Stereoüber- 
tragung zwei Kanäle. Jeder von ihnen bewirkt, daß sein zu¬ 
gehöriger Lautsprecher das wiedergibt, was sein zugehöriges 
Eingangsmikrophon aufgefangen hat. Das eine dieser Mikro¬ 
phone befindet sich in der Nähe „der Streicher“, das andere 
in der Nähe „der Bläser“. Die Modulationsfrequenzen der 
beiden Kanäle sind die Musikfrequenzen, die sich überlappen. 
Weitere Beispiele sind die Übertragung von Telephongesprä¬ 
chen über weite Entfernungen mittels eines einzigen Drahtes 
sowie die Verwendung einer einzigen Trägerfrequenz im Funk¬ 
sprechverkehr. Dabei übertragen die verschiedenen Kanäle ver¬ 
schiedene Gespräche, die Modulationsfrequenzen sind also 
die Frequenzen der menschlichen Stimme. Ähnlich hat bei 
der „Fernmessung“, bei der die Anzeige der Instrumente eines 
Erdsatelliten zur Bodenstation übertragen wird, jedes Instru¬ 
ment einen eigenen Kanal. Dabei hängen die Modulations¬ 
frequenzen von der Konstruktion der Instrumente ab: Z.B. 
kann ein Kondensator, dessen Kapazität sich mit der Tempe¬ 
ratur ändert, als Thermometer fungieren. Dieser Kondensator 
bestimmt dann vielleicht in einem LC-Schwingkreis die Fre¬ 
quenz co mo d* Derartige Modulationsfrequenzen können sich 
in weiten Bereichen überlappen. 

In solchen Fällen benötigt man ein Mittel zur „Markierung“ 
jedes einzelnen Kanals, damit die Kanäle auseinandergehalten 
werden können. Eine Möglichkeit bestünde darin, für jeden 
Kanal eine eigene Trägerfrequenz zu verwenden. Diese Metho¬ 
de benutzt man bei den verschiedenen Radio- oder Fernseh¬ 


sendern. Es gibt jedoch eine bequemere Methode, die soge¬ 
nannte Multiplexschaltung. Bei dieser wird jeder Kanal mit 
Hilfe einer eigenen „Gruppenträgerfrequenz“ auf folgende 
Weise „markiert“: Die Gruppenträgerfrequenzen der Kanäle 
1,2, usw. seien mit bzw. u>2 usw. bezeichnet. Sie sind 
groß gegenüber den Modulationsfrequenzen, aber klein gegen¬ 
über der „Hauptträgerfrequenz“ o; 0 . Der „Gruppenträger¬ 
schwingung“ mit cüj wird durch Kanal 1 eine Amplituden¬ 
oder Frequenzmodulation mit der Modulationsfrequenz 
cjmodÜ) aufgeprägt. So liefert Kanal 1 eine amplituden¬ 
modulierte Ausgangsspannung, die eine Überlagerung mit den 
Kreisfrequenzen w l5 + u> m0 cl(l) und cji ~^modÜ) dar¬ 
stellt. Ähnlich weist die Ausgangsspannung von Kanal 2 die 
Kreisfrequenzen cj 2 , cj 2 + ^mod^) und u >2 — w m od^) auf. 
Der Unterschied zwischen den beiden Gruppenträgerfrequen¬ 
zen co 1 und co 2 wird hinreichend groß gewählt, so daß sich 
die sie umgebenden Bänder nicht überlappen. Ist also co 1 klei¬ 
ner als co 2 , so ist die höchste Kreisfrequenz des oberen Seiten¬ 
bandes co! + co mo d(l) kleiner als die niedrigste Kreisfrequenz 
des unteren Seitenbandes C 02 “ w mod(2). Z.B. treten bei der 
(frequenzmodulierten) UKW-Stereoübertragung typische Grup¬ 
penträgerfrequenzen vi = 20 kHz, t >2 = 40 kHz auf. Liegen 
Modulationsfrequenzen - die Frequenzen der Musik - zwi¬ 
schen Null und 10 kHz, so besetzt Kanal 1 das Band von 
10... 30 kHz, Kanal 2 jenes von 30... 50 kHz. Nach dem bis¬ 
her Gesagten scheint es, als träten (bei zwei Kanälen) zwei 
Trägerfrequenzen auf. Wir sind jedoch noch nicht bei der 
Sendeantenne! Nun überlagern wir die Ausgangsspannungen 
aller Kanäle und betrachten diese Überlagerung, die die Fre¬ 
quenzbänder vieler Kanäle umfaßt, als Schwingung mit einem 
einzigen breiten Band von Modulationsfrequenzen. Dieses 
erstreckt sich vom unteren Ende des unteren Seitenbandes 
von Kanal 1 bis zum oberen Ende des oberen Seitenbandes 
des höchsten Kanals. Wir modulieren die Hauptträgerschwin¬ 
gung der Kreisfrequenz coq mit diesem Vielkanalband, indem 
wir es ihr überlagern und die resultierende Spannung wie in 
Übung 27 an den Eingang eines nichtlinearen Verstärkers 
legen. 

b) Aus welchen Anteilen wird die Ausgangsspannung beste¬ 
hen, wenn Sie den nichtlinearen Verstärker von Übung 27 
verwenden? Benutzen Sie keine Formeln, sondern zeich¬ 
nen Sie eine qualitative Skizze vom Verlauf der Fourier¬ 
intensität in Abhängigkeit von der Kreisfrequenz. Zeigen 
Sie die nahe der Hauptträgerfrequenz co 0 liegenden Seiten¬ 
bänder, die zur Sendeantenne gelangen werden. Zeigen 
Sie auch die anderen aus dem Verstärker austretenden 
Kreisfrequenzen, die Sie herausfiltern und somit unter¬ 
drücken werden. 

c) Im Empfänger kann man die ursprünglichen Modulations¬ 
frequenzen auf folgende Weise wieder zurück schalten: 

Legen Sie das Signal, das die Hauptträgerfrequenz 10 0 und 
die verschiedenen oberen und unteren Seitenbänder ent¬ 
hält, an den Eingang eines nichtlinearen Verstärkers von 
der in Übung 26 beschriebenen Art. Die Ausgangsspannung 
wird u.a. die Gruppenträgerfrequenz und ihre Seiten¬ 
bänder sowie die entsprechenden Frequenzen der anderen 
Kanäle aufweisen. Begründen Sie diese Behauptung! 

Die verschiedenen Gruppenträgerfrequenzen und ihre 
Seitenbänder überlappen sich nicht und können nun durch 
Bandfilter voneinander getrennt werden. Jeder Kanal lie¬ 
fert dann seine eigene Ausgangsspannung, ohne daß ein 
„Übersprechen auftritt“. 

33. Interferometrische Multiplex Fourier Spektroskopie (MIFS). 

Im Jahre 1967 erfuhr die Infrarotastronomie durch die Ein- 
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führung einer neuen Technik, der sogenannten interferome- 
trischen Multiplex Fourier Spektroskopie (Multiplex Inter¬ 
ferometrie Fourier Spectroskopy MIFS) eine Umwälzung. 

Diese neue Technik liefert ein hundertmal besseres Auflösungs¬ 
vermögen als herkömmliche Methoden. Sie verkürzt die Zeit, 
die man bei der Bestimmung eines Frequenzspektrums zur 
Belichtung benötigt, um den Faktor 60 000. Die MIFS ist 
eine sinnreiche Anwendung der in Übung 32 beschriebenen 
Mehrfachübertragung. 

Das Frequenzspektrum eines Sterns, der sichtbares Licht aus¬ 
sendet, kann man mit Hilfe eines Beugungsgitters bestimmen, 
hinter dem sich in geeigneter Entfernung eine photographische 
Schicht befindet. Dabei erhält man das gesamte Spektrum auf 
einmal, denn Lichtanteile mit verschiedenen Wellenlängen 
werden in verschiedene Richtungen abgebeugt und treffen so 
verschiedene Teile der Schicht. Die Schwärzung, die die Schicht 
bei einem bestimmten Beugungswinkel aufweist, gibt die In¬ 
tensität des Anteils mit der betreffenden Wellenlänge an. 

Für infrarotes Licht - dessen Wellenlängen von der Größen¬ 
ordnung 10 -4 cm sind - gibt es keine geeignete photographi¬ 
sche Schicht, doch ist das Beugungsgitter weiterhin mit Erfolg 
anwendbar. Statt der photographischen Schicht kann man 
eine Photomultiplierröhre mit einem Spalt veränderlicher Lage 
benutzen. Die Lage des Spalts gibt den Beugungswinkel und 
folglich die Wellenlänge, der Photomultiplierstrom die Inten¬ 
sität an. Soll die Auflösung bezüglich der Frequenz bzw. der 
Wellenlänge sehr gut sein, so müssen Sie einen engen Spalt 
verwenden, damit die Winkelauflösung gut wird. Wollen Sie 
ein vollständiges Frequenzspektrum ermitteln, so müssen Sie 
den Spalt in eine bestimmte Stellung bringen und die zu der 
betreffenden Wellenlänge gehörige Intensität durch Zählen 
über eine genügend lange Zeit bestimmen. Hierauf müssen Sie 
den Spalt um eine Spaltbreite verschieben und an der neuen 
Stelle wiederum während einer hinreichend langen Zeit eine 
Messung durchfuhren, usw. Will man ein vollständiges Frequenz¬ 
spektrum im Frequenzbereich von v x bis 1^2 erhalten und mißt 
man jeden Teil dieses Bereichs in Intervallen der Bandbreite Av 
aus, so sind (V 2 ~ v x )lAv verschiedene Intensitätsmessungen 
erforderlich. Wenn die Wellenlängen im Bereich von 1...3 ßm 
(1 ßm = IO -4 cm) liegen, so erstrecken sich die zugehörigen 
Wellenzahlen von 10 4 cm -1 bis 3 • 10 4 cm -1 (reziproke Zenti¬ 
meter), d.h., ^ 1 = 3 • 10 4 cm -1 . Nun beträgt ein typi¬ 

sches gutes Auflösungsvermögen A(\ _1 ) = A(v/c ) » 0,1 cm -1 . 
Um das gesamte Spektrum mit diesem Auflösungsvermögen 
zu bestimmen, hätten wir etwa | • 10 5 ^ 60 000 Einzelmes¬ 
sungen auszuführen. Da aber eine solche Messung vielleicht 
eine Nacht dauert, würden wir insgesamt mehrere hundert 
Jahre benötigen! 

Hätten Sie 60 000 Photomultiplier gleichzeitig, so könnten 
Sie selbstverständlich das gesamte Spektrum auf einmal aus¬ 
messen. Diese Methode ist aber offensichtlich unpraktisch. 
Würde hingegen das gesamte vom Beugungsgitter erzeugte 
Beugungsmuster von einem einzigen Photomultiplier über¬ 
strichen, so würde die Intensität aller Wellenlängen zusammen 
gemessen. In diesem Falle wäre jedoch die Ausgangsspannung 
des Photo multiplier s der über das gesamte Spektrum gemittel¬ 
ten Gesamtintensität proportional, und Sie könnten niemals 
feststellen, welcher Anteil von welcher Wellenlänge herrührte. 

Es wäre so ähnlich, als kämen alle Telephongespräche von 
Hamburg über eine Leitung nach München, ohne getrennt zu 
werden. Nun, man hat das Problem, verschiedene Telephon¬ 
gespräche mittels einer einzigen Leitung zu übertragen, gelöst: 
Man „markiert“ jedes Gespräch mit Hilfe einer „Gruppen¬ 
trägerfrequenz“ und überträgt alle diese Gruppenträgerfre¬ 


quenzen gleichzeitig, wie es in Übung 32 beschrieben wurde. 
Hätte man doch bloß eine Möglichkeit, jede einzelne Wellen¬ 
länge im Infrarotbereich mittels einer „Gruppenträgerfrequenz“ 
so zu markieren , daß sie sich identifizieren ließe! Dann könnte 
man einem Photomultiplier das gesamte infrarote Licht auf 
einmal zuführen. Durch eine Fourieranalyse ließe sich das 
Frequenzspektrum der Ausgangsspannung des Photomultipliers 
in getrennte Bänder zerlegen, die zu den einzelnen Gruppen¬ 
trägerfrequenzen gehören. Die zu jeder solchen Gruppenträger¬ 
frequenz gehörige Fourierintensität würde dann die zur ent¬ 
sprechenden infraroten Wellenlänge gehörige Strahlungsinten¬ 
sität liefern. 

a) Erfinden Sie eine Methode, nach der sich jede Wellenlänge 
mit Hilfe eines mechanischen „Zerhackers“ durch eine 
Gruppenträgerfrequenz markieren läßt. Dieser Zerhacker 
bestehe aus einem rotierenden Rad mit Löchern oder Spal¬ 
ten. Fällt das Licht auf eine solche Öffnung, so wird es 
durchgelassen, andernfalls wird es jedoch am Durchgang 
gehindert. Ihre Hauptaufgabe ist es zu erreichen, daß die 
Zerhackerfrequenz von der Wellenlänge des Infrarotlichts 
abhängt. 

In der MIFS verwendet man folgende elegante Methode. Man 
benutzt weder ein Beugungsgitter noch einen mechanischen 
Zerhacker, sondern ein Michelsonsches Interferometer mit 
einem beweglichen Spiegel. Ein Interferometer dieser Art, wie 
es im Versuch von Michelson und Morley Verwendung fand, 
ist in Bild 6.12 dargestellt. Das vom Stern herrührende Licht 
falle z.B. in der x-Richtung auf einen halbversilberten Spiegel 
AS, der zur Aufspaltung des einfallenden Strahls dient und 
gegenüber diesem um 45° geneigt ist. Der „Aufspaltungsspiegel“ 
reflektiert die Hälfte des Lichts in die y-Richtung und läßt 
die andere Hälfte in der x-Richtung durch. Diese beiden Strah¬ 
len werden von anderen Spiegeln Sj und S 2 wieder zum Auf¬ 
spaltungsspiegel AS zurückgeworfen, der die Hälfte des jetzt 
wiedervereinigten Lichts in die negative y-Richtung zu einem 
Photo multiplier PM leitet. Die andere Hälfte wird in der nega¬ 
tiven x-Richtung durchgelassen und geht in Richtung des 
Sterns verloren. Bei einer vorgegebenen Wellenlänge ist der 
Photomultiplierstrom ein Maximum oder ein Minimum, je 
nachdem, ob die beiden wiedervereinigten Strahlen in Phase 
oder um 180° phasenverschoben sind. Dies hängt wiederum 
davon ab, ob sich die beiden Weglängen - vom Aufspaltungs¬ 
spiegel zu dem jeweiligen Endspiegel, von diesem zurück zum 
Aufspaltungsspiegel und dann zum Photomultiplier - um eine 
gerade oder ungerade Anzahl halber Wellenlängen unterschei¬ 
den. Im ersten Falle beträgt der Phasenunterschied Null, im 
zweiten 180°. 

b) Nun bewege sich einer der beiden Spiegel mit einer ganz 
genau bekannten gleichförmigen Geschwindigkeit v. Infra¬ 
rotes Licht der Frequenz v ruft einen bestimmten Photo¬ 
multiplierstrom hervor. Zeigen Sie, daß dieser einen zu 
cosc^modt proportionalen harmonischen Anteil mit der 
Modulationsfrequenz y mod = 2 (v/c> enthält. Sodann än¬ 
dere sich die Lage x des Spiegels beliebig mit der Zeit, und 
der Photo multiplier ström werde als Funktion von x ge¬ 
messen. Zeigen Sie, daß der Photomultiplierstrom in die¬ 
sem Falle einen zu cosk m0( jx proportionalen Anteil mit 
der Modulationswellenzahl k mo d = 4tt/\ enthält. Sind viele 
Wellenlängen vorhanden, so setzt sich der Photomultiplier¬ 
strom aus einer Konstanten - dem über das gesamte Spek¬ 
trum genommenen Mittelwert - sowie aus je einem Anteil 
mit den verschiedenen Modulationswellenzahlen k mo( j zu¬ 
sammen. Führen wir also die Fourieranalyse des Photo¬ 
multiplierstroms durch, so liefert uns die zu einer Modula- 
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tionswellenzahl k moc i gehörige Fourierintensität die ent¬ 
sprechende Strahlungsintensität bei der Infrarotwellen¬ 
länge X. Das Wichtige daran ist, daß mit der Aufnahme der 
Meßkurve - Photomultiplierstrom in Abhängigkeit von x - 
das Infrarotlicht bei allen Wellenlängen gleichzeitig aus¬ 
gemessen wird. Jede Wellenlänge wird durch die Modulations¬ 
wellenzahl, die sie im Photomultiplierstrom hervorruft, 
„markiert“. Daher verhält sich die Modulationswellenzahl 
insofern wie eine „Gruppenträgerfrequenz“, als sie die 
Trennung der verschiedenen gleichzeitig ausgemessenen 
Wellenlängen bei der Fourieranalyse des Photomultiplier¬ 
stroms gestattet. 


Diese Technik ist vielleicht am besten dazu geeignet, Leben 
auf dem Mars nachzuweisen, ohne daß man sich dorthin 
begibt. Aus einer Analyse des Infrarotspektrums der Mars¬ 
atmosphäre könnte man deren Zusammensetzung erfahren 
und nach Bestandteilen suchen, die durch Lebensvorgänge 
entstehen. Das MIFS-Verfahren ist so empfindlich, daß 
man mit den heute geplanten Teleskopen neben den Haupt¬ 
bestandteilen auch Gasspuren nachweisen könnte, deren 
Anteil vielleicht nur 1:10 9 beträgt. Diesen Ausblick sowie 
eine eingehendere Beschreibung des MIFS-Verfahrens 
finden Sie in fünf zusammenhängenden Artikeln in der 
britischen Zeitschrift Science Journal vom April 1967: 
„Detecting Planetary Life from Earth“ von J. Lovelock, 

D. Hitchcock, P. Fettgett, J. und P. Connes, L. Kaplan 
und J. Ring, S. 56. 



















7. Zwei- und dreidimensionale Wellen 


7.1. Einleitung 


Alle Wellen, die wir bisher betrachtet haben, waren 
praktisch „eindimensional“: Sie breiteten sich längs einer 
Geraden aus, die wir gewöhnlich als z-Achse bezeichneten. 
In Abschnitt 7.2 werden wir nun dreidimensionale Wellen 
einführen. Dazu drehen wir das Koordinatensystem, das 
zur Beschreibung einer eindimensionalen ebenen laufen¬ 
den Welle verwendet wird. Auf diese Weise erhalten wir 
die dreidimensionale Form ebener harmonischer laufen¬ 
der Wellen. 

Wir werden aber sehen, daß in der Verwendung zusätz¬ 
licher Dimensionen mehr steckt als bloß eine Koordina¬ 
tentransformation. Vielmehr treten neue Eigenschaften 
auf, weil die zusätzlichen Dimensionen zusätzliche Frei¬ 
heitsgrade mit sich bringen. Z.B. kann man im Vakuum 
eine dreidimensionale elektromagnetische Welle beobach¬ 
ten, die in einer Richtung eine reine laufende Welle, in 
einer zweiten eine reine stehende Welle und in einer drit¬ 
ten Richtung eine reine Exponentialwelle darstellt! Hin¬ 
gegen kann es im eindimensionalen Fall im Vakuum un¬ 
möglich eindimensionale exponentielle elektromagnetische 
Wellen geben, da die Dispersionsrelation co 2 = c 2 k 2 in 
keinem Frequenzbereich die Form co 2 = - c 2 k 2 annimmt. 
Eindimensionale exponentielle Wellen treten nur bei Vor¬ 
handensein einer Grenzfrequenz auf. Die Dispersionsrela¬ 
tion muß also von ähnlicher Form sein wie jene der Iono¬ 
sphäre : Die Dispersionsrelation der Ionosphäre lautet 
co 2 = coq + c 2 k 2 und kann bei hinreichend niedrigen Fre¬ 
quenzen in co 2 = coq _ c 2 k 2 übergehen. Im dreidimen¬ 
sionalen Fall werden wir finden, daß k der Betrag eines 
Vektors, des sogenannten Wellenvektors, ist. Daher wird 
die Dispersionsrelation elektromagnetischer Wellen im 
Vakuum co 2 = c 2 (k| + ky + k 2 ). Unter Umständen kann 
man eine oder zwei der Komponenten k x usw. durch —/c x 
usw. ersetzen und dennoch eine positive rücktreibende 
Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Einheits-„Masse“ 
erhalten, wie es sein muß. Als Beispiele werden wir elek¬ 
tromagnetische Wellen in Wellenleitern sowie die Total¬ 
reflexion des Lichts untersuchen. Im Abschnitt 7.3 unter¬ 
suchen wir dann Wasserwellen in idealem Wasser und er¬ 
mitteln ihren räumlichen Verlauf sowie ihre Dispersions¬ 
relation. Es sind mehrere Heimversuche angegeben, mit 
deren HÜfe Sie die Dispersionsrelation der Wasserwellen 
leicht verifizieren können. Im Abschnitt 7.4 werden mit 
Hilfe der Maxwell-Gleichungen jene Tatsachen untermau¬ 
ert, die wir in Kapitel 4 beim Studium von Wellen in 
Parallelplattenleitungen kennengelernt haben. Im Ab¬ 
schnitt 7.5 leiten wir dann einen Ausdruck für die von 
einer schwingenden Punktladung emittierte Strahlung her. 
Mit Hüfe dieses Ausdrucks ermitteln wir schließlich die 
„natürliche Linienbreite“ des Lichts sowie den Grund, 
weshalb der Himmel blau ist. 


7.2. Harmonische ebene Wellen — Wellenvektor 

Eine harmonische laufende ebene Welle breitet sich in 
einem homogenen dispergierenden Medium in der posi¬ 
tiven z'-Richtung (längs des Einheitsvektors z') aus. In der 
Ebene z' = 0 erfolge die zeitliche Änderung der Wellen¬ 
funktion gemäß 

i//(0, t) = A cos cot. (7.1) 

Dann lautet die Wellenfunktion in einer z' = const fest¬ 
gelegten Ebene 

i//(z', t) = A cos (cot - kz'). (7.2) 

In dieser Wellenfunktion wollen wir nun statt der in der 
Ausbreitungsrichtung gemessenen Koordinate z' allgemei¬ 
ne kartesische Koordinaten x, y, z einführen. Der Ur¬ 
sprung des x, y, z-Koordinatensystems liege in der Ebene 
z' = 0. Der vom Ursprung des x,y,z-Systems aus gemes¬ 
sene Ortsvektor eines Raumpunkts sei r = xx + yy + zz. 
Im x, y, z-System wird die Ebene z' = const durch die 
Gleichung z' = r • z' = const beschrieben. Folglich erhält 
man für die in Gl. (7.2) auftretende Größe kz' 

kz' = k(z' • r) = (kz') • r = k r. (7.3) 

Wellenvektor. Die Größe kz' wird als Wellenvektor k 
bezeichnet: 

k = kz'. (7.4) 

Der Wellenvektor k hat den Betrag k und die Richtung 
von z', er weist also in die Ausbreitungsrichtung. Gl. (7.3) 
wird zu 

kz' = k • r = k x x + k y y + k z z. (7.5) 

Physikalisch bedeutet die Wellenzahl k die Anzahl der 
Phasenradian pro Längeneinheit in der Ausbreitungsrich¬ 
tung z', so daß kz' die längs der Strecke z' „angehäufte“ 
Phase ist. (Wir verwenden vorübergehend nicht unsere 
gewohnte, sondern die ihr entgegengesetzte Vorzeichen¬ 
vereinbarung für die Phase; gewöhnlich stellen wir uns ja 
vor, daß der Phasenzuwachs positiv ist, wenn cot bei 
festem z' anwächst.) Die Größe k x bedeutet die Anzahl 
der Phasenradian pro Längeneinheit in der positiven 
x-Richtung, also in der Richtung von x; die Bedeutung 
von k y und ist analog. Nehmen Sie z.B. an, x schließe 
mit z' den Winkel 6 ein. Die Wellenlänge sei X. Wenn man 
nun zu einem festen Zeitpunkt in der Richtung von z' 
um die Strecke X fortschreitet, so nimmt die Phase um 
2ir zu. Schreitet man hingegen in der Richtung von x 
fort, so muß man die Strecke X/cos0 zurücklegen, bis z' 
um eine Wellenlänge anwächst. Die Phase ändert sich also 
um 27r, wenn man längs x um eine solche Strecke fort¬ 
schreitet, die um den Faktor (cos0) -1 länger als X ist. 

Mit anderen Worten, der Phasenzuwachs pro Längenein¬ 
heit längs x ist um den Faktor cos0 kleiner als k. Gerade 
dieses Verhalten verlangt man ja von einem Vektqr: Pro¬ 
jiziert man ihn auf irgendeine Richtung x, so erhält man 
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als Projektion k x = k x , eine Zahl, die um den Kosinus 
des eingeschlossenen Winkels kleiner als der Betrag des 
Vektors ist. Diese Bedingung hat zur Folge, daß die Sum¬ 
me der Quadrate der Komponenten gleich dem Quadrat 
des Betrages ist. Wir sehen also, daß k x mit k gerade in 
jener Beziehung steht, die man von der x-Komponente 
eines Vektors k vom Betrage k voraussetzt. 

Warum kein Wellenlängenvektor? Die letzte Bemer¬ 
kung klingt so trivial, als bedürfe sie überhaupt keiner 
Erwähnung. Nun zeigen wir aber an einem Gegenbeispiel, 
daß man sehr wohl nachprüfen kann, ob eine solche tri¬ 
viale Bedingung tatsächlich erfüllt ist. Betrachten Sie fol¬ 
gende zwar plausible, doch falsche Schlußfolgerung: Die 
Phasengeschwindigkeit einer laufenden Welle lautet 
v^ = \v . Wollen wir eine längs z' fortschreitende Welle 
beschreiben, so tun wir vermutlich gut daran, auf folgende 
Weise einen „Wellenlängsvektor“ X zu definieren : 

\ {p = \vi' = = \v. 

Die Wellenlänge X ist als der längs z' auftretende Abstand 
zwischen zwei Wellenbergen definiert, weshalb sie von 
Natur aus den Betrag des „Vektors“ X darstellt. Analog 
ist X x der längs x auftretende Abstand zwischen zwei 
Wellenbergen. Doch beachten Sie folgende unangenehme 
Eigenschaft der Größe X x : Sie ist größer als X selbst! 

Steht x senkrecht auf z', so ist X x Unendlich. Wäre X x 
hingegen die x-Komponente eines gewöhnlichen Vektors 
in Richtung von z', so würde sie verschwinden. Daraus 
muß man folgern, daß es keinen solchen Vektor \ gibt , 
der irgendwie einsichtig definiert werden könnte. Denn 
etwas, dessen Komponenten größer sind als der Betrag des 
„Vektors“ selbst, sollte man nicht als Vektor bezeichnen! 

Ebene konstanter Phase. Die durch Gl. (7.2) angegebene 
Welle kann nun in folgenden äquivalenten Formen ange¬ 
schrieben werden: 

i//(x, y, z, t) = A cos (cot — kz') 

= A cos (cot - k x x - k y y - k z z) 

= A cos (cot - k • r). (7.6) 

Das Argument der sinusförmigen Wellenfunktion wird als 
die Phase <p(x, y, z, t) bezeichnet: 

<p(x, y,z, t) = cot - kz' 

= cot — k x x - k y y - k z z 
= cot - k • r. (7.7) 

Zu einem festen Zeitpunkt t definieren alle Punkte mit 
gleichem eine als Wellenfront bezeichnete Ebene: 

d^ = co dt -k • dr 
= 0 — k • dr 

= 0 < 78 > 

zu einem bestimmten Zeitpunkt, nur wenn dr senkrecht 
zu k ist. Demzufolge hat die Phase zu einem festen Zeit¬ 
punkt t in bestimmten Punkten denselben Wert. Alle diese 


Punkte erreicht man durch Aufsummieren von Vektoren dr, 
die auf k und somit auf der Ausbreitungsrichtung senk¬ 
recht stehen. Schreitet man von einem solchen Punkt zu 
einem anderen fort, so güt dip = 0, man bewegt sich also 
in einer Ebene. Deshalb wird eine solche Welle als ebene 
Welle bezeichnet. 


Phasengeschwindigkeit. Die Phasengeschwindigkeit ist 
gleich der bei festgehaltenem gebüdeten Ableitung 
dz'/dt: 


d^ = co dt - k dz' = 0, 
dz' co 
Vv = ~dt = ~k' 


(7.9) 


Dispersionsrelationen im dreidimensionalen Fall. Wir 
geben nun die Formen von einigen der Ihnen vertrauten 
Dispersionsrelationen für den dreidimensionalen Fall an: 

Fall 1: Elektromagnetische Wellen im Vakuum 

co 2 = c 2 k 2 = c 2 (k x + k y + k 2 ). (7.10) 

Fall 2 : Elektromagnetische Wellen in einem disper¬ 
gierenden Medium 

= ^r( k x +k y +k D- C 7 - 11 ) 

Fall 3: Elektromagnetische Wellen in der Ionosphäre 

co 2 = C 0 p + c 2 k 2 = C 0 p + c 2 (k 2 + k 2 + k 2 ). (7.12) 

Die Dispersionsrelationen sind immer von den Rand¬ 
bedingungen unabhängig, diese entscheiden aber darüber, 
ob z.B. stehende Wellen, laufende Wellen oder, wie wir 
sehen werden, Mischtypen auftreten. 

Stehende Wellen. Zwei laufende ebene Wellen, die mit 
gleicher Amplitude und Frequenz in entgegengesetzten 
Richtungen fortschreiten, lassen sich zu einer stehenden 
ebenen Welle der Form 

i//(x, y, z, t) = A cos (cot + <p) cos (k • r + a) (7.13) 

überlagern. Verwenden wir explizit k • r = k x x + k y y + k z z 
und benutzen wir entsprechende trigonometrische Identi¬ 
täten, so können wir diese stehende Welle als Überlage¬ 
rung von Termen ausdrücken, deren jeder die allgemeine 
Form 

\jj(x, y, z, t) = A cos (cot + <p) cos (k x x + oq ) 

cos(k y y + a 2 )cos(k z z + a 3 ) (7.14) 

aufweist. Drücken wir eine harmonische Welle durch ste¬ 
hende Wellen von der Form der Gl. (7.14) aus, so können 
wir k x , k y und k z als positive Größen definieren. Der phy¬ 
sikalische Grund liegt darin, daß stehende Wellen im Ge¬ 
gensatz zu laufenden Wellen nicht in einer bestimmten 
Richtung fortschreiten, sondern „in alle Richtungen 
gleichzeitig“. Algebraische Überlegungen zeigen uns fol¬ 
gendes : Ist in Gl. (7.14) z.B. k x negativ, dürfen wir es 
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durch —k x und durch -cq ersetzen, ohne daß sich 
i//(x, y, z, t) ändert. So können wir alle drei Komponenten 
k x , k y und k z positiv machen und dafür erforderlichen¬ 
falls die Phasenkonstanten oq, a 2 und a 3 ändern. 

Mischtyp aus laufender und stehender Welle. Im ein¬ 
dimensionalen Fall - der z.B. durch die Koordinate z' 
beschrieben wird - kann eine reine laufende Welle auf- 
treten, die sich als Überlagerung zweier stehender Wellen 
schreiben läßt. Ebenso ist eine reine stehende Welle mög¬ 
lich, die sich als Überlagerung laufender Wellen ausdrük- 
ken läßt. Ferner kann eine Überlagerung allgemeinerer 
Art auftreten, die weder eine reine laufende noch eine 
reine stehende Welle darstellt. Dasselbe gilt für den drei¬ 
dimensionalen Fall, doch treten hier noch zusätzliche 
Freiheitsgrade auf, da jede der drei Dimensionen in folgen¬ 
dem Sinn „unabhängig“ ist: Z.B. kann man eine Welle 
hersteilen, die in der x-Richtung eine Konstante, in der 
y-Richtung eine reine stehende Welle und in der z-Rich- 
tung eine reine laufende Welle darstellt: 

t//(x, y, z, t) = i//(y, z, t) = A sin (k y y) cos(k z z - cot). 

(7.15) 


Später werden wir mehrere Beispiele für Mischtypen fin¬ 
den, die von ähnlicher Gestalt wie Gl. (7.15) sind. 


Dreidimensionale Wellengleichungen und klassische 
Wellengleichung. Für jede dreidimensionale sinusförmige 
harmonische Welle — ob stehend, laufend oder von einem 
Mischtyp - gelten, wie Sie leicht zeigen können, die fol¬ 
genden Beziehüngen: 


3 2 i|/(x,y,z,t) 

3t 2 


u> 2 \p(x,y,z,t). 


3 2 \p 

3x 2 


= -k^, 


3 2 \p 
dz 2 


= -k 2 i p. 



(7.16) 


Mit Hilfe dieser Gleichungen finden wir die folgenden 
Wellengleichungen, die den in den Gin. (7.10), (7.11) 
bzw. (7.12) angegebenen Dispersionsrelationen entspre¬ 
chen : 


Fall 1: Elektromagnetische Wellen im Vakuum 
Mit Hilfe der Gin. (7.16) und (7.10) ergibt sich, daß 
die Wellenfunktion einer einzigen harmonischen Welle 
der Kreisfrequenz co und der Wellenzahl k der Differential¬ 
gleichung 


d 2 \p _ 2 j d 2 \j/ 3 2 \p 3 2 \p 

3t 2 ~ C ( 3x 2 + 3y 2 + 3z 2 


(7.17) 


genügt. Da c nicht von der Frequenz abhängt, wird die 
Wellengleichung (7.17) durch jede harmonische Partial¬ 
welle und folglich auch durch jede beliebige Überlagerung 
stehender und laufender elektromagnetischer Wellen im 


Vakuum erfüllt. Gl. (7.17) stellt also die dreidimensionale 
Form der klassischen Wellengleichung für dispersionsfreie 
Wellen dar. Für alle anderen dispersionsfreien Wellen 
- z.B. für gewöhnliche Schallwellen in der Luft - gelten 
analoge Gleichungen. In Vektorschreibweise ausgedrückt, 
ist die rechte Seite von Gl. (7.18) gleich c 2 mal der Diver¬ 
genz des Gradienten von \p. Diese schreibt man als 
div grad \p oder V-Vi//, manchmal auch als V 2 \p („Nabla 
Quadrat Psi“) an: 

d 2 \ü o o 

-^T = c 2 V 2 t//. (7.18) 


Fall 2: Elektromagnetische Wellen in einem homo¬ 
genen dispergierenden Medium 

Die Dispersionsrelation Gl. (7.11) liefert für eine har¬ 
monische Welle der Kreisfrequenz co die Wellengleichung 


d 2 \p 

3t 2 



(7.19) 


Da n von der Kreisfrequenz co abhängt, gewinnt man mit 
dem Anschreiben dieser Wellengleichung nicht viel. Zu 
ihrer Lösung müssen wir auf Fourierüberlagerungen über¬ 
gehen und jede Kreisfrequenz einzeln betrachten, weshalb 
wir ebenso gut die Dispersionsrelation verwenden könnten. 
In dieser Hinsicht ist die klassische Wellengleichung (7.18) 
verschieden: Wenn sie gilt, kann man Impulse oder an¬ 
dere nicht-harmonische Wellen ohne jede Fourieranalyse 
behandeln. 


Fall 3: Elektromagnetische Wellen in der Ionosphäre 
Mit Hilfe der Dispersionsrelation Gl. (7.12) und der 
Gl. (7.16) finden wir die dreidimensionale Klein-Gordon- 
Wellengleichung 


3 2 0 
3t 2 


= - cüp \p + c 2 V 2 \p . 


(7.20) 


Es folgen einige Beispiele für zweidimensionale sinus¬ 
förmige harmonische Wellen: 

• Beispiel: 1. Elektromagnetische Wellen in einem Wellen¬ 
leiter von rechteckigem Querschnitt. Einen Wellenleiter 
oder Hohlleiter von rechteckigem Querschnitt erhält man, 
indem eine Parallelplattenleitung mit leitenden Seiten¬ 
platten versehen wird (Bild 7.1). Im Inneren des Wellen¬ 
leiters herrscht Vakuum. Wir werden nur solche Wellen¬ 
typen betrachten, bei denen sowohl das elektrische als 
auch das magnetische Feld im Innern des Wellenleiters 
bei festem y und z unabhängig von x ist. Die zugehörige 
Wellengleichung ist die zweidimensionale Version der 
klassischen Wellengleichung (7.17). Steht \p für die Kom¬ 
ponente E x des elektrischen Feldes, so gilt 


3 2 \p 2 3 2 \p d 2 \p 

3t 2 “ C ty 2+ C dz 2 


(7.21) 
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Bild 7.1. Wellenleiter von rechteckigem Querschnitt: Eine Parallelplattenleitung wird durch das Einsetzen leitender 
Seitenplatten bei y = 0 und y = b kurzgeschlossen. Die Pfeile bezeichnen das augenblickliche elektrische Feld am 
Eingangsende des Wellenleiters. 


Wir wählen eine feste Kreisfrequenz co, so daß Gl. (7.21) 
die Form 


- co 2 <// = c 2 


a 2 «// ,a 2 «// 


9y 


+ c 


dz 2 


(7.22) 


y = b gerade eine halbe Wellenlänge. Setzen wir Gl. (7.25) 
mit m = 1 in Gl. (7.24) ein, so erhalten wir 


2 2 
2 _ C Z 7r 


CO = 


+ C 2 ky . 


(7.26) 


annimmt. Die leitenden Seitenplatten erzwingen das Ver¬ 
schwinden der Komponente E x bei y = 0 und y = b. Folg¬ 
lich muß t//(y, z, t) in der y-Richtung eine stehende Welle 
mit ständigen Knoten bei y = 0 und y = b sein. Nun neh¬ 
men wir an, bei z = 0 trete eine erregende Spannung auf. 
Dann breiten sich die elektromagnetischen Wellen im 
Wellenleiter in der positiven z-Richtung aus. Folglich 
müssen sie bezüglich der z-Richtung laufende Wellen dar¬ 
stellen. Gl. (7.22) wird durch den Mischtyp 

t//(y, z, t) = A sin k y y cos (k z z - cot) (7.23) 

aus stehender und laufender Welle erfüllt, wenn die Disper¬ 
sionsrelation 

co 2 = c 2 ky + c 2 k 2 (7.24) 

güt. Durch unsere Wahl von sink y y haben wir bei y = 0 
die Bedingung E x = 0 erfüllt, doch muß die Funktion 
sink y y auch bei y = b verschwinden: 

k y b = 7r, 27 t, ... , m7r,.... (7.25) 

Diese Wellen bezeichnet man als TE-Wellen (Wellen mit 
transversalem elektrischen Feld). Das magnetische Feld 
brauchen wir nicht für sich zu untersuchen, da es durch 
das elektrische Feld bestimmt wird. • 

Untere Grenzfrequenz. Betrachten wir den niedrigsten 
Wellentyp, d.h. den Fall m = 1 in Gl. (7.25). Er ist in 
Bild 7.1 dargestellt, denn dort liegt zwischen y = 0 und 


Diese Dispersionsrelation zwischen co und k z (hier für die 
Welle mit k y b = ir) ist von ähnlicher Gestalt wie die Dis¬ 
persionsrelation für ebene Wellen, die in der Ionosphäre 
längs der z-Richtung fortschreiten: 

co 2 = cOp + c 2 k 2 . (7.27) 


Sie ähnelt auch der Dispersionsrelation für gekoppelte 
Pendel im Grenzfall langer Wellenlängen: 

u 2 =j+—k 2 . (7.28) 


Daher vermuten wir, daß die Größe c 2 7r 2 /b 2 das Quadrat 
einer unteren Grenzfrequenz darstellt. Liegt also die er¬ 
regende Kreisfrequenz co unterhalb dieser Grenzfrequenz, 
so geht die Dispersionsrelation Gl. (7.26) in 


co 2 = 


cV 


- c 2 /< 2 


(7.29) 


über. Diese Vermutung erweist sich als richtig. Für 
co < 7rc/b hat die Wellengleichung (7.21) die Lösung 


0(y, z, t) = A sin k y y cos cot e" KzZ , 

(7.30) 

wenn co, k y und k z der Beziehung 


co 2 = c 2 k y - c 2 /< z 

(7.31) 


genügen, wenn Gl. (7.25) erfüllt ist und wenn co 2 (für 
m = 1) kleiner als c 2 7r 2 /b 2 ist, so daß Gl. (7.29) mit posi¬ 
tivem k\ erfüllt ist. Beachten Sie, daß wir in Gl. (7.30) 
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einen Term mit exp (+ k z z) hätten hinzufugen können. 

Die Randbedingung, daß sich der Wellenleiter bis z = + 00 
erstreckt, fordert jedoch, daß der Koeffizient eines sol¬ 
chen Terms verschwindet. 

Der physikalische Grund für die Grenzfrequenz des 
Wellenleiters. Stellen wir uns eine feste Frequenz und 
eine veränderliche Breite b vor. Gemäß Gl. (7.26) geht 
die Dispersionsrelation bei unendlichem b in jene für 
elektromagnetische ebene Wellen im Vakuum über, die 
sich längs der z-Richtung ausbreiten. Für die Wellen ist es 
so, als befänden sie sich in einer Parallelplattenleitung. Bei 
endlichem b verschwindet k y , das ja gleich n/b ist, nicht. 
Nun können wir uns die Welle als Überlagerung ebener 
laufender Wellen vorstellen, was wir immer — selbst bei 
einer reinen stehenden Welle — tun dürfen. Dann sehen 
wir, daß der Übergang von unendlichem zu endlichem b 
die Welle verändert: Aus einer reinen laufenden Welle, 
die längs z fortschreitet, wird eine Überlagerung mit einer 
nicht verschwindenden y-Komponente des Wellenvektors. 
Zur Erzeugung einer stehenden Welle längs y müssen tat¬ 
sächlich laufende Wellen vorhanden sein, die gleichzeitig 
in der positiven und in der negativen y-Richtung fort¬ 
schreiten. Die positiven und negativen y-Komponenten 
von k sind zur Erfüllung der Randbedingungen notwendig, 
die sich durch das Einsetzen der leitenden Seitenplatten 
ergeben. Der Betrag von k wird immer durch die Disper¬ 
sionsrelation für Vakuum bestimmt: 

k 2 =^ = k!+k£. (7.32) 

c 

Läßt man also die y-Komponente von k von Null auf 
einen endlichen Wert anwadisen, so wird die z-Kompo- 
nente notwendigerweise kleiner. Nimmt b ab, so wächst 
die y-Komponente an, und die z-Komponente wird klei¬ 
ner. Bei festem b kann man sich die Welle als Überlage¬ 
rung laufender Wellen vorstellen, die im Wellenleiter zick¬ 
zackförmig fortschreiten und sich so überlagern, daß die 
Randbedingungen an den Seitenplatten erfüllt sind. 

Physikalisch können wir dies so ausdrücken: Die Ströme, 
die von einer einfallenden ebenen „zick“-Welle in der 
betreffenden Seitenplatte hervorgerufen werden, erzeu¬ 
gen eine spiegelförmig reflektierte „zack“-Welle, die in 
der entgegengesetzten Richtung fortschreitet. Mit Hilfe 
dieser Vorstellung sehen wir, daß die z-Komponente 
von k bei hinreichend kleinem b verschwindet. Dann wird 
die Welle zwischen den Seitenplatten hin- und hergewor¬ 
fen und breitet sich nicht längs des Wellenleiters aus. 
Demzufolge muß die „Grenzperiode“ Tq. jene Zeit sein, 
die eine ebene Welle benötigt, um mit der Vakuumlicht¬ 
geschwindigkeit c von einer Seite des Wellenleiters zur 
anderen und wieder zurück zu laufen: 



Dann gilt 

_ 27T _ 27T _ C7T 

w Gr - 2vv Gt - TGr - 2h/c - b • 


(7.33) 


Durch Vergleich der Gin. (7.33) und (7.26) sehen wir, daß 
Gl. (7.33) tatsächlich die Grenzfrequenz liefert. 

Liegt die Frequenz unterhalb der Grenzfrequenz, so 
nimmt die Wellenamplitude mit zunehmendem z expo¬ 
nentiell ab, obwohl sich die Wellen im Vakuum befinden. 
Der physikalische Grund für die Abnahme des elektrischen 
Feldes ist der: Sind die leitenden Seitenplatten eingesetzt, 
so können sich die auf Deck- und Grundplatte befind¬ 
lichen Ladungen durch sie verlagern und ausgleichen. Bei 
z = 0 liefert die erregende Spannungsquelle neue Ladun¬ 
gen nach und hält so das elektrische Feld aufrecht. 

Weiter in der Ausbreitungsrichtung ist der Einfluß der 
erregenden Spannung geringer; ist die Frequenz zu nie¬ 
drig, finden die Ladungen Zeit, sich auszugleichen. 


Zickzackförmige laufende Wellen. Der in Gl. (7.23) 
angegebene Mischtyp aus stehender und laufender Welle 
ist einer Überlagerung laufender ebener Wellen äquivalent, 
die im Wellenleiter zickzackförmig fortschreiten. Rech¬ 
nerisch sehen Sie das, wenn Sie (Übung 1) die Identität 

\jj = A sin k y y cos (k z z — cot) 

= \ A sin (k x • r - cot) - \ A sin (k 2 * r - cot) (7.34) 
nachweisen, wobei 

k x = zk z + yk y , k 2 = zk z - yk y . 

Die Zickzackform kommt daher, daß k x und k 2 gegenüber 
den y-Komponenten entgegengesetzte Vorzeichen haben. 


Phasengeschwindigkeit, Gruppengeschwindigkeit und c. 
Mit Hilfe der Vorstellung von den zickzackförmigen lau¬ 
fenden Wellen kann man die Beziehung zwischen Phasen- 
und Gruppengeschwindigkeit sehr leicht einsehen. Betrach¬ 
ten Sie etwa eine der beiden laufenden Wellen, die sich 
gemäß Gl. (7.34) überlagern (Bild 7.2). Greifen Sie einen 
kleinen Ausschnitt einer Wellenfront (einen „Strahl“, wie 
er abstrahierend in der Optik genannt wird) heraus. Dieser 
Strahl schreitet im Wellenleiter diagonal fort und legt in 
der Zeit t die Strecke ct zurück, wie es am Beispiel des 
„kx -Strahls“ in Bild 7.2 gezeigt ist. Wir interessieren uns 
für die Phasengeschwindigkeit und für die Gruppen¬ 
geschwindigkeit in der z-Richtung. Wir wissen, daß nur 
in dieser Richtung eine laufende Welle auftritt. Die lau¬ 
fende Welle mit k 2 hebt zwar die y-Komponente der ge¬ 
zeigten laufenden Welle mit k x auf, sie hat jedoch die¬ 
selbe z-Komponente. Während der Strahl eine Strecke ct 
zurücklegt, schreitet der Schnittpunkt zwischen der 
Wellenfront und irgendeiner Geraden mit konstantem y 
(z.B. y = b) um jene Strecke fort, die im Bild mit v^t 
bezeichnet ist. Diese liefert uns die Phasengeschwindig¬ 
keit in der z-Richtung, also jene Geschwindigkeit, mit der 
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Büd 7.2 

Eine der zick-zack-förmigen Wellen in 
einem Wellenleiter 


sich ein Wellenberg in der z-Richtung fortbewegt. Beach¬ 
ten Sie, daß die Phasengeschwindigkeit Unendlich wird, 
wenn der in Bild 7.2 auftretende Winkel 0 zu einem rech¬ 
ten Winkel wird. Aus dem Bild ersehen wir, daß allgemein 
die Beziehung 


__ c 
W{p cos 0 


(7.35) 


gilt. 

Die Gruppengeschwindigkeit ist jene Geschwindigkeit, 
mit der die Energie in der z-Richtung fortschreitet. Wenn 
wir die Welle „abschneiden“, so breitet sich ein Wellen¬ 
paket mit der Gruppengeschwindigkeit aus. Der Strahl 
mit k x trägt ein Wellenpaket mit der Geschwindigkeit c 
durch den Wellenleiter. Das Wellenpaket mit k 2 löscht 
die y-Komponente des Wellenpakets mit kj aus. Sowohl 
das Wellenpaket mit k x als auch jenes mit k 2 legen wäh¬ 
rend der Zeit t in der z-Richtung die Strecke v g t zurück 
(Bild 7.2). Wir sehen, daß die Beziehung 

v g =ccos0 (7.36) 

gilt. Nun könnten wir mit Hilfe der Dispersionsrelation 
überprüfen, ob die durch die Gin. (7.35) und (7.36) ange¬ 
gebenen Formeln für bzw. v g richtig sind. Wir wollen 
jedoch das Problem umgekehrt anfassen und mit Hilfe der 
vorgegebenen Gin. (7.35) und (7.36) die Dispersions¬ 
relation herleiten: 


_ co _ c 
V</? k z cos 0 


dco 

V a = ~~7\ = C COS 0. 

g dk z 
Dann ist 


co dco 2 
V * Vg ~ k z dk z ” C 5 


(7.37) 


d.h., 

d(co 2 ) = 2 
d(k z ) C ’ 
also 

d(co 2 ) = c 2 d(k 2 ). 

Die Integration liefert 

co 2 = c 2 k 2 + const. (7.38) 


Die Konstante läßt sich folgendermaßen bestimmen: Man 
setzt k z = 0, so daß co = co Gr , und fordert, daß die Zeit 
T Gr für einen Hin- und Hergang gleich 2b/c sei. Auf diese 
Weise ergibt sich die Dispersionsrelation Gl. (7.26). Die 
höheren Wellen erhält man, indem man als Grenzfrequenz 
ein ganzzahliges Vielfaches der niedrigsten möglichen 
Grenzfrequenz nimmt. Dies liefert den allgemeineren Fall 
(Gin. (7.24) und (7.25)) 


co 


c 2 7r 2 m 2 


(7.39) 


• Beispiel: 2. Reflexion und Durchgang des Lichts beim 
Übergang von Glas in Luft. Wir bringen nun ein weiteres 
Beispiel für eine zweidimensionale Welle. Der Halbraum von 
z = oo bis zur Ebene z = 0 sei mit Glas angefüllt, im 
Halbraum von z = 0 bis z = + 00 herrsche hingegen Vaku¬ 
um. Sie werden vielleicht denken, daß sich das Vakuum 
wie im Falle ebener Wellen immer als dispersionsfreies 
Medium verhält. Erinnern Sie sich jedoch an den „recht¬ 
eckigen“ Wellenleiter. Dort sahen wir: Handelt es sich 
um ebene Wellen, wenn sich also E x sowohl in der y-Rich- 
tung als auch in der Ausbreitungsrichtung z ändert, so 
wird der Wellenleiter unter gewissen Bedingungen reaktiv 
— nämlich bei zu geringer Breite oder, anders ausgedrückt, 
bei zu niedriger Frequenz. Und im Wellenleiter herrscht 
doch nur Vakuum! Ähnliche Verhältnisse treten beim 
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Bild 7.3. Umkehrprisma zur Ablenkung des Lichts um 180° 
ohne Verlust an Intensität 



Bild 7.4. Reflexion und Durchgang des aus dem Glas ins 
Vakuum einfallenden Strahls 


Übergang des Lichts von Glas in Luft auf, wenn der Ein¬ 
fallswinkel zu groß wird, wenn also das Licht dem strei¬ 
fenden Einfall zu nahe kommt. Diese Tatsache ist bei der 
Konstruktion vieler optischer Instrumente von großer 
praktischer Bedeutung: Bei solchen Instrumenten erreicht 
man mit Hilfe dieser inneren Totalreflexion eine hundert¬ 
prozentige Reflexion des Lichts. Ein Beispiel dafür zeigt 
BÜd 7.3. 

Für Lichtwellen gilt in jedem der beiden Medien 
- Glas und Vakuum - die Wellengleichung. (Wir betrach¬ 
ten nur eine einzige Kreisfrequenz co.) Die Grenzfläche 
zwischen Glas und Vakuum liege bei z = 0. Die z-Kompo- 
nente des Wellenvektors ki der einfallenden Welle sei k lz , 
die y-Komponente k ly , und die zugehörigen Einheits¬ 
vektoren seien z bzw. y. Das Problem ist also zweidimen¬ 
sional, ähnlich wie bei der TE-Eigenwelle im Wellenleiter. 
Die geometrischen Verhältnisse finden Sie in Bild 7.4 
dargestellt. 

Im Glas ist der Betrag ki des Wellenvektors kj gleich 
dem Produkt aus dem Brechungsindex n und dem Betrag 
co/c des Wellenvektors im Vakuum. Der Betrag k 2 von k 2 
ist gleich co/c: 



Somit lautet die Dispersionsrelation im Medium 2, dem 
rechts von z = 0 liegenden Vakuum, 

^=k 2 =k 2 2y +k 2 2z . (7.41) 

c 

Als nächstes fordern wir, daß k 2y gleich k ly sei. Die 
Größe ki y ist nämlich gleich 2n mal der Anzahl der Wel¬ 
lenberge pro Längeneinheit längs y im Medium 1. Analog 


ist k 2y gleich 2ir mal der Anzahl der Wellenberge pro 
Längeneinheit längs y im Medium 2. Wenn Sie nun bei 
z = 0 in der y-Richtung fortschreiten, so muß die Anzahl 
der Wellenberge, die Sie passieren, zu beiden Seiten der 
Grenzfläche dieselbe sein. Sie können also beim Übergang 
vom Glas ins Vakuum keine Wellenberge pro Längen¬ 
einheit längs y „verlieren“. Also gilt 

k 2y = k ly 
= ki sin 9 1 

= n ^ sin 0 1 . (7.42) 


Der zweite Teil dieser Gleichung ist auf Grund von Bild 7.4 
evident, und beim dritten haben wir Gl. (7.40) verwendet. 
Setzt man Gl. (7.42) in Gl. (7.41) ein, so erhält man 




n 2 üj 1 


sin 2 9 1 + k 2z . 


(7.43) 


Es folgt also die Dispersionsrelation 

k 2 2z = ^(l-n 2 sin 2 0,)- (7.44)« 


Grenzwinkel der inneren Totalreflexion. Mit zunehmen¬ 
dem Einfallswinkel 9 x wird die z-Komponente des Wellen¬ 
vektors k 2 immer kleiner. Schließlich erreichen wir einen 
Einfallswinkel, bei dem k 2z verschwindet. (Dabei nehmen 
wir n größer als Eins an, wie es bei sichtbarem Licht in 
Glas oder Wasser der Fall ist.) Dann sprechen wir vom 
Grenzwinkel der inneren Totalreflexion , vom Grenzwinkel 
der Totalreflexion oder einfach vom Grenzwinkel, den wir 
mit 9 Gr bezeichnen. Gemäß Gl. (7.44) gilt für den Grenz¬ 
winkel die Beziehung 


nsin0 Gr = 1. 


(7.45) 
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Für Glas vom Brechungsindex n = 1,52 liefert diese Glei¬ 
chung 0 Gr = 41,2°. Fällt das Licht unter diesem Winkel 
ein, so verläuft der ins Vakuum austretende Strahl parallel 
zur Grenzfläche. 

Das Snelliussche Brechungsgesetz. Liegt der Winkel 0 x 
zwischen Null und 0Gr> s ° wird der Lichtstrahl teilweise 
reflektiert und teilweise ins Vakuum gebrochen. Dann 
gibt es einen solchen Winkel, wie er in Bild 7.4 dargestellt 
ist, und die Beziehung k 2y = k ly ist dem Snelliusschen 
Brechungsgesetz , das in Abschnitt 4.3 auf anderem Wege 
hergeleitet wurde, äquivalent: 

k 2y = k 2 sin 6 2 = n 2 —■ sin0 2 , 

k ly = ki sin^i = ni ^-sin0!. 


Folglich liefert die Beziehung k 2y = k ly 
n r sin#! = n 2 sin0 2 . 


(7.46) 


Innere Totalreflexion. Ist der Einfallswinkel größer als 
der Grenzwinkel, so erhält man die Dispersionsrelation 
aus Gl. (7.44), indem man k^ z durch — k\ z = —k 2 ersetzt: 

k 2 = ^-[n 2 sin 2 0, - 1], (7.47) 

wobei 

nsin0j > 1. 

Dann beschreibt die Wellenfunktion, die für das elektrische 
oder für das magnetische Feld stehen kann, im Medium 2, 
dem Vakuum, in der y-Richtung eine laufende, in der 
z-Richtung jedoch eine exponentielle Welle: 

\//(y,z, t) = A cos (cot - k y y)e" KZ . (7.48) 


Dabei wird k durch Gl. (7.47) angegeben, und k y ist gleich 
ki sin 0 1 = n(co/c)sin 0 1 . Der zeitliche Mittelwert der 
Energiedichte ist dem zeitlichen Mittelwert von i//(y, z, t) 
proportional: 

Energiedichte <xe~ 2KZ . (7.49) 


Betrachten Sie als Anwendung der Gl. (7.47) das in Büd 7.3 
gezeigte Umkehrprisma. Das Licht trifft von innen unter 
dem Einfallswinkel 0 1 = 45° auf die Glas-Luft-Grenzfläche 
auf. Dieser Winkel ist größer als der Grenzwinkel 0Gr> der 
bei Glas vom Brechungsindex n = 1,52 den Wert 41,2° hat. 
Folglich wird der Lichtstrahl totalreflektiert. Die Schwä¬ 
chungslänge, die bei der exponentiellen Schwächung der 
ins Vakuum eindringenden Strahlung auftritt, beträgt für 
0! = 45° 


5 - " -1 - — c ^2 


k = — [n 2 sin 2 0! -1] 
co L 1 J 

(1 n-l/2 


- 1/2 


27r 


(1>52) 2 


- 1 


= 0,4 X. 


Somit sind die Felder in einer Tiefe von einigen Wellen¬ 
längen innerhalb des „verbotenen“ Bereichs, des Vaku¬ 
ums, vemachlässigbar. 

Sie können die Totalreflexion gut beobachten, wenn 
Sie mit einer Taucherbrille schwimmen, so daß Sie auch 
unter Wasser ohne Schwierigkeiten sehen. Bringen Sie 
Ihre Augen einige Zentimeter unter die Wasseroberfläche 
und blicken Sie nach vorn auf deren „Unterseite“. Diese 
erscheint „glänzend“, ähnlich flüssigem Quecksilber. Der 
Grund liegt darin, daß der Winkel Ihrer Blickrichtung 
größer als der Grenzwinkel ist. In diesem Falle verhält 
sich die Wasseroberfläche für das Licht, das in Ihre Augen 
einfällt, wie ein idealer Spiegel. 

Man kann die Totalreflexion bequemer beobachten, 
indem man die Unterseite der Wasseroberfläche durch 
eine senkrechte Seitenwand eines durchsichtigen Glas¬ 
oder Plastikbehälters betrachtet. 

Durchtritt von Licht durch eine „verbotene Zone“. 
Erstreckt sich das Vakuum nicht bis ins Unendliche, son¬ 
dern wird es durch eine zweite Glasschicht begrenzt, so 
müssen wir in Gl. (7.48) einen weiteren Term mit einer 
Exponentialfunktion exp(+Kz) positiven Arguments 
hinzufügen. Dann liegt ein typisches Problem der Durch¬ 
dringung einer „verbotenen Zone“ vor. 

Ein schönes und geniales Experiment, mit dem sich die 
exponentielle Schwächung der Energiedichte verifizieren 
läßt, wurde vonD. D. Coon ausgeführt. 1 ) Obwohl dieses 
Experiment quantentheoretischer Natur ist, läßt sich mit 
ihm die oben erwähnte Aussage der klassischen Optik 
verifizieren. Dabei handelt es sich um eine jener vielen 
Aussagen der klassischen Optik, die in der Quantentheorie 
gültig bleiben. (Klassische Optik haben wir immer dann 
getrieben, wenn wir uns mit solchen Wellenlängen befaß¬ 
ten, bei denen von „Licht“ und nicht z.B. von „Mikro¬ 
wellen“ die Rede war.) 

Coon stellte zwei Prismen mit variablem Luftzwischen¬ 
raum auf und schickte Licht der grünen Quecksilberlinie 
durch eines der Prismen in den Zwischenraum, wobei der 
Einfallswinkel größer als der Grenzwinkel war. Die Licht¬ 
energie, die durch den Zwischenraum in das zweite Pris¬ 
ma hineingelassen wird, ist der Energiedichte an der Ober¬ 
fläche des zweiten Prismas proportional. Nun lehrt uns 
die Quantentheorie, daß Licht der Kreisfrequenz co nur in 
unteilbaren Quanten, sogenannten „Photonen“, auftritt, 
von denen jedes genau die Energie hco besitzt. Daher ist 
die Energiedichte bei vorgegebenem co der Photonenzahl 
proportional. Coon maß die Energiedichte, indem er die 
Anzahl der durchgelassenen Photonen als Funktion des 
Prismenabstandes bestimmte. Dabei verifizierte er die 
durch Gl. (7.49) vorausgesagte exponentielle Abhängigkeit. 

J ) D. D. Coon, Am. J. Phys. 34, 240 (1966). 
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Sein Experiment war das erste, mit dem man diese Tat¬ 
sache für Wellenlängen unter 1 cm nachwies, und das erste, 
mit dem man sie für irgendeine Wellenlänge durch Nach¬ 
weis einzelner Photonen verifizierte. 

Die Durchdringung einer verbotenen Zone sowie die 
Feldschwächung, die mit zunehmender Entfernung vom 
Glas in dem „verbotenen“ Vakuum- oder Luftbereich 
auftritt, lassen sich mit Hilfe eines Glasprismas oder 
-Würfels leicht qualitativ demonstrieren. Blicken Sie auf 
eine Stelle der Oberfläche, wo in Ihrer Blickrichtung Total¬ 
reflexion zu beobachten ist, und berühren Sie diese Stelle 
von der anderen Seite der Oberfläche leicht mit Ihrem 
Finger. Dieser ist unsichtbar, denn er liegt in dem „ver¬ 
botenen Bereich“. Drücken Sie nun den Finger fest gegen 
die Oberfläche, so werden Sie Ihren „Fingerabdruck“ 
sehen. Die erhabenen Rücken der wirbelförmigen Finger¬ 
linien kommen mit der vorher totalreflektierenden Glas¬ 
oberfläche in engen Kontakt und unterbinden so die Total¬ 
reflexion. Die zugehörigen Rillen kommen mit dem Glas 
nicht ganz in Berührung und behindern die Totalreflexion 
nicht. Sie sehen aus wie silbrige wirbelförmige Linien, die 
die Rücken voneinander trennen. Die Tiefe der Rillen muß 
einige Wellenlängen und somit ein Mehrfaches der Ein¬ 
dringtiefe 5 = k _1 betragen. Wäre sie geringer als 5, so 
würden die Felder den „Potentialwall“ zwischen Glas 
und Haut weitgehend durchdringen und mit der Haut in 
Wechselwirkung treten und damit die Totalreflexion 
stören. 

Zur Demonstration der Durchdringung des Potential¬ 
walles kann man statt des Glasprismas oder -Würfels einen 
rechteckigen durchsichtigen Behälter verwenden, der mit 
Wasser gefüllt ist. 

7.3. Wasserwellen 

Wasserwellen lassen sich leicht beobachten. Von Kind¬ 
heit an haben Sie sie in der Badewanne, in Seen und im 
Meer gesehen. Zweifellos bedeutete es für Sie einen großen 
ästhetischen Genuß, die Wellen in all ihrer Schönheit und 
Vielfalt zu beobachten. Jetzt wollen wir auch den intellek¬ 
tuellen Genuß auskosten, sie zu verstehen. Dieses Ver¬ 
ständnis erfordert aber Einfachheit, weshalb wir einige 
Eigenschaften des realen Wassers vernachlässigen, z.B. die 
Viskosität oder innere Reibung. (Professor Richard P. 
Feynman bezeichnete ein solches idealisiertes Wasser 
treffend als „trockenes Wasser“.) Ferner beschränken wir 
uns auf „zahme“ Wellen kleiner Amplitude - Brecher 
interessieren uns nicht! 

Trotz unserer Vereinfachungen werden wir die geome¬ 
trische Struktur und die Dispersionsrelation co(k) solcher 
„zahmer“ Wellen herausfinden. Sie können alle Ergebnisse 
in einfachen Heimversuchen nachprüfen, bei denen eine 


Schuhschachtel oder ein Aquariumbehälter Verwendung 
findet (siehe Übung 11). 

Im Gleichgewicht gibt es keine Wellen; die Oberfläche 
einer Wassermasse ist eben und waagerecht. Bei einer Welle 
wirken zwei rücktreibende Kräfte auf die Ebnung der 
Wellenberge hin: die Schwerkraft und die Oberflächen¬ 
spannung. 

Da Wasser stark inkompressibel ist, muß das in einem 
Wellenberg befindliche überschüssige Wasser aus den be¬ 
nachbarten Wellentälern einströmen. Daher führen ein¬ 
zelne Wasserteilchen in einer Wasserwelle eine Mischung 
aus longitudinaler und transversaler Bewegung aus. Die 
longitudinale Bewegung erfolgt in der Ausbreitungsrich¬ 
tung der Welle, bei der transversalen Bewegung gehen die 
Teilchen auf und ab. 

Ist bei Gleichgewicht die Tiefe des Wassers klein gegen¬ 
über der Wellenlänge — wir sprechen von harmonischen 
Wellen -, so werden die Wellen als Seichtwasserwellen 
bzw. Flutwellen bezeichnet. Es zeigt sich, daß die Aus¬ 
breitungsgeschwindigkeit dieser Wellen nicht von der 
Wellenlänge, sondern nur von der Tiefe abhängt. 

Ist die Wellenlänge klein gegenüber der Gleichgewichts¬ 
tiefe des Wassers, so spricht man von Tiefwasserwellen. 

In einer laufenden harmonischen Tiefwasserwelle bewegen 
sich die einzelnen Wasserteilchen im Mittel nicht fort: 

Sie beschreiben Kreisbahnen. Z.B. führt ein schwimmen¬ 
der Korken oder ein an der Oberfläche liegendes Wasser¬ 
teilchen eine Kreisbewegung aus, bei der der Radius gleich 
der Amplitude der harmonischen Welle und die Periode 
gleich jener der Welle ist. In einem Wellental hat der Kor¬ 
ken seine maximale Rückwärtsgeschwindigkeit, auf einem 
Wellenberg hingegen eine ebenso große Vorwärtsgeschwin¬ 
digkeit (bezogen auf die Ausbreitungsrichtung der Welle). 
Wasserteilchen unter der Oberfläche bewegen sich in klei¬ 
neren Kreisen. Die zugehörigen Radien nehmen mit zu¬ 
nehmender Tiefe exponentiell ab und sind einige Wellen¬ 
längen unterhalb der Oberfläche vernachlässigbar klein. 

Gerade Wellen. Wir wollen Wasserwellen einer einzigen 
Wellenlänge betrachten, wobei die Wellenberge und Wellen¬ 
täler lang, gerade und parallel seien. Solche Wellen be¬ 
zeichnet man dis gerade Wellen. Sie stellen das zweidimen¬ 
sionale Analogon zu den dreidimensionalen ebenen Wellen 
dar. 

Nehmen Sie an, wir hätten einen unendlich großen See 
der Gleichgewichtstiefe h. Sind keine Wellen vorhanden, 
so bildet die Wasseroberfläche eine Ebene, die wir als die 
Ebene y = 0 bezeichnen. Die positive y-Richtung weise 
senkrecht nach oben. Wir nehmen den Wellenvektor in 
der waagerechten Richtung x an. Folglich verlaufen die 
Wellenberge und Wellentäler längs Linien, die senkrecht 
auf x stehen. 
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Die Gleichgewichtslage eines bestimmten Wasserteil¬ 
chens werde durch x und y bezeichnet. Wo immer sich das 
Teilchen im Verlaufe einer Wellenbewegung auch befin¬ 
den mag, seine Gleichgewichtskoordinaten sind ein für 
allemal x,y. Die Gleichgewichtskoordinaten markieren 
also ein bestimmtes Teilchen, sagen aber nichts darüber 
aus, wo sich dieses beim Vorhandensein einer Welle gerade 
befindet. Die Variable x durchläuft alle Werte von x = - 00 
bis +°°, die Variable y aller Werte von y = — h (am See¬ 
grund) bis y = 0 (an der Seeoberfläche). 

Bei einer Welle vollfuhrt ein bestimmtes Teilchen eine 
Kombination aus auf- und abgehender Bewegung in der 
y-Richtung sowie vor- und zurückgehender Bewegung in 
der x-Richtung. Der augenblickliche Verschiebungsvektor, 
um den das Wasserteilchen aus seiner Gleichgewichtslage 
x,y ausgelenkt ist, sei ^(x,y,t). In einer geraden Wasser¬ 
welle hat dieser Verschiebungsvektor nur eine x- und eine 
y-Komponente: 

lK x ,y,t) = x\p x (x,y,t) + y\p Y (x,y,t). (7.50) 

Die augenblickliche Geschwindigkeit v des Wasserteilchens 
mit den Gleichgewichtskoordinaten x,y ist gleich der par¬ 
tiellen Ableitung von nach t: 


v(x,y,t) 


3>Kx,y,t) > c >^ x 3 . d^y 
dt dt y dt ' 


(7.51) 


Eigenschaften des idealen Wassers. In den folgenden 
Absätzen untersuchen wir einige Eigenschaften des idea¬ 
len Wassers. 

1. Erhaltung der Masse. Beim Studium elektrischer 
Ströme (Band 2, Abschnitt 4.2) erfahren Sie, daß die Er¬ 
haltung der elektrischen Ladung durch die Kontinuitäts¬ 
gleichung ausgedrückt wird: 

V-(pv) = -1^. (7.52) 

Gl. (7.52) sagt nichts anderes aus als das: Die Ladungs¬ 
dichte p in einem infinitesimalen Volumenelement ändert 
sich deshalb, weil durch die Oberfläche dieses Volumen¬ 
elements ein Strom pv austritt. Im jetzigen Zusammen¬ 
hang soll p jedoch die Massendichte des Wassers bedeuten. 
Dann beschreibt Gl. (7.52) die Erhaltung der Masse. Nun 
ist Wasser in guter Näherung inkompressibel. Daher ist 
die Massendichte p eine Konstante, also unabhängig von 
Zeit und Ort; folglich verschwindet die rechte Seite von 
Gl. (7.52). Auch dürfen wir dann auf der linken Seite von 
Gl. (7.52) p herausheben und weglassen. Um v auszu¬ 
drücken, verwenden wir Gl. (7.51): 

dp 

0 = - — = V * (pv) = pV ■ v, 
d.h., 


somit 

V • ^ = const. 


(7.53) 


2. Blasenfreiheit. Die in Gl. (7.53) auftretende Kon¬ 
stante muß verschwinden. Sonst wäre nämlich nach dem 
Gaußschen Satz das über die Oberfläche einer kleinen Ku¬ 
gel genommene Oberflächenintegral von ^ ungleich Null, 
was nur bedeuten könnte, daß Blasen auftreten. Wir wol¬ 
len jedoch annehmen, dies sei nicht der Fall. Für Wasser, 
in dem die Masse erhalten bleibt, das inkompressibel ist 
und in dem keine Blasen auftreten, haben wir somit 
folgende Beziehung gefunden: 


„ , = d'/'xfr.y.t) | 9^ y (x,y,t) ^ 
^ 3x 3y 


(7.54) 


3. Wirbelfreiheit. In einem Wirbel ist das Linienintegral 
der Geschwindigkeit längs eines kreisförmigen Integra¬ 
tionsweges, der den Wirbel umschließt, ungleich Null. 
Wären in infinitesimalen Bereichen kleine Wirbel vorhan¬ 
den, so würde die Rotation von v auf Grund des Stokes- 
schen Satzes nicht verschwinden. (Eine zusammenfassende 
Darstellung über die Bedeutung der Rotation eines Vek¬ 
tors finden Sie in Band 2, Abschnitte 2.15 bis 2.18.) Wir 
nehmen Wirbelfreiheit an, also 

d\J/ 

0 = VXv = VX -£ 
öt 

d.h„ 

V x *=z(|^ y --^ X )= 0 . (7.55) 

Stehende Wasserwellen. Wir wollen möglichst einfach 
die Form der Wasserwellen ermitteln, ohne viel rechnen 
zu müssen. Sie sollten sich einen rechteckigen Aquarium¬ 
behälter oder irgendeinen anderen rechteckigen Behälter 
beschaffen. Eine gewöhnliche Kartonschachtel eignet sich 
recht gut, wenn man sie mit einem entsprechend großen 
Plastiksack auskleidet. Sonst läßt sich eine Kartonschach¬ 
tel nur etwa zehn Minuten lang verwenden, bevor sie sich 
auflöst. Ist sie innen mit einem wasserunlöslichem Lack 
angestrichen, so hält sie beliebig lange. Füllen Sie nun 
einen solchen Behälter etwa 15.. .20 cm hoch mit Wasser, 
bewegen Sie ihn in der x-Richtung leicht hin und her und 
versuchen Sie, sinusförmig aussehende Eigenschwingungen 
zu finden. Sie werden feststellen, daß die niedrigste Eigen¬ 
schwingung (die Grundschwingung) etwa wie in Bild 7.5 
aussieht. 

Wenn Sie etwas Kaffeesatz ins Wasser mischen, so kön¬ 
nen Sie die Wasserbewegung beobachten. Sie werden be¬ 
merken, daß sich der gesamte Kaffeesatz immer zum sel¬ 
ben Zeitpunkt in Ruhe befindet und daß seine x- und 
seine y-Auslenkung immer zum selben Zeitpunkt ver- 
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Bild 7.5 

Niedrigste sinusförmige Eigenschwingung 
in einem rechteckigen Aquariumbehälter 



schwinden. Gerade dies erwarten wir ja von einer Eigen¬ 
schwingung, d.h. von einer stehenden Welle: Alle beweg¬ 
ten Teile („Freiheitsgrade“) schwingen in Phase. Daher 
dürfen wir annehmen, daß sowohl \p x als auch i// y bei hin¬ 
reichend kleinen Amplituden harmonische Schwingungen 
mit einer gemeinsamen Phasenkonstanten ausführen, daß 
also der zeitliche Verlauf durch den gemeinsamen Faktor 
cos cot beschrieben wird. 

Wir nehmen ferner an, daß die senkrechte Auslenkung 
\jj y bezüglich der x-Richtung eine sinusförmige Welle dar¬ 
stellt. Hat die Eigenschwingung die in Büd 7.5 dargestellte 
Form, so weist i// y bei x = 0 einen Knoten auf. Daher tritt 
der Faktor sinkx, nicht coskx, auf. Wir können also 
schreiben 

i// y (x,y,t) = cos cot sinkxf(y), (7.56) 

wobei f(y) eine noch unbekannte Funktion von y ist. 

Randbedingungen an den Wänden. Wie hängt \p x von x 
ab? An den Enden eines Behälters kann sich ein Wasser- 
teüchen nur auf und ab bewegen und die Wand nicht ver¬ 
lassen. Daher treten an den Wänden gleichzeitig die Maxi- 
ma von \jj y und die Knoten von \p x auf. Folglich benötigen 
wir für i// x den Faktor coskx, wo wir für i// y sinkx hatten: 

i// x (x,y,t) = coscotcoskxg(y). (7.57) 

Dabei ist g(y) eine noch unbekannte Funktion von y. 

Zusammenhang zwischen der waagerechten und der 
senkrechten Bewegung. Nun wollen wir die Tatsache ver¬ 
wenden, daß sowohl die Divergenz als auch die Rotation 
von verschwindet. Es läßt sich leicht zeigen, daß die 
Gin. (7.56) und (7.57) in diesem Fall die Beziehungen 
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liefern. Wir können g(y) aus den Gin. (7.58) und (7.59) 
eliminieren, indem wir Gl. (7.58) nach y differenzieren 
und dann zur Elimination von dg/dy die Gl. (7.59) ver¬ 
wenden. Es folgt 

d 2f . 

^=k 2 f. (7.60) 

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung lautet 

f(y) = Ae ky + Be -ky . (7.61) 

Somit ergibt sich für g(y) in Gl. (7.58) 

g(y) = Ae ky — Be~ ky . (7.62) 

Randbedingung am Grund. Schließlich führen wir 
noch die Randbedingung ein, daß die Wasserteüchen den 
Grund des „Sees“ nicht verlassen können und daher dort 
keine senkrechte Bewegung ausführen. Die Randbedin¬ 
gung i// y = 0 bei y = - h ist die Beziehung f(y) = 0 bei 
y = - h äquivalent. Somit liefert Gl.(7.61) B = - Ae“ 2kh . 

Unser Endergebnis für eine stehende sinusförmige 
Wasserwelle in einem See der Gleichgewichtstiefe h lautet 
also 

i// y = A cos cot sin kx(e ky - e~ 2kh e _ky ), (7.63) 

i// x = Acoscotcoskx(e ky + e~ 2kh e _ky ). (7.64) 

Die Gin. (7.63) und (7.64) beschreiben die augenblickliche 
Auslenkung eines Wasserteüchens mit den Gleichgewichts- 
koordinaten x,y. Mit Hilfe dieser Gleichungen können Sie 
leicht zeigen, daß ein bestimmtes Wasser- oder Kaffeesatz¬ 
teilchen in einer stehenden Wasserwelle eine harmonische 
Schwingung längs einer Geraden in der xy-Ebene ausführt. 
Diese Bewegung können Sie auch am Kaffeesatz in Ihrem 
Behälter beobachten. 

Tiefwasserwellen. Ist die Tiefe h gegenüber der Wellen¬ 
länge sehr groß, so ist der Faktor e" 2kh praktisch gleich 
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Null, und wir können den jeweils zweiten Term in den 
von y abhängigen Funktionen f(y) und g(y) vernachlässi¬ 
gen. In diesem Falle werden die Gin. (7.63) und (7.64) zu 

\jj y = A cos cot sin kx e ky , (7.65) 

i// x = A cos cot cos kx e ky . (7.66) 

Wir sehen, daß die Wellen in der x-Richtung sinusförmig, 
in der y-Richtung hingegen exponentiell sind. Die Schwä¬ 
chungslänge 5 für die Amplitude ist gleich 1/k = X/27T. 

Die Größe X/27T, die reduzierte Wellenlänge , hat das Sym¬ 
bol X („Lambda quer“). Somit gilt für Tiefwasserwellen 

f (y) = e ky = e" klyl = e" ,y, /\ (7.67) 

Bei Tiefwasserwellen ist die Schwächungslänge der Ampli¬ 
tude gleich der reduzierten Wellenlänge. Daher ist die 
Schwingungsamplitude eines Wasserteilchens, das sich im 
Gleichgewicht eine Wellenlänge unter der Oberfläche be¬ 
findet, um den Faktor e~ 27r 1/500 kleiner als die eines 

Wasserteilchens an der Oberfläche. Die Wassertiefe muß 
also nur etwa eine Wellenlänge betragen, und schon ist 
die Wellenbewegung am Grund im wesentlichen vernach¬ 
lässigbar und die Näherung für „Tiefwasserwellen“ aus¬ 
gezeichnet erfüllt. 

Seichtwasserwellen. Von Seichtwasserwellen spricht 
man dann, wenn die Gleichgewichtstiefe h klein gegen¬ 
über der „Schwächungstiefe“ X ist. In diesem Fall erhalten 
wir den näherungsweisen Verlauf von \p x und \p y in Ab¬ 
hängigkeit von y, indem wir in der Taylorreihenentwick¬ 
lung für f(y) und g(y) jeweils nur den ersten Term bei¬ 
behalten. So läßt sich zeigen, daß die Gin. (7.63) und 
(7.64) für h ^ X folgende Form annehmen: 

\p y = 2A cos cot sin kx[k(y + h)], (7.68) 

\jj x = 2A cos cot cos kx. (7.69) 

Wir sehen, daß die waagerechte Auslenkung \jj x in einer 
Seichtwasserwelle nicht von der senkrechten Lagekoor¬ 
dinate y des betreffenden Wasserteilchens abhängt. Hin¬ 
gegen ändert sich die senkrechte Auslenkung \p y linear 
mit der Tiefe: Sie verschwindet am Grund und erreicht 
ihren Maximalwert an der Oberfläche. An dieser ist der 
Maximalwert der senkrechten Auslenkung um den Faktor 
h/X < 1 kleiner als jener der waagerechten Auslenkung. 

In unserem Modell des „idealen Wassers“ haben wir 
die Reibung des Wassers gegen den rauhen Boden vernach¬ 
lässigt. Bei Tiefwasserwellen spielt diese Vernachlässigung 
keine Rolle, bei Seichtwasserwellen ist sie jedoch von 
Bedeutung. Dies können Sie leicht sehen, wenn Sie in 
einer rechteckigen Schüssel stehende Seichtwasserwellen 
erzeugen (wie in Übung 11). Sie werden dabei bemerken, 
daß der Kaffeesatz aus den Bereichen maximaler waagerech¬ 
ter Geschwindigkeit weggeschwemmt wird und sich in 
jenen Bereichen sammelt, wo die waagerechte Geschwin¬ 
digkeit immer verschwindet, wo also die senkrechte 
Geschwindigkeit ihre Maxima aufweist. Eine weitere 


Näherung bestand in der Vernachlässigung der „inneren“ 
Reibung oder Viskosität. Wollen Sie deren Wirkung beob¬ 
achten, so führen Sie irgendeinen der Heimversuche mit 
Mineralöl statt mit Wasser durch. 


Dispersionsrelation für Schwerewellen im Wasser. Wir 
haben zwar die geometrische Struktur von Wellen in (ide¬ 
alem) Wasser kennengelemt, wissen aber noch nichts über 
die Beziehung zwischen der „Gestalt“, die durch Wellen¬ 
länge und Wassertiefe bestimmt wird, und der Frequenz. 
Der Grund liegt darin, daß wir noch nichts über die rück¬ 
treibenden Kräfte ausgesagt haben, die auf das Wasser in 
den Wellen einwirken. Erinnern Sie sich, daß die rück¬ 
treibende Kraft pro Einheitsauslenkung und pro Einheits¬ 
masse gleich co 2 ist. Das ist eine sehr allgemeine Aussage, 
die sowohl für harmonische Wasserwellen als auch für 
beliebige andere harmonische Wellen gilt. 

In Kapitel 1 haben wir beim Studium der Eigenschwin¬ 
gungen folgendes gelernt: In einer Eigenschwingung ha¬ 
ben alle bewegten Teile denselben Wert von co 2 ; daher 
können wir bei bekannter Gestalt der Eigenschwingung 
die Beziehung zwischen Eigenfrequenz und Gestalt ermit¬ 
teln, indem wir die Bewegung eines einzigen Freiheits¬ 
grades eines bewegten Teiles untersuchen. Bei unserem 
gegenwärtigen Problem wird die Gestalt der Eigenschwin¬ 
gung durch die Gin. (7.63) und (7.64) beschrieben. Daher 
brauchen wir nur ein einziges Wasserteilchen zu betrach¬ 
ten und zu untersuchen, wie es sich in der x- oder in der 
y-Richtung bewegt. Wir wollen speziell jene Bewegung 
studieren, die ein sehr nahe der Oberfläche liegendes in¬ 
finitesimales Wasservolumen in der x-Richtung ausführt. 


Ein kleines Volumenelement habe längs der Ausbrei¬ 
tungsrichtung x die kleine Abmessung Ax, längs der „un¬ 
interessanten“ z-Richtung die Abmessung l und längs der 
senkrechten y-Richtung die kleine Abmessung Ay. Sowohl 
Ax als auch Ay seien klein gegenüber der Wellenlänge. 

Die auf dieses Volumenelement in der x-Richtung aus¬ 
geübte rücktreibende Kraft ist gleich der Seitenfläche 
/ Ay mal der Druckdifferenz zwischen jenen beiden Sei¬ 
tenflächen, die im Gleichgewicht bei x bzw. x + Ax lie¬ 
gen. Diese Druckdifferenz ist gleich dem Produkt pg aus 
Massendichte und Schwerebeschleunigung mal der Diffe¬ 
renz der Wasserhöhen \jj y an den beiden Seitenflächen 
(Bild 7.6). Die Differenz von r// y ist ihrerseits gleich der 
Ableitung von \jj y nach x mal dem Gleichgewichtsabstand 
Ax zwischen den beiden Seitenflächen. Somit erhalten 
wir 


-/Ay[p(x + Ax)-p(x)] 

- /Aypg[i// y (x + Ax) - i// y (x)] 
Ö\Py 

-/AyAxpg—- 


- (Am)g 


- 3x - 


y = 


o 


(7.70) 
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Büd 7.6 

Die von der Schwerkraft erzeugte rück¬ 
treibende Kraft, die in der x-Richtung 
auf ein aus Wasser bestehendes Volumen- 
element wirkt. Das schattierte Volumen¬ 
element erfährt eine Kraft, die der Druck¬ 
differenz p(x + Ax) - p(x) proportional 
ist. Diese Druckdifferenz ist ihrerseits der 
Differenz \p y (x + Ax) - \p y (x) der Wasser¬ 
höhen proportional. 



wobei Am = pl AyAx die Masse des in dem Volumenele¬ 
ment befindlichen Wassers ist. Die durch Gl. (7.70) be¬ 
schriebene Kraft erzeugt in der x-Richtung die Beschleu¬ 
nigung 3 2 i// x /3t 2 , die gleich —co 2 ist, da es sich um 

eine harmonische Bewegung handelt. Das zweite Newton- 
sche Gesetz liefert für die Beschleunigung der Masse Am 
die Beziehung 

3 2 \p x 

F x =(Am)^. 


Daraus folgt, wenn man F x durch Gl. (7.70) ausdrückt, 


(Am)g 



L 9x J 


y = 0 


(Am)u 2 [^] y = 0 . 


(7.71) 


Verwendet man nun die durch die Gin. (7.63) und (7.64) 
angegebenen Ausdrücke für \p y und \p x , so liefert Gl. (7.71) 


co 2 =gk 


(1 — e~ 2kh ) 
(1 + e _2kh ) ' 


(7.72) 


Das ist die gewünschte Dispersionsrelation. In den interes¬ 
santen Grenzfällen der Tief- und Seichtwasser-Schwere¬ 
wellen erhält man die Dispersionsrelation und die ent¬ 
sprechenden Phasengeschwindigkeiten leicht aus Gl. (7.72). 
Sie lauten 

Tiefwasser: co 2 = gk, v (/? =VgX, (7.73) 

Seichtwasser: co 2 = gk(h/X), = Vgh. (7.74) 


Seichtwasser-Schwerewellen sind dispersionsfrei, Tiefwasser- 
Schwerewellen hingegen dispersionsbehaftet: Vierfache 
Wellenlänge bedingt doppelte Phasengeschwindigkeit. 


Kapillarwellen. Bei der Herleitung der Dispersions¬ 
relation Gl. (7.72) vernachlässigten wir den von der Ober¬ 


flächenspannung herrührenden Beitrag zur rücktreibenden 
Kraft. Für ein bestimmtes Volumenelement mit Wasser, 
das aus der Gleichgewichtslage ausgelenkt wurde, ist der 
Beitrag der Oberflächenspannung zur rücktreibenden 
Kraft gleich der Oberflächenspannungskonstanten T mal 
der Oberflächenkrümmung. Diese ist proportional k 2 , 
womit der Beitrag der Oberflächenspannung proportional 
Tk 2 ist. Der von der Schwerkraft herrührende Beitrag ist 
dem Gewicht mg und folglich dem Produkt pg propor¬ 
tional. Daher vermuten wir, daß das Verhältnis der Bei¬ 
träge zu co 2 , die von der Oberflächenspannung und von 
der Schwerkraft beigesteuert werden, dem dimensionslo¬ 
sen Quotienten Tk 2 /pg proportional ist. Diese Vermutung 
ist richtig (siehe Übung 33). 

Laufende Wasserwellen. Wir überlassen es Ihnen zu 
zeigen (Übung 31), daß laufende Wasserwellen die Form 

i// y = A cos (cot - kx) (e ky - e -2kh e" ky ), (7.75) 

i// x = A sin (cot - kx) (e ky + e" 2kh e _ky ) (7.76) 

haben. Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen können Sie 
leicht zeigen, daß ein bestimmtes Wasserteilchen in einer 
laufenden Tiefwasserwelle einen Kreis in der xy-Ebene 
beschreibt. Auf einem Wellenberg bewegt es sich nach 
vorwärts, in einem Wellental nach rückwärts. Bei beliebi¬ 
ger Wassertiefe h beschreibt das Wasserteilchen eine Ellipse, 
Diese eljiptische Bewegung ist der Kreisbewegung in einer 
laufenden Tiefwasserwelle ähnlich, nur wird der Kreis 
zwischen der Oberfläche und dem Boden des Behälters 
(bzw. des Sees oder Ozeans) „plattgedrückt“. Dies trifft 
zumindest bei vemachlässigbarer Bodenreibung zu. An¬ 
dernfalls kann sich das Wasser zwar auf den Wellenbergen 
verhältnismäßig leicht nach vorn bewegen, doch erfährt 
es in einem Wellental beim Zurückströmen Bodenreibung. 






204 


7. Zwei- und dreidimensionale Wellen 


Folglich strömt in den Wellenbergen mehr Wasser nach 
vorwärts als in den Wellentälern nach rückwärts, so daß 
ein Netto-Wasserstrom auftritt. In einem solchen Fall nei¬ 
gen die Wellen dazu, sich zu brechen. Strandbrecher trans¬ 
portieren also Wasser; beim Rückströmen kommt es zur 
„Unterströmung“. Ein Taucher mag sich in sicherer Ent¬ 
fernung von einem Felsenufer wähnen, auf das er nicht 
geworfen werden möchte. Doch kann er in Schwierig¬ 
keiten kommen - zumindest ich habe das erlebt -, wenn 
eine Welle mit besonders großer Wellenlänge auf das Ufer 
zuläuft. 


7.4. Elektromagnetische Wellen 

In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe der Maxwell- 
schen Gleichungen einige Tatsachen beweisen, die wir 
schon aus unserer Untersuchung von Parallelplattenleitun¬ 
gen kennen. Auf diese Weise werden wir nicht nur „unsere 
Grundlagen festigen“, sondern auch die Vorarbeit für ein 
besseres Verständnis der elektromagnetischen Wellen im 
dreidimensionalen Raum leisten. 


gilt. Ersetzen wir in Gl. (7.78) C durch E und verwenden 
wir die Beziehung V • E = 0 (Gl. (7.77c)), so erhalten wir 
aus Gl. (Ule) 


3 2 E(x,y,z,t) 

3t 2 


c^E^y.z.t). 


(7.79a) 


Diese Vektorgleichung enthält drei getrennte partielle 
Differentialgleichungen: 


= c 2 V 2 E x , 


3 2 E x 
3t 2 
a 2 F 

3t 2 y ’ 

3 2 E z , . 
— 1 1 = c 2 V 2 E z . 
3t 2 


(7.79b) 


Also erfüllt jede der drei Komponenten E x , E y und E z die 
klassische Wellengleichung für dispersionsfreie Wellen (siehe 
Gl. (7.18)). Auf ähnliche Weise kann man E aus den Max- 
wellschen Gleichungen eliminieren und die klassische 
Wellengleichung für die drei Komponenten von B herleiten 
(Übung 12). 


Die Maxwellschen-Gleichungen im Vakuum. Sie lauten 
(Band 2, Kapitel 7) 


!f= cvxB 

(7.77a) 

|?=-cVXE 

dt 

(7.77b) 

o 

ii 

W 

> 

(7.77c) 

V • B = 0. 

(7.77d) 


Klassische Wellengleichung für elektromagnetische 
Wellen im Vakuum. Wir werden eine partielle Differential¬ 
gleichung für E finden, indem wir B aus den Gin. (7.77a) 
bis (7.77d) eliminieren. Zuerst differenzieren wir Gl. (7.77a) 
nach t und benutzen dann Gl. (7.77b): 


3E 

3t 


= c V X B, 


0-4< vxb) 


= c V X 


3B 

3t 


= cVX( — cVXE) 
= -c 2 VX(VXE). 


(Ule) 


Es läßt sich zeigen [Anhang, Gl. (A.39)], daß für jeden 
Vektor C die Beziehung 

V X (V X C) = V(V • C) - (V ■ V)C (7.78) 


Elektromagnetische ebene Wellen im Vakuum. Eine 
elektromagnetische ebene Welle besteht aus raum- und 
zeitabhängigen elektrischen und magnetischen Feldern 
E(x,y,z,t) bzw. B(x,y,z,t), die die folgenden Eigenschaf¬ 
ten haben: 

1. Es gibt eine einzige Ausbreitungsrichtung, die wir längs 
z annehmen. (Die Wellen können eine beliebige Kom¬ 
bination aus laufenden und stehenden Wellen darstel¬ 
len.) 

2. Alle Komponenten von E und B sind von den trans¬ 
versalen Koordinaten x und y unabhängig. 

Somit güt 

E = xE x (z,t) + yE y (z,t) + zE z (z,t) (7.80) 

B = xB x (z,t) +yB y (z,t) + zB z (z,t). (7.81) 

Natürlich hängt das Auftreten solcher ebener Wellen da¬ 
von ab, woher die Wellen kommen, wie sie erzeugt wur¬ 
den usw. Wir interessieren uns jedoch im Augenblick nicht 
für die Quellen, sondern nehmen nur an, daß die Wellen 
von irgendwoher kommen und die Form der Gin. (7.80) 
und (7.81) haben. 


Elektromagnetische ebene Wellen sind transversal. Nun 
wollen wir die Maxwellschen Gleichungen auf die Gin. 
(7.80) und (7.81) anwenden. Zuerst benutzen wir das Gauß¬ 
sche Gesetz divE = 47rp. Im Vakuum verschwindet p. 
Ebenso verschwinden die partiellen Ableitungen nach x 
und y, da keine der Komponenten von x oder y abhängt. 
Somit güt 


3E z (z,t) 

V • E = -^-'=0. 
3z 


3z 


(7.82) 
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E z ist also unabhängig von z. Daß es auch von t nicht ab¬ 
hängt, sieht man mit Hilfe der Maxwellschen Gleichung 

= c V X B (7.83) 

dt 

für den „Verschiebungsstrom“. Betrachten Sie die z-Kom- 
ponente der Gl. (7.83). Rechts stehen die Größen 3B y /3x 
und 3B x /3y, die beide verschwinden. Daher verschwindet 
auch 3E z /3t, woraus wir schließen, daß E z eine Konstante 
ist. Der Einfachheit halber setzen wir diese Konstante 
gleich Null, was die Allgemeingültigkeit unserer Überlage¬ 
rungen nicht beeinträchtigt. Wir verwenden ja nur das 
Superpositionsprinzip, auf Grund dessen wir ein beliebiges 
konstantes Feld, das wir schon verstehen, „abschalten“ 
können. 

Ähnlich folgt aus der Gleichung V ■ B = 0, daß B z (z,t) 
nicht von z abhängt. Daß es auch von t unabhängig ist, 
sieht man aus der z-Komponente der Induktionsgleichung 

|?=-cVXE, (7.84) 

dt 

aus der das Verschwinden von 3B z /3t folgt. Es können 
also statische Magnetfelder vorhanden sein, die durch 
irgendwelche starken stationären Ströme erzeugt werden, 
doch sind diese Felder räumlich und zeitlich konstant und 
für uns daher im Augenblick nicht von Interesse. So setzen 
wir B z gleich Null, wobei wir uns wieder auf das Super¬ 
positionsprinzip berufen. Bisher haben wir festgestellt, 
daß elektromagnetische ebene Wellen transversal sind. 
Dabei sehen wir von konstanten Feldern, die ja keine 
Wellen darstellen, ab. Das bedeutet, daß sowohl das elek¬ 
trische als auch das magnetische Feld senkrecht zur Aus¬ 
breitungsrichtung z stehen. 


Kopplung zwischen E x und B y . Es müssen noch E x , 
E y , B x , B y und die bisher noch nicht verwendeten x- und 
y-Komponenten der Gin. (7.83) und (7.84) ermittelt wer¬ 
den. Die x-Komponente der Gl. (7.83) und die y-Kompo- 
nente der Gl. (7.84) liefern 


i 

c 9t 


9B V 


9z 


I aB y 

c 9t 


9E V 


9z 


(7.85) 


Ähnlich folgt aus der y-Komponente von Gl. (7.83) und 
aus der x-Komponente von Gl. (7.84) 

1 3E y _ 3B X i 3B X _ 3E y 

c 3t 3z ’ c 3t 3z 


(7.86) 


Gemäß den Gin. (7.85) sind E x und B y nicht unabhän¬ 
gig voneinander, sondern durch zwei lineare partielle Dif¬ 
ferentialgleichungen erster Ordnung miteinander gekop¬ 
pelt, nämlich durch die Gin. (7.85). Ist z.B. E x sowohl 
räumlich als auch zeitlich konstant, so ist es auch B y . Ist 
andererseits E x als Funktion von z und t vollständig be¬ 
kannt, so ist, wie wir zeigen werden, auch B y bis auf un¬ 
interessante konstante Felder vollständig bekannt. Ähn¬ 


lich sind gemäß den Gin. (7.86) E y und B x miteinander 
gekoppelt. Kennt man E y , so ist B x bestimmt: Verschwin¬ 
det z.B. E y , so ist auch B x gleich Null (oder konstant). 

Lineare und elliptische Polarisation. Bei ebenen Wellen, 
die wir ja im Augenblick betrachten, sind die Komponen¬ 
ten E x und E y nicht durch die Maxwellschen Gleichungen 
gekoppelt, sondern vielmehr „unabhängig“ voneinander. 
Folglich kann man mittels einer geeigneten Strahlungs¬ 
quelle elektromagnetische ebene Wellen erzeugen, in 
denen E x verschieden von Null ist, E y jedoch für alle z 
und t verschwindet. In diesem Falle sagt man, die Wellen 
seien in der Richtung von x linear polarisiert. Die Kompo¬ 
nente E x des elektrischen Feldes und die Komponente B y 
des magnetischen Feldes sind dann die einzigen nicht ver¬ 
schwindenden (oder vielmehr: nicht konstanten) Feld¬ 
komponenten. Ähnlich kann man ebene elektromagneti¬ 
sche Wellen erzeugen, die in der Richtung von y linear 
polarisiert sind; dann sind E y und B x die einzigen nicht 
verschwindenden Feldkomponenten. Ferner läßt sich eine 
beliebige Kombination von E x und E y hersteilen, wobei 
zwischen diesen Komponenten im Falle einer einzigen 
Frequenz eine beliebige Phasenbeziehung herrschen kann. 
Dann liegt ein allgemeiner Polarisationszustand vor, die 
sogenannte elliptische Polarisation. Wir werden die Pola¬ 
risation in Kapitel 8 untersuchen. 

Vielleicht ist Ihnen aufgefallen, daß die Gin. (7.86) 
die Größen E y und B x in derselben Weise verknüpfen 
wie die Gin. (7.85) die Größen E x und B y . Das Minus¬ 
zeichen mag im ersten Augenblick verwirren. Nehmen 
Sie jedoch an, Sie hätten linear polarisierte Wellen, in 
denen zu einem bestimmten Zeitpunkt sowohl E x als 
auch B y positiv seien, und Sie drehten die Koordinaten¬ 
achsen um 90°, so daß die neue y-Achse in der Richtung 
des magnetischen Feldes liege. Sie können leicht zeigen, 
daß dann die neue x-Achse in die negative Magnetfeld¬ 
richtung weisen würde (Übung 34). Daher sind die Gin. 
(7.86) den Gin. (7.85) physikalisch äquivalent. Es wird 
uns also kein Ergebnis verlorengehen, wenn wir uns darauf 
beschränken, die Konsequenzen der Gin. (7.85) zu unter¬ 
suchen. 

Von nun an gehen wir davon aus, daß nur jener lineare 
Polarisationszustand auftrete, bei dem E x und B y un¬ 
gleich Null sind; diese Verhältnisse werden durch die 
Gin. (7.85) beschrieben. Am einfachsten betrachten wir 
zuerst eine reine harmonische laufende Welle, die sich in 
der positiven z-Richtung ausbreitet. Dann sehen wir sofort, 
wie wir das entsprechende Ergebnis für eine reine harmo¬ 
nisch laufende Welle erhalten, die sich in der negativen 
z-Richtung ausbreitet. Schließlich finden wir die allge¬ 
meine Lösung bei vorgegebener Frequenz als Überlage¬ 
rung dieser beiden Wellen mit beliebigen Amplituden und 
Phasenkonstanten. Darin sind reine stehende Wellen als 
Spezialfälle enthalten. 
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Laufende harmonische Welle. Die Komponente E x 
laute 


E x = A cos (cot - kz). (7.87) 

Dann liefern die Gin. (7.85) sowie die Beziehung co = ck 


dBy 

1 dEx 

dz 

c dt 

dB y 

3E X 

~df~ 

C 3z 


: A sin (cot - kz) = , (7.88) 

3E X 

- ck A sin (cot - kz) = . (7.89) 

dt 


Gemäß den Gin. (7.88) und (7.89) ändert sich B y mit z 
und t in derselben Weise wie E x . Also ist B y in einer lau¬ 
fenden harmonischen Welle, die sich in der positiven z- 
Richtung ausbreitet, bis auf eine uninteressante additive 
Konstante gleich E x . Die Konstante können wir wie oben 
gleich Null setzen. 

Betrachten wir eine harmonische laufende Welle, die 
sich in der negativen z-Richtung ausbreitet, so finden wir, 
daß B y negativ gleich E x ist. Dies sehen Sie leicht, wenn 
Sie in den obigen Gleichungen k durch -k ersetzen. Beide 
Ausbreitungsrichtungen lassen sich durch folgende zu¬ 
sammenfassende Formulierung beschreiben: 

( IE(z,t)| = |B(z,t)|, 

Laufende Welle j E • B = 0, 

l EX B=v. (7.90) 


Stehende harmonische Welle. Die Komponente E x 
laute 

E x (z,t) = A coscot coskz. (7.91) 

Damit gilt folgende Beziehung, deren Beweis wir Ihnen 
überlassen (Übung 36): 

B y (z,t) = A sin cot sinkz = E x (z —'|X, t — ^T). (7.92) 

Die Gin. (7.91) und (7.92) zeigen folgendes: E und B 
stehen in einer stehenden ebenen Welle senkrecht aufein¬ 
ander und auf z, sie haben dieselbe Amplitude und sind 
sowohl räumlich als auch zeitlich gegeneinander um 90° 
phasenverschoben. Die Felder verhalten sich also ähnlich 
wie der Druck und die Geschwindigkeit in einer stehenden 
Schallwelle oder wie die transversale Spannung und die 
Geschwindigkeit in einer stehenden Welle auf einer Saite. 

Energieflußdichte in einer ebenen Welle. Die Energie¬ 
dichte des elektromagnetischen Feldes im Vakuum lautet 

Energiedichte = (E 2 + B 2 ). (7.93) 

Dieser Ausdruck wird in Band 2 für statische Felder 
angegeben, doch läßt sich zeigen, daß er allgemein güt. 
Wir interessieren uns für die Energie einer beliebigen 
Kombination aus laufenden und stehenden ebenen 
Wellen. Im besonderen interessieren wir uns für die 
Energieströmung. Daher wollen wir einen Ausdruck für 
die Energie in einem infinitesimalen Volumenelement 


herleiten, das senkrecht zur z-Achse die Fläche A und in 
Richtung der z-Achse die infinitesimale Dicke Az aufweise; 
sodann werden wir die zeitliche Änderung dieser Energie 
untersuchen. Die Energie W(z,t) in dem Volumenelement 
ist gleich der Energiedichte mal dem Volumen A Az: 

W(z,t) = (Ex + By). (7.94) 


Differentiation der Energie W(z,t) nach t liefert 
3W(z,t)_ A Az /_ aE 9B y \ 

3t 4 tt l Ex 3t By 3t / * 


(7.95) 


Nun eliminieren wir 3E x /3t und 3B y /3t mit Hüfe der 
Maxwellschen Gleichungen (7.85): 

3W(z, t) _ _ Ac Az / dI3 y 3E X \ 

3t 47 t V x 3z y 3z / 


Ac Az d(E x B y ) 
47t 3z 


Ac Az (E x B y ) z -j -£2 (E x B y ) z 
47t L Az 


.(7.96) 


Die letzte Umformung entspricht im Grenzfall eines in¬ 
finitesimalen Az der Definition der partiellen Ableitung 
von E x B y nach z bei festem t: Wir berechnen die Größe 
E x B y bei z und bei z + Az, subtrahieren den ersten Wert 
vom zweiten, dividieren die Differenz durch Az und bil¬ 
den den Grenzwert, indem wir z gegen Null gehen lassen. 
Somit erhalten wir die zeitliche Änderung der im Volu¬ 
men A Az enthaltenen Energie 


1 3W(z,t) 
A 3t 


~ E x (z,t)B y (z,t) 


- E x (z + Az,t)B y (z + Az,t) 


= S z (z,t) — S z (z + Az,t), (7.97) 

wobei 


S z (z,t)= ^ E x (z,t) B y (z,t) 

= - C -(EXB) z . (7.98) 


Die zeitliche Änderung der im Volumenelement A Az ent¬ 
haltenen Energie erhält man also, indem man die Größe 
AS z (z,t) zuerst am linken Intervallende z, dann am rech¬ 
ten Intervallende z + Az berechnet und den zweiten Wert 
vom ersten subtrahiert. Daher muß S z (z,t) gleich jener 
Energie sein, die an der Stelle z pro Sekunde in der posi¬ 
tiven z-Richtung durch die Flächeneinheit strömt. Der 
Energiezuwachs in dem Volumenelement - wenn ein 
solcher überhaupt auftritt — resultiert aus der Differenz 
der von links einströmenden und der nach rechts aus¬ 
strömenden Energie. Die z-Komponente Poynting- 
Vektors S der Energieflußdichte ist als jene Energie defi¬ 
niert, die an der Stelle z und zum Zeitpunkt t pro Sekunde 
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in der positiven z-Richtung durch die Flächeneinheit 
strömt; sie wird in erg/cm 2 s gemessen. Natürlich strömt 
die Energie bei unserem Problem nur in der z-Richtung, 
da wir z in der Ausbreitungsrichtung gewählt haben. 

Poynting-Vektor. Der Poynting-Vektor hat im allge¬ 
meinen Fall die Form 


S = 



B, 


(7.99) 


die von der Koordinatenwahl unabhängig ist. Dieser Vek¬ 
tor wird auch als Strahlungsvektor bezeichnet. 


Energiedichte und Energieflußdichte in einer laufenden 
Welle. Im Falle einer linear polarisierten Welle, die sich in 
der positiven z-Richtung ausbreitet, dürfen wir E = xE x 
und B = yB y setzen, wobei für alle z und t die Beziehung 
B y = E x güt. Somit folgt (mit E 0 in statvolt/cm) 

E x = E 0 cos (cot - kz), (7.100) 

B y = E 0 cos (cot - kz), 

Energiedichte = (E 2 + B 2 ) = -- E« cos 2 (cot - kz), 

oTT J 4 TT 

(7.101) 

Q 

Energie flußdichte = S z = — E x B y 

= — Eo cos 2 (cot - kz). 

47T 

(7.102) 

Beachten Sie, daß die Energieflußdichte S z (in erg/cm 2 s) 
in einer laufenden Welle gleich der Energiedichte (in 
erg/cm 3 ) mal der Lichtgeschwindigkeit (in cm/s) ist. 

Der bei festem z gebildete zeitliche Mittelwert der 
Energieflußdichte ist gleich ihrem bei festem t gebildeten 
räumlichen Mittelwert. Beide Mittelwerte sind von z und t 
unabhängig und folgen aus Gl. (7.102), wenn man in die¬ 
ser den Ausdruck cos 2 (cot - kz) durch seinen Mittelwert \ 
ersetzt. 


Energiedichte und Energieflußdichte in einer stehen¬ 
den Welle. Im Falle einer stehenden Welle gilt 

E x = E 0 cos cot cos kz, 

B y = E 0 sin cot sin kz. (7.103) 

Die Maxima der elektrischen und der magnetischen Ener¬ 
giedichte sind zeitlich um \ Periode und räumlich um 
\ Wellenlänge getrennt. In Übung 36 können Sie selbst 
zeigen, daß die Gesamtenergie in jedem Bereich der Län¬ 
ge konstant ist. Die Energie des elektrischen Feldes 
oszilliert mit der Kreisfrequenz 2co harmonisch um ihren 
Mittelwert, ihre Grenzen sind Null und das Doppelte des 
Mittelwertes. Ebenso verhält sich die Energie des magne¬ 
tischen Feldes. Die Gesamtenergie pendelt also hin und 
her: Einmal ist sie rein elektrisch, und die maximale 
Energiedichte tritt an einer bestimmten Stelle auf ; dann 


wieder ist sie rein magnetisch, und die maximale Energie¬ 
dichte tritt an einer um versetzten Stelle auf. Dieses 
Verhalten ist dem eines harmonischen Oszillators sehr 
ähnlich: Die Gesamtenergie des Oszillators bleibt kon¬ 
stant, doch pendelt sie hin und her. Einmal ist sie rein 
potentiell, und die Masse befindet sich an einer bestimm¬ 
ten Stelle; dann wieder ist sei rein kinetisch, und die 
Masse befindet sich an einer anderen Stelle. Beide An¬ 
teile - die potentielle und die kinetische Energie - 
oszillieren mit der Kreisfrequenz 2co harmonisch um 
ihren jeweiligen Mittelwert. Der Faktor 2 rührt daher, 
daß die potentielle ebenso wie die kinetische Energie 
während jeder vollen Schwingung zweimal groß und posi¬ 
tiv ist. In gewissem Sinne ist das elektrische Feld E x in 
einer stehenden Welle der Auslenkung der Masse eines 
harmonischen Oszillators aus der Gleichgewichtslage, das 
magnetische Feld B y hingegen der Geschwindigkeit der 
Masse analog. 


Impuls in einer laufenden ebenen Welle - Strahlungs¬ 
druck. Wird elektromagnetische Strahlung reflexionsfrei 
absorbiert — z.B. durch idealen Abschluß —, so überträgt 
sie dem absorbierenden Material nicht nur die Energie W, 
sondern, wie wir zeigen werden, auch einen Impuls in 
Ausbreitungsrichtung. Der Betrag dieses Impulses erweist 
sich als W/c. Wird die Strahlung durch einen Spiegel ohne 
jede Absorption um 180° reflektiert, so überträgt sie dem 
Spiegel einen doppelt so großen Impuls. Reflektiert also 
der Spiegel die Energie W absorptionsfrei, so erhält er in 
der Ausbreitungsrichtung einen Impuls vom Betrage 2W/c. 
Folglich übt die Strahlung auf Gegenstände, die sie absor¬ 
bieren oder reflektieren, einen Druck aus, den sogenann¬ 
ten Strahlungsdruck. In einer laufenden elektromagneti¬ 
schen ebenen Welle ist mit jeder Energiemenge W ein ge¬ 
wisser Impuls p verbunden: 



wobei z in die Ausbreitungsrichtung weist. 


(7.104) 


Gl. (7.104) läßt sich leicht mit Hilfe der Vorstellung 
herleiten, daß das Licht in einer laufenden Welle in Pakete, 
sogenannte Photonen, gepackt ist. Ein solches Photon 
verhält sich wie ein „Teilchen“ der Ruhmasse Null. Die 
Energie eines relativistischen Teilchens mit der Ruhmasse 
m und dem Impuls p lautet 

W = [(cp) 2 +(mc 2 ) 2 ] 1/2 . (7.105) 

Verschwindet m, so erhalten wir Gl. (7.104). 

Diese Herleitung ist kurz und vielleicht irreführend. 
Wohl ist elektromagnetische Strahlung „gequantelt“ in 
dem Sinne, daß sie Energie nur in „Quanten“ der Größe 
ho; abgeben kann, doch hat diese Tatsache in Wirklichkeit 
nichts mit dem Strahlungsdruck von Gl. (7.104) zu tun. 
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Gl. (7.104) müßte sich daher durch rein klassische Über¬ 
legungen, also ohne Verwendung des Photonen-(„Teil- 
chen“-)Begriffs, herleiten lassen. Dies wollen wir nun tun. 
(Vom Standpunkt der Quantentheorie werden Sie das 
Licht in Band 4 studieren.) 

Betrachten Sie ein Teilchen der Ladung Q, das unter 
dem Einfluß einer ebenen Welle stehe. Die Ladung Q sei 
positiv, und das Teilchen werde zur Zeit t = 0 losgelassen. 
Es erfährt die Lorentzkraft 

F = QE + Q^XB. (7.106) 

Anfänglich, etwa während der ersten paar Schwingungen, 
ist der Betrag der Geschwindigkeit v klein. Deshalb wird 
die Bewegung der Ladung hauptsächlich durch E hervor¬ 
gerufen. Die Geschwindigkeit ist also parallel zu E und 
ändert ihre Richtung mit derselben Frequenz wie E. Doch 
jedesmal, wenn E sich umkehrt, ändert auch B seine Rich¬ 
tung. Daher hat v X B immer dasselbe Vorzeichen. Jene 
Kraft, die von B auf Q ausgeübt wird, wirkt also immer 
in der Ausbreitungsrichtung, der Richtung von E X B. 
Folglich ist die Bewegung der Ladung Q die Überlagerung 
einer transversalen Bewegung mit der Feldfrequenz und 
einer langsam anwachsenden Geschwindigkeit in der Aus¬ 
breitungsrichtung. Wir wollen nun zeigen: Der zeitliche 
Mittelwert des Impulses, den die Ladung pro Sekunde in 
der z-Richtung erhält, ist gleich 1/c mal dem zeitlichen 
Mittelwert der Energie, die sie aus der laufenden Welle 
aufnimmt. Die Ladung behält die aufgenommene Energie 
nicht: Befindet sie sich in einem Stück ideal abschließen¬ 
den Raumtuches, so erfährt sie andauernd eine Reibungs¬ 
kraft und gibt durch diese die Energie an das Material 
weiter. Befindet sie sich hingegen im freien Raum, so 
strahlt sie andauernd Energie nach allen Richtungen ab. 
Die in Richtung der einfallenden laufenden Welle abge¬ 
strahlte Energie ist vemachlässigbar. Es geht also nur ein 
vernachlässigbarer Teil der aufgenommenen Energie an 
die laufende Welle zurück. 

Und nun zur Herleitung. Bei unserer „Standardform“ 
der laufenden Welle gilt E = xE x , B = yB y und B y = E x . 
Die Geschwindigkeit v des geladenen TeÜchens lautet 
v = xx + yy + zz. Setzen wir diese Ausdrücke in Gl. (7.106) 
ein und verwenden wir die Beziehungen x X y = z, 
y X y = 0 und z X y = - x, so erhalten wir 

F=xQE x + yxB y z - §-zB y x. (7.107) 

Nun bilden wir den zeitlichen Mittelwert der Gl. (7.107) 
über eine Schwingung. Der Mittelwert des ersten Terms 
xQE x verschwindet, ebenso jener des letzten Terms mit 
zB y . Wir dürfen nämlich den Zuwachs, den die z-Kompo- 
nente der Geschwindigkeit während einer Schwingung er¬ 
fährt, vernachlässigen, können also die langsam anwach¬ 
sende Geschwindigkeit z während einer Schwingung als 
konstant ansehen. Dann verschwindet der über eine 


Schwingung gebüdete zeitliche Mittelwert der Feldkom¬ 
ponente B y . Der zeitliche Mittelwert des übrigbleibenden 
Terms ^xB y z verschwindet nicht, weü sich die transver¬ 
sale Geschwindigkeit x mit derselben Frequenz ändert 
wie B y . Da die Kraft gleich der zeitlichen Änderung des 
Impulses ist, erhalten wir somit für den zeitlichen Mittel¬ 
wert, den wir durch spitze Klammern < > bezeichnen, das 
Ergebnis 

< F> =(-^) =z^-<xßy > . (7.108) 

Nun wollen wir untersuchen, welche Arbeit von der lau¬ 
fenden Welle in der Zeiteinheit an der Ladung verrichtet 
wird. Die augenblickliche von Q aufgenommene Leistung 
hat den Wert 

dW v 

^=vF=v(Q E + QjXB) 

= Qv • E + 0 

= QxE x . 

Mitteln wir über eine Schwingung, so folgt 

(^)=Q<xE x >. (7.109) 


Durch Vergleich der Gin. (7.108) und (7.109) und mit 
Hilfe der Beziehung B y = E x , die für eine laufende Welle 
gilt, erhalten wir 



dW 

dt 


(7.110) 


Entzieht also das Elektron der laufenden Welle die Ener¬ 
gie W, so entzieht es ihr gleichzeitig auch den Impuls 
z(W/c). Man kann der laufenden Welle unmöglich die 
Energie W entziehen, ohne ihr nicht gleichzeitig auch den 
Impuls z(W/c) zu entziehen. Anders ausgedrückt, die 
Strahlung besitzt den durch Gl. (7.104) angegebenen Im¬ 
puls. Der von der Sonne erzeugte Strahlungsdruck wird 
in den Übungen 13, 14 und 15 diskutiert. 

Drehimpuls in einer laufenden ebenen Welle. Wir wol¬ 
len zeigen, daß eine laufende Welle der Ladung Q nicht 
nur Energie und Impuls, sondern auch Drehimpuls ver¬ 
mitteln kann. Dazu muß die Welle die Ladung in eine 
Kreisbewegung zwingen. Dies ist in dem „linear polari¬ 
sierten“ Feld, das wir betrachtet haben, offensichtlich 
nicht möglich, wohl aber in „zirkular polarisierten“ 
Feldern. Betrachten wir eine laufende Welle, die sich in 
der positiven z-Richtung (längs z) ausbreitet. Ihr elektri¬ 
sches Feld E habe einen konstanten Betrag und rotiere 
bei festem z mit der Winkelgeschwindigkeit c o um die 
z-Achse. Dabei sei der Drehsinn gemäß der Rechte-Hand- 
Regel so beschaffen, daß der Winkelgeschwindigkeitsvek¬ 
tor in die positive z-Richtung weise. Dann sind E x und E y 
bei festem z harmonische Funktionen der Zeit, und E x 
ist E y mit seiner Phase um 90° voraus. Das magnetische 
Feld B lautet, wie immer in einer laufenden Welle, 
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Bild 7.7. Zirkular polarisiertes Licht zwingt die Ladung Q in eine 
Kreisbahn. Der Einheitsvektor z weist aus der Zeichenebene heraus. 


B = z X E. Da das elektrische Feld die Ladung Q beschleu¬ 
nigt und das magnetische Feld ihre Bahnrichtung ändert, 
dürfen wir annehmen, daß sich Q im stationären Zustand 
mit der Winkelgeschwindigkeit co auf einem Kreis bewegt, 
wobei der Drehsinn gleich dem der Felder ist. (Außerdem 
wird die Ladung Q langsam in der positiven z-Richtung 
abgetrieben, da der Strahlungsdruck der laufenden Welle 
auf sie wirkt. Diese Bewegung können wir jedoch vernach¬ 
lässigen.) Dann liegen die Felder, der Ortsvektor r und 
der Geschwindigkeitsvektor v der Ladung so, wie in 
Bild 7.7 dargestellt. Beachten Sie, daß cor denselben 
Betrag wie v und bezüglich v die eingezeichnete Richtung 
hat. 

Das Drehmoment M, das auf die Ladung Q wirkt, ist 
gleich r X F. Multiplizieren wir es mit co, so folgt 

coM = cor X F 

= cor X QE + cor X ^ (v X B). (7.111) 

Wir mittein dieses Drehmoment über eine Schwingung. 
Aus Bild 7.7 ersehen wir, daß v X B in die Richtung 
von z und daher r X (v X B) in die Richtung von -v 
weist. Da die zeitlichen Mittelwerte aller Komponenten 
über eine Schwingung verschwinden, liefert das magne¬ 
tische Feld keinen Nettobeitrag zum zeitlichen Mittel¬ 
wert des Drehmoments. Aus Büd 7.7 geht ferner hervor, 
daß cor X E dieselbe Richtung wie z sowie denselben 
Betrag und dasselbe Vorzeichen wie v • E hat. Es lautet 
daher 

cor X E = zv • E. (7.112) 


Somit folgt für den zeitlichen Mittelwert des auf Q wir¬ 
kenden Drehmoments, das durch Gl. (7.111) angegeben 
wird, 



co 


(Qv • E> = 


co 



(7.113) 


Dabei haben wir berücksichtigt, daß das Drehmoment 
gleich der zeitlichen Änderung des Drehimpulses L und 
Qv • E die in der Zeiteinheit an Q verrichtete Arbeit ist. 
Entzieht die Ladung Q einer zirkular polarisierten laufen¬ 
den ebenen Welle, deren Winkelgeschwindigkeitsvektor 
in die positive z-Richtung weist, die Energie W, so ent¬ 
zieht sie ihr gemäß Gl. (7.113) auch den Drehimpuls 


Dieses Ergebnis läßt sich besser formulieren, wenn man 
zur Angabe des Drehsinns den Einheitsvektor co verwen¬ 
det, der sowohl in die positive als auch in die negative 
z-Richtung weisen kann. Eine zirkular polarisierte ebene 
laufende Welle führt also den Drehimpuls 


L = 



(7.114) 


mit sich. Dabei kann cb entweder parallel oder antiparallel 
zur Ausbreitungsrichtung sein. 

Wie wir in Kapitel 8 lernen werden, kann man eine 
linear polarisierte laufende ebene Welle der Amplitude A 
als Überlagerung zweier zirkular polarisierter laufender 
ebener Wellen ansehen, die dieselbe Amplitude - A, aber 
entgegengesetzten Drehsinn aufweisen. Die Überlagerung 
führt daher keinen Drehimpuls mit sich. 

In Band 4 werden Sie lernen, daß elektromagnetische 
ebene laufende Wellen die Energie nur in „Quanten“ mit 
AW = hco abgeben. Wird eine solche Welle absorbiert oder 
emittiert, so muß sie gemäß Gl. (7.114) ein entsprechen¬ 
des „Drehimpulsquant“ AL = hco abgeben bzw. aufneh¬ 
men. Es ist wichtig, sich vor Augen zu halten, daß Gl. 

(7.114) nur für ebene laufende Wellen gilt. Daher ist sie 
auch in hinreichender Entfernung von einer strahlenden 
„Punktquelle“ erfüllt. 

Man findet, daß der Polarisationssinn beim Durchgang 
einer „rechtszirkular“ polarisierten Welle durch ein durch¬ 
sichtiges „Ä/2-Plättchen“ umgekehrt wird. Dadurch er¬ 
fährt das Plättchen ein Rückstoßdrehmoment, denn es 
muß der Welle das Doppelte des durch Gl. (7.114) ange¬ 
gebenen Drehimpulses vermitteln. Dieses Problem wird 
in Übung 19 diskutiert. 


Elektromagnetische Wellen in einem homogenen 
Medium. Wir haben beim Studium elektromagnetischer 
ebener Wellen im Vakuum die Maxwellschen Gleichun¬ 
gen verwendet. In Abschnitt 10.9 untersuchen wir mit 
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deren Hilfe elektromagnetische Wellen in einem homoge¬ 
nen Medium, das kein Vakuum ist. Dort finden wir fol¬ 
gendes Ergebnis: 



Dabei ist e die Dielektrizitätskonstante und p die magne¬ 
tische Permeabilität. Dieses Ergebnis ist mit jenem iden¬ 
tisch, das wir in Abschnitt 4.3 bei der Betrachtung elektro¬ 
magnetischer Wellen in einer Parallelplattenleitung fanden 
(Gl. (4.66)). 


7.5. Feld einer Punktladung 

In diesem Abschnitt werden wir die elektrischen und 
magnetischen Felder ermitteln, die in den von einer 
schwingenden Punktladung emittierten und kugelförmig 
sich ausbreitenden laufenden Wellen auftreten. Mit Hilfe 
unseres Ergebnisses werden wir die Eigenschaften jener 
elektromagnetischen Wellen verstehen lernen, die von 
Atomen, Radiosendern und Sternen emittiert werden. 
Wir werden ferner herausfinden, weshalb der Himmel 
blau ist. 

MaxweUsche Gleichungen mit Quelltermen. Wir benö¬ 
tigen die vollständigen Maxwellschen Gleichungen ein¬ 
schließlich der „Quellterme“, die die Beiträge der Ladun¬ 
gen und Ströme beschreiben: 


V • E = 47rp 

(7.116) 

V x E = - - ~ 

c 9t 

(7.117) 

o 

II 

PQ 

> 

(7.118) 

VXB = --p+--J. 
c 9t c 

(7.119) 


Im Falle des Vakuums, wo p und J verschwinden, haben 
wir bereits alle vier Gleichungen verwendet. Mit ihrer Hilfe 
fanden wir in Abschnitt 7.4, daß E und B die klassische 
Wellengleichung für dispersionsfreie Wellen der Ausbrei¬ 
tungsgeschwindigkeit c erfüllen. Ferner haben wir bereits 
die Beziehungen zwischen E und B in großen Entfernun¬ 
gen von der Quelle ermittelt. Wir dürfen nämlich anneh¬ 
men, daß sich die Wellen in solchen Bereichen, die von 
der Quelle hinreichend weit entfernt sind, von ebenen 
Wellen nicht unterscheiden lassen — außer wir versuchen, 
die Felder an zwei voneinander zu weit entfernten Stellen 
miteinander zu vergleichen. Nun müssen wir nur noch 
die Quellterme in den Maxwellschen Gleichungen unter¬ 
suchen, um die Abhängigkeit der emittierten Wellen von 
den Quellen zu ermitteln. Nun, in den Maxwellschen 
Gleichungen treten zwei Arten von „Quellen“ auf, näm¬ 
lich die Ladungsdichte p und die Stromdichte J. Diese 
sind nicht unabhängig voneinander, sondern sie werden 


durch die Kontinuitätsgleichung miteinander verknüpft, 
die die Erhaltung der Ladung ausdrückt: 

~ + V-J = 0. (7.120) 

Diese Gleichung können Sie mit Hilfe der Gin. (7.116) 
und (7.119) sowie der Beziehung V • V X V = 0 leicht 
verifizieren. Wir brauchen also J nicht explizit mitzuneh¬ 
men, denn wenn wir die Bewegung der Punktladung Q 
verfolgen, so ist die Bedingung der Ladungserhaltung 
automatisch erfüllt. Daher wird die Stromdichte zwar 
implizit vorhanden sein, doch brauchen wir uns über sie 
keine Gedanken zu machen. Vielmehr können wir uns 
auf jene Konsequenzen beschränken, die sich gemäß 
Gl. (7.116) aus der Ladungsdichte ergeben. 

Das Gaußsche Gesetz und die Erhaltung des elektrischen 
Kraftflusses. Gl. (7.116) ist dem Gaußschen Gesetz äqui¬ 
valent. (Siehe Band 2, Abschnitte 1.10 und 2.10) Im Falle 
einer ruhenden Punktladung liefert das Gaußsche Gesetz 
bzw. Gl. (7.116) das bekannte Feld (Band 2, Abschnitt 
1 . 11 ): 

E = Q^, (7.121) 

das mit dem Quadrat des Abstandes abnimmt. Dabei ist 
r = rr der vom Orte der Ladung Q aus gemessene Orts¬ 
vektor eines bestimmten Beobachtungspunktes. Im Falle 
einer bewegten Ladung können wir den Begriff der Feld¬ 
linien und den Satz von der Erhaltung des elektrischen 
Kraftflusses , der dem Satz von der Erhaltung der Ladung 
äquivalent ist, verwenden (siehe Band 2, Abschnitte 5.3 
und 5.4). 

Bewegte Ladung. Wir wollen nun mit Hilfe des Gauß¬ 
schen Gesetzes das Feld ermitteln, das von einer beweg¬ 
ten Punktladung emittiert wird. Die positive Ladung Q 
ruhe von t = - 00 bis t = 0 im Ursprung eines Inertial¬ 
systems. Zum Zeitpunkt t = 0 erfahre sie während eines 
kurzen Zeitintervalls At eine konstante Beschleunigung 
in der positiven x-Richtung. Danach bewege sie sich mit 
der konstanten Geschwindigkeit v = a At. Vor dem Zeit¬ 
punkt t = 0 hat das elektrische Feld überall in dem Iner¬ 
tialsystem die Form von Gl. (7.121), und das magnetische 
Feld verschwindet. Während all dieser Zeit sind die elek¬ 
trischen Feldlinien von Q weg gerichtet. Die plötzliche 
Beschleunigung zum Zeitpunkt t = 0 „knickt“ die elek¬ 
trischen Feldlinien und erzeugt magnetische Feldlinien. 
Diese breiten sich von der Quelle mit der Geschwindig¬ 
keit c aus. (In dieser Aussage stecken alle Maxwellschen 
Gleichungen!) Da wir nur die Felder in großer Entfernung 
ermitteln wollen, brauchen wir lediglich E zu berechnen. 
Das Feld B erhalten wir dann aus unseren Ergebnissen für 
ebene Wellen. 
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Betrachten Sie eine Zeit t, die groß gegenüber At sei. 
An solchen Stellen, deren Entfernung r vom Ursprung 
mehr als ct beträgt, ist die „Nachricht“ von der Beschleu¬ 
nigung noch nicht eingetroffen, der Knick ist also noch 
nicht angekommen. Solche Stellen hingegen, wo r kleiner 
als ct - At ist, hat der Knick schon passiert, und das elek¬ 
trische Feld ist das einer Ladung, die sich mit konstanter 
Geschwindigkeit v bewegt. Dieses Feld ist immer von der 
„gegenwärtigen Lage“ der Ladung Q weg gerichtet. Be¬ 
wegt sich die Ladung Q mit gleichförmiger Geschwindig¬ 
keit v, so erzeugt sie in einem festen Beobachtungspunkt, 
der von ihrem augenblicklichen Ort um die Strecke r' 
entfernt ist, ein bestimmtes elektrisches Feld, das im 
Band 2, Abschnitt 5.6,hergeleitet wird. Im Beobachtungs¬ 
punkt ist seine Richtung die der Verbindungslinie zwi¬ 
schen dem augenblicklichen Ort der Ladung und diesem 
Punkt. Der Betrag dieses elektrischen Feldes lautet 

E = T 2 (1 -ß 2 sin 2 df 2 • (7.122) 

Dabei gilt ß = v/c; 6 ist jener Winkel, den die Geschwin¬ 
digkeit v mit der Verbindungslinie zwischen dem augen¬ 
blicklichen Ort von Q und dem festen Aufpunkt ein¬ 
schließt. Wir werden uns nur mit solchen Fällen befassen, 
in denen v sehr klein gegenüber c ist, wie etwa bei der 
Emission sichtbaren Lichts durch Atome, wo v/c von der 
Größenordnung jjj ist. Dann erhalten wir eine gute 
Näherung, wenn wir in Gl. (7.122) ß = 0 setzen. 1 ) 

Somit erhalten wir im Falle einer Ladung, die sich mit 
konstanter Geschwindigkeit v<c bewegt, das elektrische 
Feld in einem entfernten Aufpunkt einfach als 

E'=-£. (7.123) 

Dabei ist r' = r'r' der Ortsvektor vom augenblicklichen 
Ort der Ladung Q zu dem festen Aufpunkt. 

Nun interessieren wir uns für das elektrische Feld in 
dem Knick, der sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. 
Dieses Feld erhalten wir mit Hüfe des Gaußschen Geset¬ 
zes : Das unmittelbar vor dem Knick befindliche Feld 
(Gl. (7.121)) muß an das unmittelbar dahinterliegende 
Feld (Gl. (7.123)) so „anschließen“, daß der elektrische 
Kraftfluß (das Oberflächenintegral von E) erhalten bleibt 
(siehe Band 2, Abschnitt 5.7). 

Betrachten wir nun eine Zeit t, die lang gegenüber At 
sei. Dann können wir die Strecke |a(At) 2 , die die Ladung 
in der Zeit At zurücklegte, gegenüber der viel längeren 
Strecke vt vernachlässigen, die sich mit konstanter Ge¬ 
schwindigkeit durchmessen hat. Wir betrachten ferner 
einen Aufpunkt, dessen vom Ursprung aus gemessener 


Ortsvektor r mit dem Geschwindigkeitsvektor v einen 
Winkel 6 einschließe. Die Zeit t sei so gewählt, daß der 
Knick den Aufpunkt gerade zum Zeitpunkt t zu passieren 
beginne. Folglich güt r = ct. Betrachten Sie nun r' am 
Ende des Knicks. Wegen v < c ist die von der Ladung 
zurückgelegte Entfernung vt sehr klein gegenüber r = ct. 
Daher ist r' im wesentlichen parallel zu r, die Strecke r' 
ist also im wesentlichen gleich 

r' = r — vtcosfl = r (1 - ^ cosfl ) ~ r (7.124) 

wegen v/c < 1. Die geometrischen Verhältnisse sind in 
Büd 7.8 dargestellt. 

Das Feld in dem vom Knick eingenommenen Raum¬ 
bereich sei E. Wir zerlegen es in eine transversale und in 
eine longitudinale Komponente, von denen die erste senk¬ 
recht, die zweite parallel zur Ausbreitungsrichtung, der 
Richtung von r, steht. Ihre Beträge seien E^ bzw. Ey. Aus 
dem Satz von der Erhaltung des elektrischen Kraftflusses 
folgt die Stetigkeit der Feldlinien. Daher kann man das 
Verhältnis der transversalen Komponente E^ zur longitu¬ 
dinalen Komponente Ey einfach aus Büd 7.8 ablesen. Das 
rechtwinklige Dreieck, dessen Hypothenuse das elektrische 
Feld E im Knick ist und dessen Kathetenlängen E^ und Ey 
betragen, ist dem rechtwinkligen Dreieck mit den Kathe¬ 
tenlängen vjt und cAt ähnlich. Aus Büd 7.8 folgt also die 
Beziehung 


E i = v J-t 
Ey cAt 


(7.125) 


oder, da v^ gleich a^ At und t gleich r/c ist, 

El = ( a j At) (r/c) = _r. 

E|| c At a ^- c 2 ' 


(7.126) 


Dabei bedeutet a^ den Betrag der transversalen Kompo¬ 
nente der Beschleunigung a. 

Es fehlt uns noch die longitudinale Komponente Ey 
von E im Inneren des Knicks. Diese finden wir, indem wir 
das Gaußsche Gesetz auf das kleine „pülenschachtelför- 
mige“ Volumen in Büd 7.9 anwenden. Im Inneren der 
„Pülenschachtel“ befindet sich keine Ladung, so daß der 
eintretende elektrische Kraftfluß gleich dem austretenden 
sein muß. Wir wählen sie so, daß der eintretende Kraft¬ 
fluß gleich Ey mal der Eintrittsfläche ist. Dann ist der 
austretende Kraftfluß gleich einer ebenso großen Fläche 
mal dem radialen Feld E r unmittelbar vor dem Knick. 
Auf Grund von Büd 9.7 schließen wir, daß Ey und E r 
gleich groß sind. Da aber E r gemäß Gl. (7.121) proportio¬ 
nal 1/r 2 ist, gilt 

E|| = E r =-9-. (7.127) 


1 ) Der allgemeine Fall mit beliebigem v(v < c) wird von 

J. R. Tessman und/. T. Finnell, Jr. in Am. J. Phys. 35, 523 
(1967) behandelt. 


Wendet man am Ende des Knicks die Methode der „Pülen¬ 
schachtel“ ebenfalls an, so findet man, daß Ey gleich dem 
durch Gl. (7.123) angegebenen E^ sein muß. Doch da r' 
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Bild 7.8. Feld einer beschleunigten Punktladung. Der Knick der elektrischen Feldlinie breitet sich mit der Geschwin¬ 
digkeit c aus. Im Bild sind die Verhältnisse für den Fall t At und v (= a At) c dargestellt. Der Einheitsvektor ? 
hat die Richtung der Verbindungslinie zwischen Q und dem Aufpunkt. Die zu r senkrechte Komponente von v ist mit 
v f , die parallele mit v ff bezeichnet. 



Bild 7.9. Elektrisches Feld E im Knick. Die gestrichelte weiße 
Linie deutet eine gedachte Integrationsfläche an, die zur An¬ 
wendung des Gaußschen Gesetzes dient. 


und r gemäß Gl. (7.124) im wesentlichen gleich sind, ist 
Ej. gleich E r . Folglich erhalten wir wieder Gl. (7.127). 

Gl. (7.125) läßt sich ebenfalls mit der Methode der Pillen¬ 
schachtel herleiten. Unsere einfachere Methode, das bloße 
„Ablesen“ der Richtung von E im Knick, ist der Methode 
der Pillenschachtel äquivalent, wie Sie leicht zeigen kön¬ 
nen (Übung 16). 

Femfeld. Durch Kombination der Gin. (7.126) und 
(7.127) finden wir für den Betrag des transversalen Feldes 
im Knick den Ausdruck 

Nun wollen wir auch die Richtung von E^ berücksichtigen. 
Dazu bemerken wir mit Hilfe von Bild 7.8, daß Ej_ im 
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Punkte r zur Zeit t in die negative Richtung von aj_ zum 
früheren Zeitpunkt t' weist, wobei t' = t — (r/c). Wir be¬ 
zeichnen Ej_ mit einem eigenen Namen als Fernfeld E fern . 


Efern( r >t) 


Qai(t') 


rc z 



(7.129) 


Beachten Sie, daß die longitudinale (radiale) Kompo¬ 
nente von E im Knick dieselbe ist wie vor und hinter dem 
Knick, weshalb sie keine „Nachricht“ übermittelt. Sie 
stellt also keine „Strahlung“ dar und gehört zu keiner 
laufenden Welle. Wir bezeichnen nur das transversale Feld 
im Knick als „Fernfeld“, denn ein Nachweisgerät, das nur 
auf das radiale elektrische Feld anspricht, würde den Knick 
überhaupt nicht feststellen. Dieses Ergebnis war auf Grund 
unserer Aussagen über ebene Wellen in Abschnitt 7.4 zu 
erwarten. Dort lernten wir, daß die longitudinalen Kom¬ 
ponenten von E und B in einer ebenen Welle räumlich und 
zeitlich konstant und daher nicht als Teile der Welle zu 
betrachten sind. Bei unserem gegenwärtigen Beispiel be¬ 
handeln wir zwar die von einer Punktladung emittierte 
Strahlung, doch erwarten wir, daß sich die Felder an einer 
entfernten Stelle r innerhalb eines Raumbereichs, der 
transversal zu r beschränkt ist, wie die Felder in einer 
ebenen Welle verhalten. Wir machen die kühne Annahme, 
daß wir noch andere Ergebnisse für ebene laufende Wellen 
übernehmen dürfen, nämlich daß B und E aufeinander 
und auf der Ausbreitungsrichtung r senkrecht stehen und 
daß die Beträge von B und E zu jedem Zeitpunkt und an 
jedem Ort gleich groß sind. 

VeraUgemeinerung für eine beliebige (nichtrelativistische) 
Punktladung. Nehmen Sie an, wir hätten eine Punktla¬ 
dung Q, die irgendeine komplizierte dreidimensionale Be¬ 
wegung ausführe. Diese Bewegung wollen wir als „beliebig“ 
bezeichnen, doch muß sie immer unsere Annahme v <c 
erfüllen. Der Einfachheit halber nehmen wir ferner an, 
daß sich Q stets in der Umgebung des Koordinatenursprungs 
aufhalte. So könnte Q etwa ein Elektron in einer entfern¬ 
ten Radioantenne oder in einem entfernten Atom sein. 
Wann sagen wir, daß sich die Ladung Q in der „Umgebung“ 
des Ursprungs aufhält und der Aufpunkt „entfernt“ ist ? 
Wenn der Ortsvektor r' vom augenblicklichen Ort von Q 
zu dem festen Aufpunkt bezüglich seiner Richtung und 
Länge als nahezu konstant angesehen werden darf. Folg¬ 
lich kann ein „entferntes“ Atom vom Aufpunkt etwa 
10" 5 cm entfernt sein, denn der Radius der von einem 
Atom eingenommenen „Umgebung“ beträgt etwa KT 8 cm. 
Eine Radioantenne von 10 m Länge müßte, um ebenso 
weit „entfernt“ zu sein, in ungefähr 10000 m Entfernung 
aufgestellt werden. 

Wie sieht das Fernfeld unserer „beliebig“ bewegten 
Ladung in einem entfernten Aufpunkt aus ? Gl. (7.129) 


wurde für eine besonders einfache Bewegung hergeleitet, 
bei der die Ladung während einer kurzen Zeit At be¬ 
schleunigt wird und sich dann mit konstanter Geschwin¬ 
digkeit weiterbewegt. Wir haben entdeckt, daß das Fern¬ 
feld, das dadurch im Aufpunkt zum Zeitpunkt t erzeugt 
wird, ausschließlich von der transversalen Beschleunigungs¬ 
komponente ajjY) zum „retardierten Zeitpunkt“ 
t' = t - (r/c) herrührt. Ist nun die Bewegung mit einer 
fortwährend (aber stetig) sich verändernden Beschleuni¬ 
gung verbunden, so können wir den Betrag und die Rich¬ 
tung von a(t') während eines hinreichend kurzen Zeit- 
intervalls At' als konstant ansehen. Daher erzeugt die 
Beschleunigung a(t') während At' in einem entfernten 
Aufpunkt ein Fernfeld gemäß Gl. (7.129), das den Auf¬ 
punkt während eines Zeitintervalls At passiert. Doch nun 
stoßen wir auf eine Schwierigkeit. Für den „retardierten 
Zeitpunkt“ t', zu dem die Beschleunigung auftritt, gilt 

= (7.130) 

Die Strahlung, die von Q während des Zeitintervalls At' 
emittiert wurde, passiert den Aufpunkt während eines 
Zeitintervalls At: 

At = A(t' + -U=At'+ (7.131) 


Dabei ist Ar' die Änderung des Abstands zwischen der 
Ladung Q und dem Aufpunkt, die während des Zeitinter¬ 
valls At' eintritt. Wir sehen, daß At im allgemeinen un¬ 
gleich At' ist. Zu einem bestimmten Zeitpunkt t „über¬ 
lappen“ sich daher im Aufpunkt solche Anteile des Fern¬ 
feldes, die zu verschiedenen retardierten Zeitpunkten 
ausgesandt wurden. 


Vermeidung der „Überlappung“. Diesen allgemeinen 
Fall wollen wir nicht untersuchen. Nun stellen wir fest, 
daß Ar' gleich der longitudinalen Komponente der Ge¬ 
schwindigkeit mal At' ist. Daher können wir in Gl. (7.131) 
für v < c in guter Näherung Ar' vernachlässigen: 


At = At' + 
= At' + 


(Ar') 

c 

(v|| At') 
c 


~At' für 1. 


(7.132) 


Für v < c ist also die Überlappung zwischen At und At' 
vernachlässigbar. Dann hängt die zum Zeitpunkt t fest¬ 
gestellte Strahlung mit der zu einem einzigen retardierten 
Zeitpunkt t' auftretenden transversalen Beschleunigung 
eineindeutig zusammen. In diesem Falle wird das Fem- 
feld E fern (r, t) für alle t durch Gl. (7.129) beschrieben. 

Ist E bekannt, so kennt man auch B. Ab jetzt nehmen 
wir an, daß in einem entfernten Aufpunkt Gl. (7.129) 
gelte, wobei r im wesentlichen konstant sei. Ferner werde 
Bfem durch jenen Zusammenhang bestimmt, der bei einer 
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ebenen Welle gilt. Somit erhalten wir, wenn wir bei den 
Femfeldem den Index „fern“ weglassen, die Beziehung 

B(r,t) = r X E(r,t). (7.133) 


Die von einer Punktladung emittierte Energie. In einem 
entfernten Aufpunkt hat der Poynting-Vektor (der Vektor 
der Energie flußdichte) die Form 

S(r,t)=^EXB 


= 4 C -[E(M)] 2f 


c 

47T 

Q 2 


-Qai(t') 


rc z 




(7.134) 


und die Dimension erg/cm 2 s. Betrachten Sie nun eine 
infinitesimale Fläche dA, die sich im Aufpunkt r befinde 
und senkrecht zu r orientiert sei. Die durch diese Fläche 
hindurchtretende Leistung dP ist gleich dem Betrage des 
Poynting-Vektors S mal der Fläche dA. Der Buchstabe d 
deutet daraufhin, daß wir die infinitesimale Leistung be¬ 
trachten, die durch das Flächenelement dA hindurch tritt: 

dP(r,t) = | S(r,t) | dA 

<7135) 


Der Winkel zwischen a(t') und r sei 0(t'). Dabei ist a(t') 
die augenblickliche retardierte Beschleunigung und r der 
Ortsvektor konstanter Richtung, der aus der Umgebung 
von Q zum Aufpunkt weist. Gemäß Bild 7.8 erhalten wir 
dann 

ai(t') = a 2 (t')sin 2 0(t'). (7.136) 

Somit kann Gl. (7.135) in der Form 

dP(r,t) = - J a 2 (t') sin 2 0(t')^ (7.137) 


geschrieben werden. 


Die nach allen Richtungen emittierte momentane 
Gesamtleistung. Halten wir nun t' fest und integrieren 
wir dP über alle Richtungen r, also über die Oberfläche 
einer Kugel vom Radius r. Träge der Faktor sin 2 0(t') 
nicht auf, so könnten wir die Integration auf triviale 
Weise ausfiihren, indem wir einfach die infinitesimale 
Fläche dA durch die Gesamtfläche Am 2 der Kugel er¬ 
setzten. Der erwähnte Faktor ist jedoch da, weshalb wir 
seine Änderung berücksichtigen müssen. Wir integrieren 
ja über verschiedene infinitesimale Flächen dA in ver¬ 


schiedenen Aufpunkten, die über die Kugel verteüt sind. 


Also güt 


p ( t ) = ^ aI < t ')sin 2 ö(t'), 


O-i. 

(7.138) 

wobei 


sin 2 0(t) — Jsin 2 0(t) f2 • 

(7.139) 


Zur Berechnung dieses Integrals kann man die in Büd 7.10 
erläuterten Kugelkoordinaten benutzen. Das Differential 
dA ist die Fläche eines infinitesimalen Rechtecks mit den 
Seitenlängen rd0 und rsin0d<£. Somit folgt 

dA (rd0)(rsind d</>) 

-p- =-^-= ad sin 6 d</>. (7.140) 

Sie können leicht zeigen (Übung 40), daß 

sin 2 0(t')=§ (7.141) 

gilt. 

Wir leiten nun Gl. (7.141) kurz her. Der Vektor r hat 
längs der „Polarachse“, die wir als z-Achse bezeichnen 
wollen, die Komponente r cos0. Daher güt z = rcos0. 
Mitteln wir z 2 über alle Richtungen 0 und bleiben wir auf 
einer Kugel (halten wir also r fest), so muß dasselbe Er¬ 
gebnis herauskommen wie für den Mittelwert von x 2 



Bild 7.10 

Kugelkoordinaten. Die infinitesimale Fläche, 
die am Ende des Radiusvektors r liegt und 
senkrecht zu diesem orientiert ist, hat den 
Betrag r 2 dy sind de. 
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oder y 2 . In jedem Punkt gilt aber x 2 + y 2 + z 2 = r 2 , wes¬ 
halb 

r 2 = r 2 = x 2 + y 2 + z 2 = x 2 + y 2 + z 2 
= 3z 2 = 3r 2 cos 2 0. 

Daher 

sin 2 0 = 1 cos 2 0 = 1 - 5 = 5 . (7.142) 


Eine berühmte Gleichung für die emittierte Leistung. 

Setzen wir den soeben gebildeten Mittelwert von sin 2 0(t') 
in Gl. (7.138) ein, so erhalten wir 


P(t) = ffa 2 (t'), 


t' = t- 


£ 

C ' 


(7.143) 


Durch eine Kugel vom Radius r t tritt zum Zeitpunkt t t 
eine bestimmte Leistung r^ch außen. Diese ist gemäß 
Gl. (7.143) gleich jener Leistung, die durch irgendeine 
andere Kugel vom Radius r 2 zu einem Zeitpunkt t 2 aus- 
tritt, der zu demselben retardierten Zeitpunkt t' gehört. 
Dies bedeutet nichts anderes, als daß die Energie erhalten 
bleibt und mit Lichtgeschwindigkeit nach außen wandert. 
Beachten Sie, daß dieses Ergebnis deshalb herauskommt, 
weil das Femfeld sich mit r “ 1 ändert. Dann nimmt näm¬ 
lich die austretende Energieflußdichte |S| (in erg/cm 2 s) 
mit r -2 ab; die Energie ist aber über eine Kugel verteilt, 
deren Oberfläche bekanntlich proportional r 2 ist. Bei der 
Multiplikation heben sich die beiden Faktoren r ~ 2 und r 2 
auf. Daher ist die gesamte hinausgehende Leistung auf 
einer Kugel, deren Radius mit Lichtgeschwindigkeit an¬ 
wächst, konstant. 


Femfelder und „Nahfelder“. Eine bewegte Ladung er¬ 
zeugt zeitlich veränderliche elektrische und magnetische 
Felder. Die exakte Lösung zeigt, daß unter diesen nicht 
nur die mit r _1 abnehmenden „Fernfelder“, sondern noch 
weitere Felder auftreten, die zu r " 2 und r ~ 3 proportional 
sind. In hinreichend geringen Entfernungen überwiegen 
diese zeitlich veränderlichen r~ 2 - und r~ 3 -Felder, die auch 
als „Nahfelder“ bezeichnet werden. In der „Nahzone“ 
einer Radioantenne oder eines Atoms sind diese Felder 
von Wichtigkeit, in hinreichend großen Entfernungen r 
kann man sie jedoch gegenüber dem zu r -1 proportiona¬ 
len Fernfeld vernachlässigen. Z.B. liefern sie in größeren 
Entfernungen keinerlei Nettobeitrag zu der hinausgehen¬ 
den Leistung, wohl aber erzeugen sie in der Nahzone 
einen Beitrag zum Poynting-Vektor S(r,t). Sie bewirken 
einen Energiestrom, der zeitweise nach innen, zeitweise 
nach außen gerichtet ist, ähnlich wie in einer stehenden 
Welle. Eine schwingende Punktladung erzeugt also keine 
„reine“ auslaufende Kugelwelle, sondern einen Mischtyp 
aus laufenden und stehenden Wellen. Dabei überwiegen 


die stehenden Wellen in kleinen, die laufenden Wellen 
hingegen in großen Entfernungen. Ein entferntes Nach¬ 
weisgerät wird nur durch die laufenden, ein in der Nähe 
befindliches sowohl durch die stehenden als auch durch 
die laufenden Wellen beeinflußt. 

Definition des Raumwinkels. Eine infinitesimale 
Fläche dA befinde sich im Aufpunkt r und sei senkrecht 
zu r orientiert. Der infinitesimale Raumwinkel d£2, der 
von dA bezüglich des Ursprungs aufgespannt wird, ist als 

dA 

<m = ^f (7.144) 

definiert. Er wird in dimensionslosen Einheiten, Steradi¬ 
ant oder kurz sr gemessen. Betrachten Sie nun eine Kugel 
vom Radius r, deren Mittelpunkt im Ursprung liege. Ihre 
Oberfläche setzt sich aus vielen infinitesimalen Flächen¬ 
elementen zusammen. Jedes von diesen ist senkrecht 
zum Radiusvektor orientiert, der es mit dem Ursprung 
verbindet. Daher kann man jedem infinitesimalen Flächen¬ 
element einen infinitesimalen Raumwinkel zu ordnen. 

Den vollen von der Kugel aufgespannten Raumwinkel 
erhält man durch Aufsummieren aller infinitesimalen 
Raumwinkel, er ist also gleich der Gesamtoberfläche der 
Kugel dividiert durch r 2 : 

S2=JdS2 = J^= = 47 rsr. (7.145) 

Wir bringen noch eine andere Herleitung der Gl. (7.145). 
Gemäß Gl.(7.140) lautet der infinitesimale Raumwinkel d£2 
in Kugelkoordinaten 

d£2 = sin0 dB (7.146) 

mit positivem d<p und d 0 , oder 

d£2 = dy d(cos0), (7.147) 

wobei dip und d(cos0) positiv sind. Die Variable <p läuft 
von Null weg bis 2ir , die Variable 6 von Null bis tt und die 
Variable cosö von —1 bis +1. Der volle Raum Winkel, der 
von einer den Ursprung umschließenden Fläche aufge¬ 
spannt wird, lautet 

2tt +1 

H = J d £2 = J dy j* d(cos 6) = (2n) • 2 = 4tt sr. 

o -i (7.148) 

Die Leistung, die in den infinitesimalen Raumwinkel 
d£2 hinausgestrahlt wird. Mit Hilfe der Definition des 
Raumwinkels können wir Gl. (7.137) in der einfacheren 
Form 

dP(r,t) = - Ja 2 (t') sin 2 0(t') (7.149) 

schreiben. 

Elektrische Dipolstrahlung. Führt Q längs einer festen 
Richtung x eine harmonische Bewegung aus, so wird die 
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emittierte Strahlung als elektrische Dipolstrahlung be¬ 
zeichnet. In diesem Falle gilt 

X(t') = Xq cos cot' 

a(t') = xx (t') = - cj 2 xx (t'). (7.150) 

Der über eine Schwingung gebildete Mittelwert der Lei¬ 
stung, die in dem Raumwinkel d£2 emittiert wird, lautet 

dp ( r ) = <a2 (*')> sin2 6 

= co 4 <x 2 (t')> sin 2 6 . (7.151) 

Q, 6 47T 

Den zeitlichen Mittelwert der gesamten, in alle Richtungen 
emittierten Leistung erhalten wir durch Integration über 
den vollen Raumwinkel. Dazu ersetzen wir in Gl. (7.151) 
einfach d£2 durch £2 = 4n und sin 2 0 durch seinen Mittel- 
wert |: 

p =|-^w 4 <x 2 (t' )> . (7.152) 


Natürliche Linienbreite des von einem Atom emittier¬ 
ten Lichts. Mit Hilfe von Gl. (7.152) erhalten wir eine ein¬ 
fache klassische Abschätzung der Abklingzeit eines Atoms, 
das bei freier Rückkehr in den Grundzustand elektrische 
Dipolstrahlung emittiert. Es ist äußerst bemerkenswert, 
daß das Ergebnis mit den experimentell beobachteten 
Werten übereinstimmt, obwohl wir bei seiner Herleitung 
niemals explizit die Quantentheorie verwenden werden. 


Wir betrachten ein einfaches klassisches Atommodell. 
Danach besteht das Atom aus einem „Elektron“ der 
Ladung Q = — e und der Masse m, das mittels einer Feder 
der Federkonstanten mcoo an einen schweren „Kern“ 
gebunden ist. Erteilt man dem Atom zur Zeit Null die 
Anregungsenergie E 0 , so führt es eine schwach gedämpfte 
harmonische Bewegung mit der Kreisfrequenz co 0 aus. 
(Dabei vernachlässigen wir die geringe Frequenzänderung, 
die durch die Dämpfung verursacht wird. Wir machen uns 
also nicht die Mühe, oc 2 = cjq ~ \ F 2 statt czu verwen¬ 
den.) Die Energie des Atoms lautet 

E(t) = E 0 e-*/ T . (7.153) 

Der Kehrwert 1/r der Abklingzeit ist gleich der relativen 
Energieabnahme pro Zeiteinheit: 


1 f dE] 1 


E 


dt 


(7.154) 


Die Energie E(t) lautet 

E(t) = “mojoX 2 (t) + ^mx 2 (t). (7.155) 

Wir dürfen die während einer Schwingung auftretende 
Änderung von E(t) vernachlässigen und die augenblick¬ 
lichen Größen auf der rechten Seite von Gl. (7.155) durch 
ihre zeitlichen Mittelwerte ersetzen: 


E(t) = \ mo?o <x 2 (t)> + \ m <x 2 (t)> 
= \ mo?o <x 2 > + \ mcoo <x 2 ), 


d.h., 

E(t) = mcol (x 2 >. (7.156) 

Nun nehmen wir an, daß die Dämpfung ausschließlich 
von jenem Energieverlust herrühre, der durch die Emission 
elektromagnetischer Strahlung verursacht wird. Dabei 
handelt es sich um elektrische Dipolstrahlung, deren Lei¬ 
stung durch Gl. (7.152) angegeben wird: 

--f = p =f ^F^ <x2> . (7.157) 


Durch Kombination der Gin. (7.154), (7.156) und (7.157) 
erhalten wir die natürliche Linienbreite des von einem 
Atom emittierten Lichts: 



P 

E 


2^(4 

3 c 3 m 


(7.158) 


Dabei haben wir berücksichtigt, daß die Halb wertsbreite, 
die im Fourierspektrum der Strahlung eines gedämpften 
Oszillators auftritt, gleich dem Kehrwert der Abklingzeit 
ist. Gl. (7.158) güt für die Strahlung jedes gedämpften elek¬ 
trischen Dipols, dessen Dämpfung ausschließlich durch 
Strahlungsverluste verursacht wird. Bei einem Atom, das 
sichtbares Licht emittiert, können wir folgende Werte an¬ 
nehmen: X 0 = 5000 A= 500 nm = 5-IO" 5 cm, 
p 0 - c/X 0 =(3-10 lo )/(5-10" 5 ) = 610 14 Hz. Für e undm 
setzen wir die Elementarladung e = 4,8 IO -10 esE bzw. 
die Elektronenmasse m = 0,91 IO" 27 g ein. 

Somit erhalten wir 

_ 3 c 3 m 
7 2 e 2 o?o 

_ 3 (3-IO 10 ) 3 0,91 • IO' 27 

" 2 (4,8 • 1(T 10 ) 2 (2n) 2 (6 • 10 14 ) 2 S 

« 4,5 • 1CT 8 s. (7.159) 


Wir sollten uns merken, daß die Abklingzeit frei in den 
Grundzustand zurückkehrender Atome, die sichtbares 
Licht emittieren, r ~ 10“ 8 s beträgt. 

Wir werfen nun eine Frage auf, zu deren Beantwortung 
wir unsere Ergebnisse für die Dipolstrahlung heranziehen 
können: 

Warum ist der Himmel blau? Wir wollen nun unter¬ 
suchen, wie ein einzelnes Luftatom in Abhängigkeit von 
der Frequenz das Sonnenlicht in Ihre Augen streut. Es 
wird sich herausstellen, daß Blau stärker als Rot gestreut 
wird. Dies ist der Grund für das Blau des Himmels. (Son¬ 
nenuntergänge sind deshalb rot, weil das Blau weitgehend 
ausgeschieden wird und das Rot übrigbleibt.) Sie können 
diesen Farbeffekt auf folgende Weise leicht selbst demon¬ 
strieren : Nehmen Sie eine Glasschale oder einen Glas¬ 
krug voll Wasser, geben Sie einige Müchtropfen hinein 
und rühren Sie um. Wenn Sie nun das Wasser mit einer 
Taschenlampe geeignet anleuchten, so läßt sich der durch 
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das Wasser gehende Strahl auf zwei Arten beobachten: 
Entweder können Sie ihn auf Grund der Streuung an den 
suspendierten Milchmolekülen von der Seite betrachten, 
oder aber Sie blicken durch das Wasser hindurch gerade¬ 
wegs auf die Taschenlampe. Beachten Sie die Blautönung 
des gestreuten Lichts - sie entspricht dem Blau des 
Himmels. Beim durchgehenden Licht werden Sie hingegen 
eine rote Färbung feststellen — diese entspricht dem 
Sonnenuntergang. Den Effekt allmählich dichter werden¬ 
den Nebels können Sie simulieren, indem Sie weitere 
Milch beigeben, aber immer nur wenige Tropfen auf 
einmal. 

Betrachten Sie ein Elektron in einem „klassischen 
Milchmolekül“. Es werde durch das elektrische Feld der 
laufenden elektromagnetischen Welle, die von der Taschen¬ 
lampe erzeugt wird, erregt und befinde sich im stationären 
Zustand. Verläuft der Strahl der Taschenlampe in der 
Richtung von z, so hat das elektrische Feld in der laufen¬ 
den Welle nur eine x- und eine y-Komponente. Wir wollen 
uns darauf beschränken, die x-Komponente des elektri¬ 
schen Feldes im Strahl der Taschenlampe zu betrachten; 
für die y-Komponente erhält man analoge Ergebnisse. 
Betrachten wir ferner nur eine einzige Farbe, also eine 
einzige Partialwelle des „weißen“ Lichts. (Dieses enthält 
sowohl Frequenzen im sichtbaren Bereich als auch solche, 
die wir mit unseren Augen nicht unmittelbar feststellen 
können.) Dann lautet das elektrische Feld E x (t) am Orte 
der Müchmoleküle 

E x = E 0 coscot. (7.160) 

Nehmen Sie an, ein „Elektron“ des Müchmoleküls sei 
mittels einer Feder der Federkonstanten mcol an den 
„Müchkern“ gebunden. Wir wollen die Dämpfung vernach¬ 
lässigen, nehmen also an, daß die erregende Frequenz co 
nicht in der Nähe der Eigenfrequenz co 0 liege. Dann lautet 
die Bewegungsgleichung des Elektrons 

mx = - mcol + QE X . (7.161) 


Im stationären Zustand beschreibt x(t) eine harmonische 
Schwingung mit der Kreisfrequenz c o. Daher güt 
x(t) = - co 2 x(t), und Gl. (7.161) liefert 


- mw 2 x(t) = — mcüo x(t) + QE X 


x(t) = 


QE x (t) 

m(coo — co 2 ) ’ 


(7.162) 


Auf Grund der harmonischen Schwingung x(t) wird eine 
Dipolstrahlung emittiert. Die gesamte emittierte Leistung 
lautet nach Gl. (7.152) 


2 e 4 / 2 v 
: 3? rW <X> 

2 ^ 

3 c 3 


- CO 


—e 


|_m(<x>5 -co 2 )} 


<E 3 (t)>. 


(7.163) 


Nun haben wir beim Studium des Brechungsindex klassi¬ 
scher Glasmoleküle in Abschnitt 4.3 gefunden, daß die 


effektive Kreisfrequenz co 0 groß gegenüber den Kreis¬ 
frequenzen co des sichtbaren Lichts ist. Daher können 
wir in Gl. (7.163) co 0 ^ ^ annehmen. Wir sehen also, daß 
die gestreute Leistung der vierten Potenz der erregenden 
Kreisfrequenz co und folglich dem Kehrwert der vierten 
Potenz der erregenden Wellenlänge proportional ist: 

Pcco/a-A-. (7.164) 

Gesetz des blauen Himmels. Gl. (7.164) wird als 
„Rayleighsches Gesetz des blauen Himmels“ bezeichnet. 
Die Wellenlänge des roten Lichts beträgt 6500Ä = 650nm, 
die des blauen Lichts 4500 Ä = 450 nm. Das Verhältnis 
der beiden Wellenlängen ist gleich f| = 1,44, seine vierte 
Potenz gleich 4,3. Folglich wird blaues Licht gemäß 
Gl. (7.164) ungefähr viermal so stark gestreut wie rotes 
Licht. Deshalb ist der Himmel blau. Warum ist er aber 
so hell? Siehe hierzu Abschnitt 10.9. 


Totaler Streuquerschnitt. Stellen Sie sich vor, eine 
Billardkugel vom Radius R sitze inmitten eines breiten, 
gleichmäßigen Strahls aus stählernen Kugellagerkugeln, 
die mit der Geschwindigkeit v in Richtung von z fliegen. 
Jene Stahlkugeln, die mit der Bülardkugel elastisch Zu¬ 
sammenstößen, werden aus dem Strahl hinausgestreut. 
Die in ihnen steckende Energie wird dem Strahl entzogen 
und auf andere Richtungen verteüt. Die Gesamtzahl der 
pro Sekunde gestreuten Kugeln ist gleich dem Produkt aus 
der Flußdichte der einfallenden Kugeln, gemessen in 
Kugeln pro Quadratzentimeter und pro Sekunde, mal 
dem totalen Streuquerschnitt o = 7 tR 2 unserer Kugel: 


pro Sekunde = Flußdichte der (7 165) 

gestreute Kugeln einfallenden Kugeln. v * } 

Da wir bei allen Kugeln elastische Streuung annehmen, 
hat jede gestreute Kugel dieselbe Energie wie eine einfal¬ 
lende Kugel. Multiplizieren wir beide Seiten der Gl. (7.165) 
mit der Energie einer einfallenden Kugel, so liefert 
Gl. (7.165) 


pro Sekunde 
gestreute Energie 


„ einfallende Energie- , n 
° ' flußdichte. < 7 ' 166 ) 


Durch geeignete Deutung der Gl. (7.166) können wir nun 
den totalen Wirkungsquerschnitt für die elastische Streu¬ 
ung von Licht durch ein klassisches Müchmolekül definie¬ 
ren : Die pro Sekunde „gestreute“ Energie sei als die 
emittierte Leistung P des erregten Elektrons definiert , 
wobei die einfallende Energieflußdichte gleich der elek¬ 
tromagnetischen Energieflußdichte S z ist. Also definieren 
wir astreu in Analogie mit Gl. (7.166) als 


E ^Streu * ^ (E x (t)). 


(7.167) 


Durch Vergleich der Gin. (7.167) und (7.163) erhalten wir 


^Streu 


4tt P _ 8 / e 2 \ 2 co 4 
c <E X > 3 \mc 2 / (col—co 2 ) 2 


(7.168) 
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7. Zwei- und dreidimensionale Wellen 


Gl. (7.164) sagte aus, daß die gestreute Intensität für 
oo 0 > co proportional co 4 ist. Jetzt haben wir eine genau¬ 
ere Formulierung dieses Sachverhalts gefunden, denn 
Gl. (7.168) liefert uns die Frequenzabhängigkeit des tota¬ 
len Streuquerschnitts für die elastische Streuung von Licht 
an einem Atom , wobei unser klassisches Modell zugrunde 
liegt. Die Größe e 2 /mc 2 hat die Dimension einer Länge, 
wie es sein muß, da o die Dimension einer Länge zum 
Quadrat aufweist und der frequenzabhängige Faktor in o 
ein dimensionsloses Verhältnis darstellt. Man bezeichnet 
e 2 /mc 2 aus historischen Gründen als klassischen Elek¬ 
tronenradius r 0 oder als Lorentzschen Elektronenradius : 

e 2 (4,8 IO" 10 ) 2 

r °~ mc 2 " 0,91-IO“ 27 (3-IO 10 ) 2 Cm 

= 2,82-10“ 13 cm. (7.169) 

Klassischer Streuquerschnitt nach Thomson. Hat die 
„Feder“, mit der das Elektron an den Kern gebunden ist, 
die Federkonstante Null, so besteht überhaupt keine Bin¬ 
dung, das Elektron ist also frei. Dann verschwindet auch 
c o 0 . Daher erhält man den Streuquerschnitt für elastische 
Streuung von Licht an einem freien Elektron, der auch 
als klassischer Streuquerschnitt nach Thomson bezeichnet 
wird, indem man in Gl. (7.168) co 0 = 0 setzt : 

^Thomson = f "r 2 = § • 3,14 • (2,82 • 10- 13 ) 2 cm 2 

= 0,67 10“ 24 cm 2 . (7.170) 

Nun mag Ihnen ein Streuquerschnitt von 10" 24 cm 2 viel¬ 
leicht nicht als groß erscheinen. Doch in einem besonderen 
Zweig der Physik, nämlich in der Kernphysik, erschien er 
an einem bestimmten Punkt der historischen Entwicklung 
so groß wie eine Scheunenwand. Daher bezeichnet man 
diese Einheit als barn (engl, „barn“ = Scheune): 

1 barn = 10" 24 cm 2 . (7.171) 

Streuquerschnitte von Atomkernen werden gewöhnlich in 
Millibarn, abgekürzt mb, angegeben. Der durch Gl. (7.170) 
angegebene Thomsonsche Streuquerschnitt läßt sich leicht 
merken: Er ist sehr groß, nämlich § barn. 


7.6. Übungen und Heimversuche 

1. Zickzackförmige laufende Wellen. Zeigen Sie, daß die in 
Gl. (7.34) angegebene Identität gilt. Diese ist die Grundlage 
dafür, daß man Wellen in einem Wellenleiter durch „zickzack¬ 
förmige laufende Wellen“ beschreiben kann. Sie liefert ferner 
ein Beispiel für die Tatsache, daß dreidimensionale laufende 
harmonische Wellen ein „vollständiges Funktionensystem“ 
zur Beschreibung allgemeiner dreidimensionaler Wellen bilden. 
Selbstverständlich bilden dreidimensionale stehende Wellen 
ebenfalls ein vollständiges Funktionensystem. 

2. Grenzwinkel der inneren Totalreflexion. 

a) Zeigen Sie, daß der Grenzwinkel der inneren Totalreflexion 
bei Glas vom Brechungsindex 1,52 ungefähr 41,2° beträgt. 


b) Wie groß ist der Grenzwinkel für Wasser vom Brechungs¬ 
index 1,33 ? Bewirkt ein Wasserprisma, dessen Grund¬ 
fläche ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck darstellt 
(vgl. Bild 7.3), die Umkehrung von Licht ohne alle Ver¬ 
luste (die durch Brechung des Lichts in die Luft entstehen 
könnten)? Nehmen Sie zuerst an, das Wasser grenze un¬ 
mittelbar an die Luft, und berücksichtigen Sie sodann die 
Mikroskopgläser, die die Wände Ihres Wasserprismas bilden. 

3. Umkehrprisma aus Wasser - Heimversuch. Stellen Sie mit 
Hilfe zweier Mikroskopgläser und etwas Kitt oder Klebeband 
ein Wasserprisma her. Leuchten Sie mit einer Taschenlampe 
von oben auf die Wasseroberfläche und überprüfen Sie die 
Ergebnisse von Übung 2b. 

4. Umkehrprisma. Das in Bild 7.3 dargestellte Umkehrprisma 
aus Glas kehrt bei bestimmten Einfallswinkeln das Licht um, 
so daß dessen Austrittsrichtung zur Einfallsrichtung entgegen¬ 
gesetzt ist. Zeigen Sie, daß dies nicht bei dem dargestellten 
senkrechten Einfall, sondern bei anderen Einfallswinkeln der 
Fall ist. 

5. Umkehrprisma. Berechnen Sie die Eindringtiefe (die Schwä¬ 
chungslänge k _ 1 = 5 der Amplitude) für sichtbares Licht der 
Wellenlänge 5500Ä=550 nm, das durch das Glasprisma von 
Bild 7.3 umgekehrt wird. Wir meinen dabei die Ein dringtiefe 
senkrecht zu einer der beiden hinteren Glas-Luft-Grenz- 
flächen. Nehmen Sie bei der Berechnung an, der Strahl falle 
wie im Bild senkrecht ein. Der Brechungsindex sei 1,52. 
Lösung: 8 = 2,2 ■ IO -5 cm. 

6. Licht im Vakuum. Für Licht oder Mikrowellen in einem 
Wellenleiter haben wir folgendes gefunden: Liegt die Frequenz 
unterhalb der Grenzfrequenz, so ist die z-Richtung (die Rich¬ 
tung des Wellenleiters) „reaktiv“, die beiden anderen Rich¬ 
tungen sind es hingegen nicht. Ist es nun prinzipiell möglich, 
einen „verallgemeinerten“ Wellenleiter zu konstruieren, in 
dem alle drei Richtungen x, y und z reaktiv sind? 

7. Faseroptik. Man kann Licht in Wellenleitern aus Glasfasern 
„weiterleiten“: Das Licht bleibt im Glas, denn sein Einfalls¬ 
winkel ist größer als der Grenzwinkel der Totalreflexion, so 
daß es an der Glas-Luft-Grenzfläche „abprallt“. Bei zu gerin¬ 
gem Durchmesser wird die Faser jedoch zu einem Wellenleiter, 
in dem die Frequenz des Lichts unterhalb der Grenzfrequenz 
liegt. Nehmen Sie an, der Querschnitt der Fasern sei recht¬ 
eckig. Schätzen Sie die kleinste Seitenlänge ab, bei der die 
Faser noch dispergierend ist, bei der sie also noch sichtbare 
laufende Lichtwellen leitet. 

Lösung: Seitenlänge > 1,7 • 10 -5 cm für \ = 5000 Ä= 500nm. 

8. Grenzwinkel bei Reflexion an der Ionosphäre. Ersetzen Sie 
in Bild 7.4 das Glas links von z = 0 durch Vakuum und die 
Luft rechts von z = 0 durch das (idealisierte) Plasma der Iono¬ 
sphäre, wobei die Grenzfläche scharf definiert und das Plasma 
homogen beschaffen sei. Zeigen Sie, daß es zu jedem Einfalls¬ 
winkel 61 eine Grenzfrequenz cjq,. gibt, die von diesem Ein¬ 
fallswinkel abhängt und bei senkrechtem Einfall gleich der 
Plasmafrequenz wpi ist. Zeigen Sie ferner, daß zu jeder Kreis¬ 
frequenz cj ein Grenzwinkel der Totalreflexion existiert, so 
daß die Welle in der Ionosphäre exponentiell wird, wenn ihr 
Einfallswinkel diesen Grenzwinkel überschreitet. Nehmen Sie 
als Beispiel für die Plasmafrequenz vp\ = 25 MHz an und er¬ 
mitteln Sie den Grenzwinkel für Mikrowellen der Frequenz 
v= 100 MHz. 

Lösung: Bei festem Q x gilt u>Gr = wpi/cos 0!. Für eine feste 
Kreisfrequenz cj >topi gilt cosÖQr = topi/to. 
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9. Wie ein Fisch die oberhalb des Wassers liegende Welt sieht — 
Heimversuch. Zur Durchführung dieses Versuchs benötigen 
Sie einen stillen Teich, einen Swimmingpool oder ein 
Schwimmbad. Die Wasseroberfläche sollte natürlich „glatt“ 
sein. Setzen Sie sich eine Taucherbrille auf, tauchen Sie unter, 
wenden Sie sich auf den Rücken und blicken Sie hinauf. 

Sagen Sie (jetzt) voraus, was Sie sehen werden. 

10. Phasengeschwindigkeit von Wasserwellen in Abhängigkeit von 
der Wassertiefe. Ein Aquariumbehälter mit rechteckiger Grund¬ 
fläche (oder eine an der Innenseite angestrichene Kartonschach¬ 
tel oder etwas Ähnliches) habe in der x-Richtung die Länge 

25 cm. Der Behälter werde bis zu einer bestimmten Gleich¬ 
gewichtstiefe angefüllt, sodann werde die niedrigste sinus¬ 
förmige Eigenschwingung (die Grundschwingung) angeregt 
(vgl. Bild 7.5). 

a) Wie groß ist die Phasengeschwindigkeit (in cm/s) von Tief¬ 
wasserwellen? Erinnern Sie sich, daß Sie die Phasen¬ 
geschwindigkeit auch anhand von stehenden Wellen defi¬ 
nieren können. 

b) Tragen Sie für diese Eigenschwingung und diesen Behälter 
die Phasengeschwindigkeit (in cm/s) gegen die Wassertiefe h 
(in cm) auf. Verwenden Sie dabei die exakte Dispersions¬ 
relation Gl. (7.72) für Wellen kleiner Amplitude. Zeigen 
Sie anhand Ihres Diagramms den „Grenzfall tiefen Wassers“. 
Zeichnen Sie ferner in dasselbe Diagramm eine analoge 
Kurve ein, wobei Sie aber die Gleichung für die Phasen¬ 
geschwindigkeit von Seichtwasserwellen verwenden sollen, 
als gälte sie unabhängig von der Wellenlänge für alle h. 

11. Dispersionsrelation für Wasserwellen - Heimversuch. Ein 
rechteckiger Behälter habe in der x-Richtung eine Länge von 
30 cm, doch eignen sich alle Gefäße mit Längen zwischen 
15 cm und 60 cm. Die Tiefe des Behälters sollte mindestens 
| mal so groß sein wie seine Länge, so daß Sie den Grenzfall 
tiefen Wassers hersteilen können. Am besten eignet sich hier¬ 
für ein Aquariumbehälter. Am billigsten kommt natürlich eine 
Kartonschachtel, auf deren Innenseite wasserabstoßende Farbe 
aufgesprüht ist; sie hält länger, und Sie werden nicht naß. Die 
Dämpfung, die durch das Durchbiegen des Kartons verursacht 
wird, reduziert die Abklingzeiten der Eigenschwingungen, 
weshalb sich eine Kartonschachtel weniger gut eignet als ein 
Behälter aus Glas oder steifem Plastik. Auch ist es netter, 
durch die Wände ins Innere des Behälters blicken zu können. 
Trotzdem, es geht auch mit einer Kartonschachtel. 

a) Grundschwingung. Führen Sie für die Grundschwingung, 
dargestellt in Bild 7.5, und für Ihren speziellen Behälter 
die folgenden Aufgaben aus. Berechnen Sie \ sowie 5 und 
tragen Sie den theoretisch berechneten Ausdruck für die 
Phasengeschwindigkeit v^ = \v als Funktion der Wasser¬ 
tiefe h auf, wie es in Übung 10 diskutiert wurde. (Verwen¬ 
den Sie dabei die „exakte“ Dispersionsrelation Gl. (7.72).) 
Füllen Sie sodann den Behälter bis zu einer beliebigen 
Höhe h an und mengen Sie etwas Kaffeesatz bei, so daß 
Sie die Bewegung überall im Wasser verfolgen können. 

Regen Sie die Grundschwingung durch sachtes Vor- und 
Zurückbewegen des Behälters an und lassen Sie diesen los, 
wenn sie zu beobachten ist. Messen Sie ihre Frequenz, wo¬ 
zu sich eine gewöhnliche Uhr eignet. Berechnen Sie Ihren 
experimentellen Wert für v^ und zeichnen Sie den zuge¬ 
hörigen Meßpunkt in jenes Diagramm ein, in dem der 
theoretische Ausdruck für die Phasengeschwindigkeit auf¬ 
getragen ist. Wiederholen Sie den Versuch für verschiedene 
Werte von h. Dabei sollte mindestens je ein Punkt im „Tief¬ 
wasserbereich“, im „Seichtwasserbereich“ und im Über¬ 
gangsbereich h % 8 liegen. 


b) Nächsthöhere Eigenschwingung. Bei Verwendung eines 
Kartonbehälters können Sie jene Eigenschwingung anregen, 
bei der \p y in der Mitte (bei x = 0) einen Bauch hat und 
die Länge des Behälters gleich einer Wellenlänge ist. Wie 
läßt sich diese Eigenschwingung anregen? Warum kann 
man sie nicht anregen, wenn der Behälter starr ist? Dann 
ist die nächsthöhere leicht anregbare Eigenschwingung jene, 
bei der / gleich drei halben Wellenlängen ist und \py bei 

x = 0 einen Bauch hat (Bild 7.5). Berechnen Sie für diese 
Eigenschwingung und für diesen Behälter 8 und die zu er¬ 
wartende Frequenz. Bewegen Sie sodann den Behälter mit 
dieser Frequenz, um die Eigenschwingung zu erregen. 
Messen Sie schließlich die Frequenz dieser freien Eigen¬ 
schwingung, sobald Sie herausgefunden haben, wie man 
sie erregt. 

c) Vorübergehende Schwebungen. Für diesen Versuch benö¬ 
tigen Sie ein Metronom, das Sie sich ausborgen oder selbst 
anfertigen können. Dazu eignet sich eine Suppendose oder 
ein anderer Gegenstand, den man an eine Schnur veränder¬ 
licher Länge hängt und als Pendelkörper gegen ein Stück 
Papier schlagen läßt, so daß ein Geräusch entsteht. Lassen 
Sie nun das Metronom ticken und bewegen Sie den Behäl¬ 
ter sachte und gleichmäßig mit der Metronomfrequenz. 
Verändern Sie die Schnurlänge bzw. die Metronomfrequenz 
in kleinen Schritten, so daß die zu der in Teil b) beschriebe¬ 
nen zweiten Eigenschwingung gehörende Eigenfrequenz 
durchlaufen wird. Dabei sollten Sie vorübergehende Schwe¬ 
bungen hören, wobei die Schwebungsfrequenz durch die 
erregende Frequenz und die Eigenfrequenz bestimmt wird. 
Die Schwebungen treten ganz deutlich auf, wenn Sie in die 
Nähe der Eigenfrequenz kommen. Bei diesen Versuchen 
werden Sie übrigens viele Erscheinungen bemerken, die 
durch die Theorie der „kleinen Schwingungen“ nicht erfaßt 
werden! Vielleicht gelingt es Ihnen, die Halbwertsbreite At o 
der Resonanzkurve abzuschätzen - ich habe es nicht ver¬ 
sucht. Berechnen Sie aber diese Halbwertsbreite, indem Sie 
die Abklingzeit der Eigenschwingung grob messen und 
dann die berühmte Beziehung AvAt^l verwenden, die 
zwischen der Bandbreite und der Abklingzeit einer ge¬ 
dämpften Eigenschwingung besteht. 

12. Klassische Wellengleichung. Leiten Sie die klassische Wellen¬ 
gleichung für B auf jenem Wege her, der in der Folge von 

Gl. (7.79b) angedeutet wurde. 

13. Strahlungsdruck des Sonnenlichts. Die Solarkonstante außer¬ 
halb der Erdatmosphäre sei vorgegeben und betrage 

1,94 cal/cm 2 - min (= 1,35 • 10 6 erg/cm 2 s). Berechnen Sie 
unter den unten angeführten Bedingungen a) und b) den 
Strahlungsdruck (in dyn/cm 2 ), der bei senkrechtem Lichtein¬ 
fall an der Erdoberfläche auftritt, und vergleichen Sie das Er¬ 
gebnis mit dem Luftdruck in Seehöhe. 

a) Die Erde sei „schwarz“, absorbiere also das gesamte Licht. 

b) Die Erde sei ein perfekter Spiegel, reflektiere also das ge¬ 
samte Licht. 

Lösung: a) Etwa 5 • 10 _11 atm (1 atm % 10 6 dyn/cm 2 ). 

14. Strahlungsdruck. (Arbeiten Sie zuerst Übung 13 durch.) Der 
Strahlungsdruck des Sonnenlichts bewirkt eine effektive ab¬ 
stoßende Kraft zwischen Sonne und Erde. 

a) Zeigen Sie, daß diese effektive abstoßende Kraft propor¬ 
tional r -2 ist. Wäre also die Erde doppelt so weit von der 
Sonne entfernt, so wäre die auf sie wirkende Nettokraft 
genau wie die Schwerkraft viermal geringer. 
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b) Wiederholen Sie das Keplersche Gesetz. Zeigen Sie, daß es 
sich für Kreisbahnen in der Form tu 2 R 3 = nvy schreiben 
läßt. Dabei ist t o die Winkelgeschwindigkeit eines die Sonne 
umkreisenden Planeten, R der Abstand zwischen der Sonne 
und dem Planeten, m die Masse der Sonne und 7 die Gravi¬ 
tationskonstante. 

c) Nun beschreibe eine „schwarze“ Kugel mit der Massen¬ 
dichte p und dem Radius r eine Gleichgewichtskreisbahn 
um die Sonne. Zeigen Sie, daß das Keplersche Gesetz 
„korrigiert“ und in die Form tu 2 R 3 = nvy - (P/ 47 rc)( 3 / 4 pr) 
gebracht werden muß, wobei P die gesamte von der Sonne 
emittierte elektromagnetische Leistung ist. 

d) Die Solarkonstante sei wie in Übung 13 gegeben, und die 
Sonne befinde sich 149 • 10 6 km von derErde entfernt. 
Berechnen Sie P (in erg/s). 

e) Ein „Staubteilchen“ beschreibe eine Kreisbahn um die 
Sonne. Seine Massendichte sei die des Wassers, also 

1,0 g/cm 3 . Bei welchem Teilchenradius r wird die durch 
den Strahlungsdruck erzeugte abstoßende Kraft durch die 
anziehende Gravitationskraft aufgehoben? Wie verhält 
sich ein solches oder kleineres Staubteilchen? 

f) Ein „Komet“ bestehe aus kleinen Staub-, Eis- oder sonsti¬ 
gen Teilchen, die alle dieselbe Massendichte und denselben 
Radius haben mögen. Ändert ein solcher „Komet“ seine 
„Gestalt“, wenn er an der Sonne vorbeizieht? Wir spre¬ 
chen nun zwar nicht mehr von kreisförmigen, sondern von 
elliptischen Bahnen, doch sollten Sie die Antwort trotz¬ 
dem erraten können. 

g) Der lange Schweif eines Kometen, der sich in die von der 
Sonne abgewandte Richtung erstreckt, rührt angeblich vom 
Strahlungsdruck her. Ein Komet (eine Wolke aus Staub¬ 
teilchen) beschreibe eine kreisförmige Gleichgewichtsbahn. 
Alle Teilchen dieses Kometen mögen dieselbe Winkelge¬ 
schwindigkeit haben. Dann können sie nicht alle denselben 
Gleichgewichtsabstand von der Sonne haben, denn der 
Komet erstrecke sich von Ri bis R 2 , wobei Ri den gering¬ 
sten, R 2 den größten Abstand zur Sonne darstelle. Nehmen 
Sie an, man könnte Ri und R 2 einfach dadurch bestimmen, 
daß man den ausgedehnten Kometen durch ein Fernrohr 
betrachtet. Zeigen Sie, wie man mit Hilfe dieser und an¬ 
derer leicht erhältlicher Informationen herausfinden kann, 
wie (oder in welchen Grenzen) die Radien r der Teilchen 
verteilt sind. Nehmen Sie dabei an, alle Teilchen seien 
„schwarz“ und hätten dieselbe Dichte wie Wasser. Natür¬ 
lich beweisen alle diese Überlegungen nicht, daß etwa der 
Strahlungsdruck bei der Bestimmung der auf Staubteilchen 
und Kometenschweife wirkenden abstoßenden Kraft wich¬ 
tiger wäre als z.B. der „Sonnenwind“ aus Protonen, die von 
der Sonne emittiert werden. 

15. Segeln mit Hilfe von Sonnenlicht. Ein „Sonnensegel“ soll so 
konstruiert werden, daß die von der Sonne herrührende Schwer¬ 
kraft die durch den Strahlungsdruck erzeugte abstoßende 
Kraft genau aufhebt, so daß das Segel im Raum „schweben“ 
kann. Dieses Segel bestehe aus aluminiumüberzogenem Plastik 
und habe eine Massendichte von 2,0 g/cm 3 . (Die Massendichte 
von Aluminium beträgt 2,7 g/cm 3 , die von Plastik etwa 1 g/cm 3 .) 
Das Segel trage keine „Nutzlast“, so daß es nur sein eigenes 
Gewicht „schleppen“ muß. Das Sonnenlicht werde vollständig 
reflektiert. Zeigen Sie, daß für die Dicke d des Segels die 
Beziehung 

2P/4ttc 


gelten muß, wenn das Segel im Inertialsystem in Ruhe bleiben 
soll. Die in dieser Gleichung auftretenden Symbole wurden in 
Übung 14 definiert. Zeigen Sie mit Hilfe von Übung 13, daß 
P = 3,8 • 10 33 erg/s. Zeigen Sie ferner mit Hilfe des Keplerschen 
Gesetzes, daß für die Erde nvy = 1,3 • 10 26 cm 3 /s 2 , wobei 
R = 149 • 10 6 km und v = 1 Umlauf pro Jahr. Weisen Sie nach, 
daß die Dicke d für p = 2 g/cm 3 rund 10 -4 cm betragen muß, 
wenn ich mich nicht verrechnet habe. Sie wäre also gleich 1 pm 
und somit zehn- oder hundertmal kleiner, als uns lieb ist. Auch 
würden wir gern eine Nutzlast befördern lassen. Es sieht so 
aus, als wäre die Bewegung auf einer Umlaufbahn notwendig, 
um das Segel vor dem Abstürzen auf die Sonne zu bewahren. 
Zeigen Sie, daß das Ergebnis dieser Aufgabe die Abmessungen 
eines „glänzenden würfelförmigen Staubteilchens“ liefert, das 
über der Sonne schwebt, wenn eine seiner Seitenflächen dieser 
zugekehrt ist. 

16. Feld einer Punktladung. Leiten Sie mit Hilfe einer „Pillen- 
schachtel-Integration“ Gl. (7.125) her: E±/E\\ = v^t/cAt. Ver¬ 
gleichen Sie hierzu die auf Gl. (7.127) folgenden Überlegungen. 

17. Elektrische Dipolstrahlung einer Dipolantenne. Betrachten 
Sie die schematische Skizze mit dem Radiosender und der 
Antenne in Bild 7.11. Wir nehmen an, die Stromstärke I sei 
über die gesamte Antennenlänge / konstant. Die Drähte seien 
sehr nahe beisammen oder verdrillt. Daher ist die Nettostrom¬ 
stärke der beiden Drähte, deren Ströme in entgegengesetzte 
Richtungen fließen, effektiv gleich Null, so daß die Drähte 
im Vergleich zur Antenne keine merkliche Strahlung emittie¬ 
ren. Die kleinen Kugeln an den Antennenenden sind Konden¬ 
satoren, die die durch den Strom angehäufte Ladung aufneh¬ 
men. Diese Kugeln sind nicht unbedingt notwendig, denn die 
Ladung neigt dazu, sich an den Leiterenden anzusammeln. 
Dadurch wird die räumliche Konstanz des Stromes etwas ge¬ 
stört, doch können wir diesen Effekt vernachlässigen. Die 
Antennenlänge l sei sehr klein gegenüber der Wellenlänge X 
der elektromagnetischen Strahlung. 



Bild 7.11 

a) Zeigen Sie, daß das Fernfeld Ef ern in einem entfernten 
Aufpunkt r der Beziehung 

/Il(t') r 

Efern (Ü Ü - - fc2 > ^ ” * ~ c 

gehorcht. Dabei hat der Vektor I dieselbe Richtung und 
denselben Betrag wie der Antennenstrom; Ij^ ist die zu r 
senkrechte Projektion von I, wobei r in Richtung der Ver¬ 
bindungslinie zwischen der Antenne und dem entfernten 
Aufpunkt liegt. 
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Hinweis: Sie können diese Gleichung leicht herleiten, 
wenn Sie eine „äquivalente Punktladung Q“ annehmen, 
die sich mit einer „äquivalenten Geschwindigkeit v(t')“ so 
bewegt, daß dieselben Ergebnisse wie beim Strom I heraus¬ 
kommen. 

b) Der Sender erfährt einen Wellenwiderstand Z, und von 
seinem Standpunkt aus scheint es, als wäre er an eine rein 
resistive Belastung „angehängt“. Zeigen Sie, daß Z bei 
einer Wellenzahl k 
Z = (kl) 2 • 20 £1 

lautet. Dabei gilt, wie wir uns erinnern, die Umrechnung 
c" 1 statohm = 30 n. 

18. Streuung von Licht an Milchmolekülen - Heimversuch. 

Füllen Sie einen Glaskrug mit Wasser und leuchten Sie mit 
einer Taschenlampe von der Seite hinein. Beobachten Sie 
jenes Licht, das unter einem Winkel von etwa 90° gestreut 
wird, betrachten Sie aber auch die Taschenlampe direkt durch 
das Wasser. Geben Sie einige Müchtropfen hinzu und rühren 
Sie um. Beobachten Sie weiter, und mengen Sie weitere Milch¬ 
tropfen ins Wasser. Beachten Sie, daß das gestreute Licht bläu¬ 
lich, das restliche (durchgehende) Licht hingegen rötlich oder 
gelblich gefärbt ist. Erklären Sie diese Erscheinung. Beachten 
Sie auch, daß das gestreute Licht nicht mehr bläulich aussieht, 
wenn die ins Wasser gemischte Milch eine bestimmte Menge 
überschreitet. In diesem Falle erscheint es weißlich, wie mehr 
oder weniger dichter Nebel. Der „Sonnenuntergang“ wird 
jedoch immer röter. Erklären Sie das. Schließlich macht die 
Milch das Wasser so undurchsichtig, daß Sie die Taschenlampe 
überhaupt nicht mehr sehen können und das gestreute Licht 
weiß ist. Auch können Sie dann den „Strahl“ der Taschen¬ 
lampe in der Flüssigkeit nicht „sehen“: Die „Luft“ ist zu 
einer „weißen Wolke“ geworden. Erklären Sie den Grund da¬ 
für. Betrachten Sie schließlich das gestreute Licht mit Ihrem 
Polaroidfilter. ( Dies werden wir in Kapitel 8 erläutern.) 

19. Feld einer dünnen Ladungsschicht. Die xy-Ebene bei z = 0 
sei mit einer hauchdünnen Schicht positiver Ladung der kon¬ 
stanten Flächenladungsdichte a überzogen. Alle Ladungen 
schwingen mit derselben Amplitude und derselben Frequenz 
in der x-Richtung. 

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Gaußschen Gesetzes, daß für posi¬ 
tive z die Beziehung E z (z,t) = 27ra gilt, ob nun alle Ladun¬ 
gen schwingen oder sich in Ruhe befinden. Dieses Verhal¬ 
ten erinnert an eine ausgedehnte Feder in der Spiralfeder¬ 
näherung, bei der die z-Komponente der Spannung kon¬ 
stant, also unabhängig von der Bewegung ist. 

b) Zeigen Sie anhand einer schematischen Skizze von der 
elektrischen Feldlinie, daß für das Fernfeld die Beziehung 
E x (z,t) = _ x(t') 

E z (z,t) c 

gilt, wobei x(t') die Geschwindigkeit irgendeiner Ladung 
zum retardierten Zeitpunkt t' = t - (z/c) bedeutet. Daher 
lautet das Fernfeld für positive z 

E x (z,t) = - Ina ~~ • 

(Vielleicht ziehen Sie die Herleitung mittels einer Gaußschen 
„Pillenschachtel“ der Skizze vor.) Beachten Sie den beson¬ 
deren Unterschied gegenüber dem Feld einer einzelnen 
Punktladung: Bei einer solchen ist das Fernfeld der retar¬ 
dierten Beschleunigung , hier jedoch der retardierten Ge¬ 
schwindigkeit proportional. Können Sie qualitativ erklä¬ 
ren, „was geschehen ist“? 

Hinweis: Betrachten Sie die Beiträge verschiedener Punkt¬ 
ladungen, die über die Ebene verteilt sind. 


20. Feld einer dünnen Ladungsschicht. Leiten Sie die Lösung von 
Übung 19 her, indem Sie die Beiträge aller Punktladungen in 
der Ebene aufsummieren, also integrieren. Sie erreichen die 
Konvergenz dieses Integrals, wenn Sie- für die Dicke der Schicht 
nicht Null, sondern den Wert d annehmen, der sehr klein 
gegenüber der Wellenlänge \ sei. Nehmen Sie ferner an, daß 
die Schicht Strahlung absorbiert oder streut, wie es ja sein 
muß, und bezeichnen Sie die Schwächungskonstante für die 
Amplitude mit k. Zeigen Sie, daß unter diesen Verhältnissen 
ein exponentieller Schwächungsfaktor (ESF) 

ESF = e~ ar , a= y 

auftritt. Dabei ist k die Wellenzahl und r der Abstand von 
einer bestimmten Punktladung zum Aufpunkt (x = y = 0, z = z). 
Der Normalabstand dieses Aufpunktes von der Schicht beträgt 
also z. Definieren Sie y = kr - kz. Dann gilt für die dem Auf¬ 
punkt nächstgelegene Ladung, deren Koordinaten x = y = z = 0 
sind, die Beziehung <p = 0. Nun sei x(t') gleich dem Realteil 
von 

x(t') = X 0 e iwt '. 

Ein in der Ebene liegender Kreisring vom Radius p und der 
radialen Dicke dp liefert zu E x einen Beitrag dE x . Zeigen Sie, 
daß sich dE x in die Form 

dE x = 27rkx 0 e l(a,t_kz) e‘ 1,p e‘^d(p 
mit 

_ OL_ Kd 
@ ~~ k ~~ kz 

bringen läßt. Dabei haben wir die Tatsache vernachlässigt, daß 
eigentlich die zur Verbindungslinie senkrechte Projektion der 
Beschleunigung verwendet werden muß. Diese Vernachlässi¬ 
gung ergibt sich aus folgender Annahme: Da der Projektions¬ 
faktor für kleine <p gleich Eins ist, dürfen wir voraussetzen, daß 
er mit anwachsendem <p langsam abnimmt und in unseren „ex¬ 
perimentellen“ Schwächungsfaktor e~ß*P hineingesteckt wer¬ 
den darf. All dies beruht auf der erstaunlichen Tatsache, daß 
wir nach Durchführung der Rechnung ß = 0 setzen können und 
dann ein von ß unabhängiges Ergebnis erhalten. Der Faktor 
Q-ßv wird als Konvergenzfaktor bezeichnet. Man benötigt ihn 
zwar zur Herleitung eines Ergebnisses, doch ist es gleichgültig, 
welchen Wert man für ß wählt, wenn nur sein Betrag klein 
gegenüber Eins ist. 

Zeigen Sie als nächstes, daß E x der Realteil des Integrals von 
dE x in den Grenzen von <p = 0 bis ip = o° ist und daß 

/e -1< V^dv? = yyrj « - i für ß < 1. 

Nehmen Sie schließlich den Realteil und zeigen Sie, daß die¬ 
selben Ergebnisse wie in Übung 19 herauskommen. So können 
Sie jetzt den physikalischen Grund für die „effektive Phasen¬ 
verschiebung von 90° “ angeben. Durch diese hinkt die Phase 
des Gesamtfeldes um 90° hinter der Phase jenes Beitrages her, 
der von der nächstgelegenen Ladung (bei x = y = z = 0) erzeugt 
wird. Die „mittlere“ Ladung ist effektiv eine Viertelwellen¬ 
länge Leiter entfernt als die nächstgelegene Ladung. 

21. Näherungsausdruck für den Brechungsindex. Betrachten Sie 
eine ebene Welle, die auf eine dünne Ladungsschicht auftrifft. 
Die Ladung sitze in der xy-Ebene, also z = 0, die Dicke der 
Schicht betrage Az, die Dichte der Ladungen (in Teilchen pro 
cm 3 ) N. Jede der Ladungen habe denselben Wert Q, dieselbe 
Masse m und sei mittels einer Feder der Federkonstanten 
mcj^ befestigt. Nehmen Sie an, jede Ladung erfahre Kräfte, 
die einerseits von der zugehörigen Feder, andererseits von der 
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einfallenden erregenden ebenen laufenden Welle herrühren. 
Vernachlässigen Sie dabei den Beitrag der anderen Ladungen, 
also jenen Anteil des Feldes, der von der Polarisation herrührt. 
Nehmen Sie als einfallendes elektrisches Feld bei z = 0 den 
Realteil von Eoe^t, ermitteln Sie das Fernfeld in der Aus¬ 
breitungsrichtung und überlagern Sie es dem einfallenden Feld. 
Zeigen Sie, daß das Gesamtfeld bei z = 0 mit diesen Näherun¬ 
gen gleich dem Realteil von 


Eges - Eo e 


icjt 


icj27rNQ 2 Az 1 

mc(cjQ - co 2 ) J 


Lösung: L sei die Induktivität in dem LC-Schwingkreis, der 
die Senderfrequenz bestimmt, / sei die Antennenlänge (/ <^\). 
Dann gilt 
1 _ 2 

t 3 L c 3 ' 

Dieses Ergebnis kann man mit jenem Ausdruck vergleichen, 
der den Kehrwert der Abklingzeit einer einzelnen Ladung e 
der Masse m darstellt: 

1 _ 2 e 2 co 2 
r 3 m c 3 ’ 


ist. Zeigen Sie nun folgendes: Wenn man annimmt, daß die 
Ladung in einer Schicht von der Dicke Az und vom Brechungs¬ 
index n sitzt, so bewirkt das Einsetzen dieser Schicht eine 
Phasenverschiebung, die einer zeitlichen Verzögerung t 0 ent¬ 
spricht. Tritt das Feld bei z = 0 aus der Schicht aus, so lautet 
es nicht Eoe^t, sondern E 0 ei w ( t_t o), wobei 

Az 

coto = -y 2ir (n - 1) = k Az(n - 1). 

Zeigen Sie, daß man daraus für coto < 1 die Beziehung 
2jrNQ 2 

n 1 a a 

m(coJ — c 

erhält. Zeigen Sie, daß dieses Ergebnis näherungsweise auch 
aus dem exakteren Ausdruck von Abschnitt 4.3 folgt, wenn 
n in der Nähe von Eins liegt. 

22. Drehimpuls in einer zirkular polarisierten laufenden Welle. 

Leiten Sie die berühmte Beziehung L = W/co auf folgendem 
Wege her. Nehmen Sie an, die ebene Welle werde durch eine 
dünne Ladungsschicht erzeugt, in der alle Ladungen ähnliche 
Kreise beschreiben. Jede Ladung werde durch eine reibungs¬ 
freie Röhre gezwungen, sich auf einem Kreis vom festen 
Radius r zu bewegen. Nun verlieren die Ladungen Energie 
und werden langsamer. Daher nehmen auch ihre Winkel¬ 
geschwindigkeit und ihr Drehimpuls ab, alles auf Grund der 
Strahlungsverluste. Dabei gilt immer v < c. Zeigen Sie, daß 
der Drehimpuls, den die auf Kreisbahnen umlaufenden Ladun¬ 
gen verlieren, gleich co -1 mal der verlorengehenden Energie ist. 
q.e.d. 

23. Wie groß sind die zeitlichen Mittelwerte von Energieflußdichte, 
Energiedichte und Impuls pro Volumeneinheit in einem homo¬ 
genen monochromatischen Lichtstrahl der Intensität lOOOW/cm ? 

24. Ein Elektron schwinge harmonisch mit der Amplitude 10 8 cm 
und der Frequenz 10 14 Hz. Wie groß ist der zeitliche Mittel¬ 
wert der gesamten emittierten Leistung? 

Lösung: • 10“ 10 erg/s. 

25. Wie kann ein Gegenstand Lichtenergie absorbieren, ohne 
gleichzeitig Impuls aufzuehmen ? Wie kann er bei vernach¬ 
lässigbarer Energieabsorption Impuls aufnehmen ? Wie kann 
er bei vernachlässigbarer Energieabsorption Drehimpuls auf¬ 
nehmen? 

26. Abklingzeit in einer supraleitenden Antenne. Ein supra¬ 
leitender Oszillator emittiere über eine ebensolche Antenne 
Mikrowellen der Wellenlänge 100 cm. Zum Zeitpunkt t = 0 
entfernen Sie die Energiequelle, die die durch Strahlung ver¬ 
lorengehende Energie ersetzt hat. Im gesamten Kreis trete 
keinerlei Ohmscher Widerstand auf. Ermitteln Sie die Abkling¬ 
zeit der gedämpften harmonischen Schwingungen, die die 
Elektronen in der Antenne ausführen. Verwenden Sie dabei 
die Ergebnisse von Übung 17. 


27. Ein 15 km entfernter 5O-W-Radiosender emittiere senkrecht 
polarisierte Radiowellen. Wie groß ist der Maximalwert der 
augenblicklichen Spannung, die die Elektronen in Ihrer Emp¬ 
fangsantenne erregt? Die Antenne sei 20 cm lang und senk¬ 
recht aufgestellt. Vernachlässigen Sie alle Reflexionen am 
Boden, an Gebäuden usw. 

28. Lichtquelle nach Smith-Purcell. Ein schmaler Strahl aus Elek¬ 
tronen der kinetischen Energie 300 keV falle streifend ein und 
verlaufe parallel zur Oberfläche eines metallischen Beugungs¬ 
gitters, dessen Ritzen im Abstand von d = 1,67 pm liegen. 

Der Strahl verlaufe senkrecht zu den Ritzen. Jedes Elektron 
wird von einer „spiegelbildlichen“ induzierten Ladung beglei¬ 
tet. Diese erfährt jedesmal, wenn sie auf einen Ritz trifft, eine 
plötzliche Ablenkung, denn sie muß der Oberfläche folgen. 

Auf diese Weise sendet jeder Spalt einen „Strahlungsknick“ 
aus, wenn er vom Elektron passiert wird. Ein Beobachter 
schließe mit dem Elektronenstrahl einen Winkel 0 ein, wobei 

0 = 0 die Strahlrichtung bezeichne. 

a) Zeigen Sie, daß der Beobachter Strahlungsimpulse feststellt, 
die mit der Periode T = (d/v) - (dcos 0 )/c eintreffen. 

Zeigen Sie ferner, daß die zugehörige Wellenlänge gleich 
d(j3 _1 - cos0) ist. 

b) Würden Sie erwarten, daß dies die einzige Wellenlänge ist, 
die man bei einem bestimmten 0 beobachtet ? Denken 
Sie an die Fourieranalyse des zeitlichen Verlaufs von 
Strahlungsimpulsen, die mit der Periode T eintreffen. 

c) Setzen Sie die Zahlenwerte für 300-keV-Elektronen ein, 
die unter dem Winkel 0 = 15° beobachtet werden. Welche 
Farben würden Sie Ihrer Meinung nach sehen? 

d) Würden Sie erwarten, daß das Licht polarisiert ist? 

Lesen Sie nun den Artikel über den schönen Versuch von 
S. J. Smith und E. M. Purcell , dem Autor von Band 2, in 
Phys. Rev. 92, 1069 (1953). 

29. Die Form stehender Wasserwellen. Im Text haben wir in ein¬ 
facher Weise gezeigt, daß die waagerechte Auslenkung in einer 
stehenden Welle proportional cos kx sein muß, wenn die senk¬ 
rechte Auslenkung gemäß sin kx von x abhängt. 

a) Ermitteln Sie dasselbe Ergebnis mit Hilfe einer Rechnung. 
Machen Sie den Ansatz 

\py = cos cot sinkx f(y), 

\}j z = coscjt[coskxg(y) + sinkxh(y)]; 
weisen Sie nach, daß h(y) verschwinden muß. 

b) Zeigen Sie, daß die Ergebnisse, die Sie für die Bewegung 
eines Wasserteilchens in einer stehenden Welle gefunden 
haben, eine harmonische Schwingung längs einer Geraden 
beschreiben. 

30. Tiefwasserwellen. Nehmen Sie an, die Oberfläche des Ozeans 
führe laufende Wellen der Amplitude 3 m und der Wellenlänge 
9 m. Wie weit müßten Sie als Taucher unter die Oberfläche 
absinken, wenn die Amplitude Ihrer Bewegung 15 cm betragen 
soll? 

Lösung: %4,5 m. 
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31. Die Form laufender Wasserwellen. Nehmen Sie an, \py habe 
die Form 

\p y = A cos (ojt - kx) f(y), 

wobei f(y) eine unbekannte Funktion von y sei. Für das Was¬ 
ser gelte der Satz von der Erhaltung der Masse, es sei inkom- 
pressibel und enthalte keine Blasen. Zeigen Sie, daß \py und 
i// x unter diesen Voraussetzungen durch die Gin. (7.75) und 
(7.76) angegeben werden. 

32. Dispersionsrelation für laufende Wellen. Die Dispersions¬ 
relation Gl. (7.72) wurde bei der Untersuchung stehender 
Wellen hergeleitet. Wie lautet die Dispersionsrelation Für lau¬ 
fende Wellen? 


33. Dispersionsrelation für Kapillarwellen. Die Wasseroberfläche 
verhält sich wie eine gespannte Membran. Im Gleichgewicht 
ist die längs x wirkende Kraft gleich der Oberflächenspannungs¬ 
konstanten T = 72 dyn/cm mal der Länge / in der „uninteres¬ 
santen“ z-Richtung. Ist die Oberfläche konvex gekrümmt, so 
übt die Oberflächenspannung einen Druck nach unten aus. 
Zeigen Sie, daß dieser nach unten gerichtete Druck im Falle 
einer sinusförmigen Welle 

p = Tk \p y 

lautet. Zeigen Sie, daß das Gewicht des Wassers einen Druck 
erzeugt, der gleich einer Konstanten - dem Gleichgewichts¬ 
wert - plus einem Anteil 


P = Pg'/'y 

ist. Zeigen Sie ferner, daß man jenen Anteil der rücktreiben¬ 
den Kraft u) 2 pro Einheitsauslenkung und pro Einheitsmasse, 
der von der Oberflächenspannung herrührt, aus dem Ergebnis 
für die von der Schwerkraft erzeugte rücktreibende Kraft er¬ 
hält, indem man pg durch Tk 2 ersetzt. Zeigen Sie auf diese 
Weise, daß die vollständige Dispersionsrelation 


OJ 2 =(gk + ^k 3 


1 


-2khn 


1 + e ~ 2 kh 


lautet. 


34. Ebene elektromagnetische Wellen. Zeigen Sie folgendes: Bei 
ebenen elektromagnetischen Wellen im Vakuum sind diejeni¬ 
gen Maxwellschen Gleichungen, die Ey und B x miteinander 
verknüpfen, jenen „äquivalent“, die die Beziehung zwischen 
E x und By hersteilen. Dies ist so zu verstehen: Man kann das 
eine Gleichungssystem aus dem anderen erhalten, indem man 
einfach das Koordinatensystem 90° um die z-Achse dreht, die 
ja in der Ausbreitungsrichtung liegt. Machen Sie eine Skizze, 

in der die Richtungen von E und B sowie die x- und die y-Achse 
dargestellt sind. 

35. Stehende elektromagnetische Wellen im Vakuum. Zeigen Sie: 
Wenn E x (z,t) die stehende Welle E x = A cos cot coskz darstellt, 
so ist By(z,t) gleich der stehenden Welle A sin cot sinkz. 

36. Energieverhältnisse in elektromagnetischen stehenden Wellen. 
Nehmen Sie eine stehende Welle von der in Übung 35 angege¬ 
benen Form an. Ermitteln Sie die elektrische und die magne¬ 
tische Energiedichte sowie den Poynting-Vektor als Funktion 
des Ortes und der Zeit. Betrachten Sie einen Bereich der Län¬ 
ge 5 \, der sich von einem Knoten von E x bis zu einem Bauch 
von E x erstrecke. Tragen Sie E x und B y in diesem Bereich für 
die Zeitpunkte t = 0, T /8 und T/4 gegen z auf. Skizzieren Sie 
den Verlauf der elektrischen, der magnetischen und der ge¬ 
samten Energiedichte in demselben Bereich und für dieselben 
Zeitpunkte. Geben Sie für dieselben Zeitpunkte Richtung und 
Betrag der Komponente S z des Poynting-Vektors an. 


37. Gekoppelte lineare Differentialgleichungen erster Ordnung für 
Wellen auf einer Saite. Betrachten Sie eine kontinuierliche 
homogene Saite der Linienmassendichte p 0 und der Gleich¬ 
gewichtsspannung T 0 . Wie Sie wissen, kann eine solch e Saite 
dispersionsfreie Wellen mit der Geschwindigkeit v = y/j q/p 0 
führen. Definieren Sie die Wellengrößen Fi(z,t) und F 2 (z,t) 
wie folgt: 


F! (z,t) — 


Tj) di/'x 
v dz 


F 2 (z,t)=p 0 


dt 


Also ist Fj gleich 1/v mal der transversalen rücktreibenden 
Kraft, die von dem links von z liegenden Teil der Saite auf 
den rechts von z liegenden Teil ausgeübt wird. F 2 ist der trans¬ 
versale Impuls pro Längeneinheit. Zeigen Sie, daß für F j und 
F 2 die folgenden gekoppelten Differentialgleichungen erster 
Ordnung gelten: 

1 3F2L 1 d p 2 _ 9F t 

v 3t dz ’ v 8 t dz 


Zeigen Sie, daß eine dieser Gleichungen „trivial“ ist, also im 
wesentlichen eine Identität darstellt, und daß die zweite Glei¬ 
chung dem zweiten Newtonschen Gesetz äquivalent ist. Beach¬ 
ten Sie, daß diese Gleichungen von ähnlicher Form sind wie 
jene beiden Maxwellschen Gleichungen, die E x und B y mit¬ 
einander verknüpfen, wobei E x der Größe F j, By der Größe F 2 
analog ist. Ähnlich kann man eine der beiden Maxwellschen 
Gleichungen als „triviale Identität“ ansehen, wenn man die 
spezielle Relativitätstheorie kennt. 


38. Maxwellsche Gleichungen. Ermitteln Sie für longitudinale 
Wellen auf einer Perlenkette geeignete Wellengrößen 
Fj(z,t) und F 2 (z,t), die gekoppelte Differentialgleichungen 
von derselben Form wie die von Übung 37 erfüllen. Führen 
Sie dieselbe Aufgabe für Schallwellen und für elektromagne¬ 
tische Wellen in einer Fernleitung durch. In diesem letzten 
Fall sind die gekoppelten Gleichungen nicht nur „von ähnli¬ 
cher Form“ wie die Maxwellschen Gleichungen, sondern sie 
sind die Maxwellschen Gleichungen - jedoch nicht für die 
Feldkomponenten E x und B y , sondern für Stromstärke und 
Spannung. 

39. Zeigen Sie durch direkte Integration, daß der Mittelwert von 
sin 2 Q über alle Richtungen gleich | ist. Dabei ist 0 der Winkel 
zwischen einer bestimmten Richtung und einer festen Achse, 
der sogenannten „Polarachse“. Bei der Mittelung gehört zu 
jedem infinitesimalen Raumwinkel ein „Gewicht“, das diesem 
Raumwinkel proportional ist. Verwenden Sie bei der Inte¬ 
gration Kugelkoordinaten. 


40. Luftspiegelungen auf Straßen. Wenn Sie an einem heißen 
Sommertag Auto fahren, so scheint es Ihnen oft, als sähen 
Sie weit vor sich Wasserpfützen, die den Himmel oder die 
Lichter eines entgegenkommenden Autors reflektieren. Beim 
Näherkommen verschwinden diese Reflexionen plötzlich, 
sobald nämlich der Reflexionswinkel (von der Straßendecke 
aus gemessen) einen bestimmten kritischen Wert überschreitet. 
Diese Reflexionen oder „Luftspiegelungen“ rühren von der 
inneren Totalreflexion des Lichts her, das von der kühleren 
Luft, dem dichteren Medium, in die heißere Luft nahe der 
heißen Straßendecke, dem dünneren Medium, einfällt. Die 
heißere Luft ist weniger dicht und hat einen kleineren Bre¬ 
chungsindex. Erinnern Sie sich, daß n 2 — 1 der Luftdichte 
proportional ist. Nahe der Straßendecke sei die Luft um AT 
heißer als einige Zentimeter darüber. Nehmen Sie als Näherung 
an, daß sich die Temperatur sprungförmig ändere. Die kühlere 
Luft habe die Temperatur T = 300 K (Kelvin), und der Tem¬ 
peraturzuwachs AT nahe der Straßendecke betrage 10 K. Der 
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Brechungsindex n der Luft ist etwa gleich 1,0003. Fällt ein 
Strahl unter dem Grenzwinkel der Totalreflexion ein, so sei 
sein von der Straßendecke aus gemessener Einfallswinkel 
Dieser Winkel ist also gleich 90° minus dem von der Normalen 
zur Straßendecke hin gemessenen Grenzwinkel. Leiten Sie 
unter den Annahmen n - 1 < 1 und y 1 die Gleichung 
yp «[2(n - 1) AT/T1 1/2 her. In welcher Entfernung sehen Sie 
den Ihnen näher liegenden Rand der scheinbaren „Wasser¬ 
pfütze“, wenn sich Ihre Augen 1,20 m über dem Boden 
befinden ? 

Lösung: « 300 m. 

41. Wellenleiter. Ein Wellenleiter habe einen rechteckigen Quer¬ 
schnitt mit den Abmessungen 5x10 cm. 

a) Wie groß ist die untere Grenzfrequenz, also die niedrigste 
Frequenz (in MHz), die eine elektromagnetische Welle 
haben darf, um ohne Schwächung durch den Wellenleiter 
zu gehen ? 

b) Skizzieren Sie die Richtung und die räumliche Änderung 
des elektrischen Feldes im Falle dieser Welle mit der Grenz¬ 
frequenz. 

c) Ermitteln Sie die Phasen- und die Gruppengeschwindigkeit 
als Vielfache von c im Falle einer Welle, deren Frequenz 
gleich | mal der Grenzfrequenz ist. 

d) Ermitteln Sie die Schwächungslänge für eine Welle, deren 
Frequenz gleich | mal der Grenzfrequenz ist. 

42. Reflexionskoeffizient für das elektrische Feld. Gegeben sei 
folgende Analogie: Die in einer Fernleitung auftretende In¬ 
duktivität pro Längeneinheit entspricht der Masse pro Längen¬ 
einheit bei einer gespannten Saite, der Kehrwert der Kapazität 
pro Längeneinheit hingegen der Saitenspannung. Gegeben 
seien die Beziehungen C = e Cy a fc und L = ß Ly a fc, und die 
Phasengeschwindigkeit im Vakuum sei gleich c. 


a) Zeigen Sie auf Grund der Analogie mit der Saite folgendes: 
Der Brechungsindex n ist gleich (e/u) 1/2 , der Wellenwider- 
stand Z gleich (/u/e) 1/2 mal dem Vakuum-Wellenwiderstand 
der Fernleitung. Beim Übergang vom Vakuum in das Me¬ 
dium lautet der Reflexionskoeffizient für das elektrische 
Feld R = [1 - (n//i)l/[l + ( n/ß )]. Dieser ist gleich jenem Re¬ 
flexionskoeffizienten für das elektrische Feld, der beim 
senkrechten Einfall ebener Wellen auf eine Grenzfläche 
zwischen Vakuum und Medium auftritt. 

b) Nun wollen wir den Reflexionskoeffizienten unter Ver¬ 
wendung der Maxwellschen Gleichungen auf exaktere Weise 
herleiten - oder vielmehr bitten wir Sie, dies zu tun. Zei¬ 
gen Sie mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen und einer 
geeigneten Linienintegration, daß das tangentiale elektrische 
Feld an der Grenzfläche stetig ist, wenn 0B/0t in dieser 
nicht Unendlich wird. (Es bleibt endlich.) Nehmen Sie so¬ 
dann an, die einfallende elektromagnetische Welle sei line¬ 
ar polarisiert und ihr elektrisches Feld liege in der x-Rich- 
tung. Zeigen Sie nun, daß die Beziehung E x ( e in) + Ex(ref) 

= ü x (durch) güt. 

c) Verwenden Sie die Maxwellschen Gleichungen für ein Me¬ 
dium von der in Abschnitt 10.9 beschriebenen Art. Be¬ 
trachten Sie das Feld B - 4 ttM. Auf Grund der Definition 
von ß ist dieses Feld, auch als H bezeichnet, gleich B/ß. 
Zeigen Sie, daß die tangentiale Komponente von H stetig 
ist, wenn die partielle Ableitung von E + 4 ttP nach der Zeit 
nicht Unendlich wird. (Sie bleibt endlich.) Zeigen Sie so¬ 
dann, daß für eine Welle, die aus dem Vakuum einfällt, die 
Beziehung B y ( e ; n ) + B y ( re f) = (l/M)B y (durch) gilt. Ver- 
wenden Sie nun die Tatsache, daß By im Medium gleich n 
mal E x ist, sowie die Beziehung, die zwischen By und E x 
in der einfallenden und in der reflektierten Welle gilt, und 
ermitteln Sie damit den Reflexionskoeffizienten 

R ~ E x ( re f)/E x ( e j n ). Zeigen Sie schließlich, daß 

R = [1 - (n/M)]/[l + (n/M)]. 




8. Polarisation 


8.1. Einleitung 

Wir haben in Kapitel 7 gelernt, daß die elektrischen 
und magnetischen Felder in elektromagnetischen ebenen 
Wellen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung z stehen. Die 
beiden zugehörigen transversalen Richtungen werden 
durch x und y festgelegt. Felder, deren Orientierungen 
in der xy-Ebene sich um 90° unterscheiden, sind vonein¬ 
ander unabhängig. Daher können die Amplituden und die 
Phasen der Felder in den beiden transversalen Richtungen 
verschieden sein. Stehen sie jedoch in einem bestimmten 
Zusammenhang miteinander, so spricht man von einem 
Polarisationszustand. 

Fallen elektromagnetische Wellen in Materie ein, so 
treten verschiedene Polarisationszustände dieser Wellen 
mit der Materie oft auf unterschiedliche Weise in Wechsel¬ 
wirkung. Z.B. gibt es Materialien, in denen sich geladene 
Teilchen zwar längs x, nicht jedoch längs y verlagern kön¬ 
nen. In diesem Falle kann E x an den geladenen Teilchen 
Arbeit verrichten, E y jedoch nicht. Daher wird die mit E x 
verbundene Energie der elektromagnetischen Welle mög¬ 
licherweise vermindert, geht in kinetische Energie der ge¬ 
ladenen Teilchen und in der Folge durch die Zusammen¬ 
stöße zwischen diesen in Wärmeenergie über, während sich 
die Amplitude von E y nicht ändert. Es kann sich aber 
auch nur die Phasenbeziehung zwischen E x und E y än¬ 
dern, ohne daß die Amplitude von E x und folglich die 
mit E x verbundene Energie abnimmt. In allen solchen 
Fällen asymmetrischer Wechselwirkung wird der Polari¬ 
sationszustand der elektromagnetischen Wellen durch die 
Wechselwirkung geändert, woraus sich viele wichtige 
Konsequenzen ergeben. Man kann den Polarisationszu¬ 
stand einer polarisierten Welle bestimmen, indem man 
diese auf ein gut bekanntes Material auftreffen läßt und 
ihre Wirkung auf dieses untersucht. Umgekehrt kann man 
etwas über ein bestimmtes Material erfahren, indem man 
die von ihm hervorgerufene Änderung eines bekannten 
Polarisationszustandes mißt. Z.B. wird zur Zeit die Rich¬ 
tung des magnetischen Feldes im Spiralarm unserer 
Müchstraße „kartographiert“. Dazu bestimmt man die 
Polarisationsrichtung von Radiowellen extragalaktischer 
Quellen als Funktion der Richtung zur Quelle und der 
Wellenlänge. [ G . L. Berge und G. A. Seielstad, Scientific 
American S. 46 (Juni 1965).] 

Es ist zu beachten, daß der Begriff der Polarisation nur 
bei solchen Wellen anwendbar ist, die mindestens zwei 
unabhängige „Polarisationsrichtungen“ aufweisen. Be¬ 
trachten Sie z.B. eine längs z fortschreitende Schallwelle. 
Kennt man die Frequenz, die Amplitude und die Phasen¬ 
konstante, so ist die Welle völlig bestimmt. Wir wissen, daß 
die Luft in Schallwellen längs der Ausbreitungsrichtung 
ausgelenkt wird, denn es handelt sich um longitudinale 
Wellen. Gewöhnlich sagen wir jedoch nicht, diese Wellen 
seien „longitudinal polarisiert“ - dies wäre eine schlechte 
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Bezeichnungsweise. Vielmehr reservieren wir den Aus¬ 
druck Polarisationszustand für die Beschreibung von Wel¬ 
len, die wenigstens zwei verschiedene Polarisationsrich¬ 
tungen aufweisen. Bei Schallwellen in einem Festkörper 
oder bei Wellen auf einer Spiralfeder gibt es drei mögliche 
Polarisationszustände, da eine longitudinale und zwei 
transversale Polarisationsrichtungen zur Verfügung stehen. 
In einem solchen Fall können longitudinal polarisierte 
Wellen, zwei Arten von transversal polarisierten Wellen 
oder eine allgemeine Überlagerung aller drei Polarisations¬ 
zustände auftreten. 


8.2. Beschreibung von Polarisationszuständen 

Alle zu untersuchenden Wellen stellen irgendeine phy¬ 
sikalische Größe dar, deren Auslenkung aus der Gleich¬ 
gewichtslage sich räumlich und zeitlich ändert. Diese Aus¬ 
lenkung kann mittels eines Verschiebungsvektors ^/(x,y,z,t) 
beschrieben werden. Gewöhnlich studieren wir ebene 
Wellen, fiir die \jj die Form ^(z,t) aufweist, wobei z in 
der Ausbreitungsrichtung gemessen wird. (Wir schließen 
hier sowohl stehende als auch laufende Wellen in unsere 
Überlegungen ein.) Oft haben die Größen 3i//(z,t)/3t und 
3^(z,t)/3z die interessantesten physikalischen Eigen¬ 
schaften. Dies sahen wir bei Wellen auf einer Saite und 
bei Schallwellen, wo i//(z,t) in beiden Fällen die Auslen¬ 
kung der Teilchen des Mediums aus ihrer Gleichgewichts¬ 
lage bezeichnete. 

Für ebene Wellen, die sich längs z ausbreiten, können 
wir den Verschiebungsvektor in der Form 

^(z,t) = xi// x (z,t) +yi// y +Z0 z (z,t) (8.1) 

anschreiben. Bei transversalen Wellen auf einer Saite hat 
$ nur eine x- und eine y-Komponente. Solche Wellen be¬ 
zeichnet man als transversal polarisiert. In Wirklichkeit 
können auf einer Saite jedoch auch longitudinale Wellen 
auftreten, die sich in Änderungen der Spannung und der 
longitudinalen Geschwindigkeit der Saitenelemente äu¬ 
ßern. Bei Schallwellen in Luft hat der Verschiebungs¬ 
vektor ^ die Richtung von z, liegt also in der Ausbrei¬ 
tungsrichtung. Diese Wellen werden gewöhnlich als lon¬ 
gitudinal, nicht jedoch als longitudinal polarisiert bezeich¬ 
net. Tatsächlich können in einer Röhre auch transversale 
Schallwellen auftreten. Diese lassen sich als longitudinale 
Wellen ansehen, die nicht längs der Röhre fortschreiten, 
sondern von einer Röhrenwand zur anderen hin- und her¬ 
laufen. Die resultierende Ausbreitungsrichtung ist die 
Richtung der Röhre, doch haben die Luftschwingungen 
sowohl eine transversale als auch eine longitudinale Kom¬ 
ponente. Im Falle elektromagnetischer ebener Wellen 
steht der „Verschiebungsvektor“ i// senkrecht auf z, wie 
wir in Abschnitt 7.5 gesehen haben. Dort fanden wir, daß 
E und B in ebenen Wellen im Vakuum immer senkrecht 
auf z stehen. E und B können z.B. dann longitudinale 
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Komponenten haben, wenn die Wellen in einem Wellen¬ 
leiter oder in einer Höhlung eingeschlossen sind. 

Polarisation transversaler Wellen. Von nun an betrach¬ 
ten wir ausschließlich transversale Wellen der Form 

V'(z,t) = xi// x (z,t) + yi/' y (z,t). (8.2) 

Bei den folgenden Überlegungen denken wir an zwei 
physikalische Beispiele, nämlich an transversale Wellen 
auf einer ausgedehnten Saite oder Spiralfeder und an 
elektromagnetische ebene Wellen im Vakuum. Bei Wellen 
auf einer Saite beschreibt ^(z,t) die augenblickliche trans¬ 
versale Auslenkung der Saite aus ihrer Gleichgewichts¬ 
lage. Die anderen physikalisch interessanten Größen sind 
die transversale Geschwindigkeit und die transver¬ 
sale Kraft -T 0 d\p/dz, die von dem links von z liegenden 
Teil der Saite auf den rechts von z liegenden Teil ausgeübt 
wird. Kennt man ^(z,t), so sind diese Größen auch be¬ 
kannt. Im Falle elektromagnetischer ebener Wellen wollen 
wir mit ^(z,t) das transversale elektrische Feld E(z,t) be¬ 
zeichnen. Die zweite physikalisch interessante Größe ist 
das transversale magnetische Feld B(z, t), das bekannt ist, 
wenn man E(z,t) kennt. Z.B. können wir ein allgemeines 
E(z,t) immer als Überlagerung laufender Wellen auffassen, 
die sowohl in die positive als auch in die negative z-Richtung 
fortschreiten. E + sei jener Anteil von E, der von den in 
die positive z-Richtung laufenden Wellen herrührt, E" sei 
der Beitrag der in die negative z-Richtung laufenden Wel¬ 
len. Es gilt also 

E(z,t) = E + (z,t) + E~(z,t). (8.3) 

Aus unserer Untersuchung laufender Wellen in Abschnitt 
7.4 wissen wir, daß das zu E + gehörige magnetische Feld B + 
gleich z X E + , das zu E" gehörige magnetische Feld B" 
gleich -z X E" ist. Somit lautet das zu der Überlagerung 
Gl. (8.3) gehörige magnetische Feld 

B(z,t) = zX [E + (z,t) — E"(z,t)]. (8.4) 

Wir werden Gl. (8.4) nicht explizit verwenden, denn wir 
wollten Ihnen nur folgendes zeigen bzw. in Erinnerung 
rufen: Kennt man bei einer ebenen Welle im Vakuum E, 
so ist B „automatisch“ bekannt, in dem Sinne nämlich, 
daß die Maxwellschen Gleichungen „automatisch“ sind. 

Effektive Punktladung. Eine weitere physikalische 
Vorstellung erweist sich im Falle elektromagnetischer 
ebener Wellen als sehr nützlich: Denken wir uns die ebe¬ 
nen Wellen von einer im Koordinatenursprung schwin¬ 
genden Punktladung emittiert, die genügend weit entfernt 
sei, so daß ihr Femfeld in hinreichend guter Näherung als 
ebene Welle betrachtet werden darf. Bezeichnen wir den 
augenblicklichen transversalen Verschiebungsvektor der 
Ladung Q mit i//(t): 

^(t) = xx(t) + yy(t) = xx 0 cos (cot + </?i) 

+ yy 0 cos(cot + </> 2 ). (8.5) 


Dann lautet das elektrische Feld E(z,t),wie wir aus unse¬ 
rer Diskussion des Feldes einer Punktladung (Abschnitt 
7.5) wissen, 


E(z,t) 


Q a j(t) = Qff(t') 

rc 2 zc 2 


Somit gilt wegen $ = - co 2 die Beziehung 


E(z,t) 


Qco 2 »(Q 

zc 2 


Qw 2 iKt - f) 

ZC 2 


( 8 . 6 ) 


Wir können also ^(z,t) bei der Betrachtung laufender 
ebener elektromagnetischer Wellen auf zwei Arten deuten: 
entweder als das elektrische Feld E(z,t) oder — bis auf 
den bekannten Proportionalitätsfaktor Qco 2 /zc 2 - als den 
Verschiebungsvektor einer positiven Ladung Q zum retar¬ 
dierten Zeitpunkt t' = t — z/c. Selbst wenn E(z,t) nicht 
durch eine einzige Ladung Q hervorgerufen wird, können 
wir eine solche „erfinden“ bzw. durch Gl. (8.6) definieren. 
Kennen wir die Strahlungsquelle nicht, so können wir 
nicht behaupten, daß die Strahlung nicht von der effek¬ 
tiven Punktladung Q erzeugt worden sei. 

Lineare Polarisation. Beschreibt im Falle transversaler 
ebener Wellen, also elektromagnetischer ebener Wellen 
oder transversaler Wellen auf einer Saite, der Verschie¬ 
bungsvektor längs einer festen, auf z senkrecht stehenden 
Geraden eine hin- und hergehende Schwingung, so bezeich¬ 
net man die Wellen als linear polarisiert. Es gibt zwei un¬ 
abhängige transversale Richtungen, die man längs x und y 
wählen kann. Betrachten wir nun einen festen Wert von z, 
dann brauchen wir nicht festzulegen, ob es sich um ste¬ 
hende Wellen, laufende Wellen oder um beides zugleich 
handelt. Es ist also nicht erforderlich, die Phasenbeziehung 
zwischen Schwingungen bei verschiedenen Werten von z 
zu bestimmen, da wir ja nur einen einzigen Wert von z 
betrachten. Dann können die zu einer linear polarisierten 
ebenen Welle gehörigen Schwingungen eine der folgenden 
Formen annehmen: 

\p(t) = xAi cos cot, (8.7) 

\p(t) = yA 2 cos cot. (8.8) 

Dabei haben wir z weggelassen und die Phasenkonstante 
gleich Null gesetzt. In einem allgemeineren Fall kann eine 
Schwingung linear polarisiert sein in einer Richtung, die 
weder mit x noch mit y zusammenfällt. Eine derartige 
Schwingung läßt sich immer als Überlagerung zweier un¬ 
abhängiger linear polarisierter Schwingungen von der 
Form der Gin. (8.7) und (8.8) anschreiben. Dabei sind 
die Phasenkonstanten der x- und der y-Komponente der 
Überlagerung entweder gleich, oder sie unterscheiden sich 
um 7T: 

i//(t) = xAi cos cot + yA 2 cos cot, (8.9) 

d.h. 

i//(t) = (xAx + yA 2 )cos cot. 


( 8 . 10 ) 
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Betrag und Richtung des Vektors xAi + yA 2 hängen 
nicht von der Zeit ab. Daher beschreibt das durch Gl. (8.10) 
angegebene \^(t) eine Schwingung längs einer festen Gera¬ 
den. Die Amplitude ist 

A=VA?’+Äf. (8.11) 

Bei linearer Polarisation ist ^z(t) entweder parallel oder 
(eine halbe Schwingung später) antip° r allel zu e, wobei 


e = 



( 8 . 12 ) 


Wir sehen, daß e ein Einheitsvektor ist: 

. (A t x +A 2 y) 2 
C C A 2 

A 2 x • x + A|y • y + 2Aj A 2 x • y 

” Ä 2 

_ A 2 + A 2 
' A 2 ” L 


(8.13) 


Der Verschiebungsvektor ^(t) ist für eine linear polarisierte 
Welle und für festes z in Bild 8.1 dargestellt. 

Linear polarisierte stehende Wellen. Wir wollen eine 
linear polarisierte „reine“ stehende Welle beschreiben, in 
der ^ z.B. bei z = 0 einen Knoten aufweise. Dazu multi¬ 
plizieren wir einfach den durch Gl. (8.10) angegebenen 
linear polarisierten Verschiebungsvektor für festes z mit 
sin kz: 

^(z,t) = (xAi + yA 2 )sinkzcoscot. (8.14) 



Bild 8.1. Lineare Polarisation. Der durch die Gin. (8.9) und (8.10) 
angegebene Verschiebungsvektor ^ (t) für festes z beschreibt längs 
der Linie mit den beiden Pfeilen eine harmonische Schwingung. 


Linear polarisierte laufende Welle. Zur Beschreibung 
einer laufenden Welle, die beispielsweise in der positiven 
z-Richtung fortschreitet, ersetzen wir in dem linear pola¬ 
risierten Verschiebungsvektor für festes z einfach cot 
durch cot — kz: 

i//(z,t) = (xAi + yA 2 ) cos (cot - kz). (8.15) 

Zirkulare Polarisation. Beschreibt der Verschiebungs¬ 
vektor in einer transversalen Welle einen Kreis, so bezeich¬ 
net man die Welle als zirkular polarisiert. Betrachten wir 
zuerst einen festen Wert von z. Wir lassen im Augenblick 
noch offen, ob die Welle in der positiven oder in der nega¬ 
tiven z-Richtung fortschreitet, oder ob es sich überhaupt 
um eine laufende Welle handelt. Weist der Daumen Ihrer 
rechten Hand in die positive z-Richtung und krümmen 
sich Ihre Finger im Drehsinn, so sagt man, die Schwingung 
sei in der positiven z-Richtung zirkular polarisiert. Analog 
wird mit Hilfe der Rechte-Hand-Regel die zirkulare Pola¬ 
risation in der negativen z-Richtung definiert. Eine in der 
positiven z-Richtung zirkular polarisierte Schwingung läßt 
sich als Überlagerung einer längs x und einer längs y linear 
polarisierten Schwingung gleicher Amplitude ausdrücken. 
Die x-, die y- und die z-Achse sollen wie üblich ein Rechts¬ 
system bilden, so daß x X y = z. Dann sehen wir, daß die 
x-Schwingung bei zirkularer Polarisation in der positiven 
z-Richtung der y-Schwingung um 90° voraus ist: 

i//(t) = xA cos cot + yA cos (cot - ^ j 

= xA cos cot + yA sin cot. (8.16) 

Analog hinkt die x-Schwingung bei zirkularer Polarisation 
in der negativen z-Richtung hinter der y-Schwingung 
um 90° nach: 

\p(t) = xA cos cot + yA cos (cot + ^ 

= xA cos cot - yA sin cot. (8.17) 

Nach unseren in Abschnitt 7.4 angestellten Überlegun¬ 
gen bezüglich elektromagnetischer ebener Wellen führen 
zirkular polarisierte ebene Wellen den Drehimpuls 
L = ± (W/co)z mit sich, wobei W die Energie und co die 
Winkelgeschwindigkeit ist. Der Drehimpuls hat dasselbe 
Vorzeichen wie der Winkelgeschwindigkeitsvektor der 
Felder. Daher weist er bei zirkularer Polarisation in der 
positiven z-Richtung in die positive z-Richtung, bei zir¬ 
kularer Polarisation in der negativen z-Richtung in die 
negative z-Richtung. In unseren bisherigen Überlegungen 
stellte z eine raumfeste Richtung dar. Diese Überlegun¬ 
gen gelten für laufende Wellen beider Ausbreitungsrich¬ 
tungen sowie für stehende Wellen. Selbstverständlich kön¬ 
nen zirkular polarisierte Wellen auf einer Saite oder einer 
Spiralfeder ebenfalls Drehimpuls mit sich führen. 

Der Verschiebungsvektor ^(t) für eine zirkular polari¬ 
sierte Schwingung bei festem z ist in Bild 8.2 dargestellt. 
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Bild 8.2. Zirkulare Polarisation 

a) zirkulare Polarisation und Drehimpuls in der positiven 
z-Richtung; dabei ist z raumfest und unabhängig von der 
Ausbreitungsrichtung; 

b) zirkulare Polarisation und Drehimpuls in der negativen 
z-Richtung 


Zirkular polarisierte stehende Welle. Eine in der posi¬ 
tiven z-Richtung zirkular polarisierte stehende Welle, de¬ 
ren Drehimpulsvektor ebenfalls in die positive z-Richtung 
weist, erhält man durch Multiplikation des entsprechen¬ 
den Verschiebungsvektors (Gl. (8.16)) für festes z mit 
einer sinusförmigen Funktion von z. Daher gilt für eine 
stehende Welle, die z.B. in der positiven z-Richtung zirku¬ 
lar polarisiert ist und bei z = 0 einen Knoten aufweist, 


^(z,t) = 


x cos cot + y cos cot 


Asinkz. (8.18) 


Zirkular polarisierte laufende Welle. Eine in der posi¬ 
tiven z-Richtung zirkular polarisierte laufende Welle, de¬ 
ren Drehimpulsvektor ebenfalls in die positive z-Richtung 
weist, erhält man höchst einfach: Soll die Welle in der 
positiven z-Richtung fortschreiten, so ersetzt man in der 
durch Gl. (8.16) angegebenen zirkular polarisierten 
Schwingung cot durch cot — kz: 


\jj( z,t) = Ajx cos [cot — kz] + y cos 


cot 


-f)-k2 

(8.19) 


Soll die Welle hingegen in der negativen z-Richtung fort¬ 
schreiten, so ersetzen wir analog cot durch cot + kz. Wollen 
wir eine Welle, deren Drehimpulsvektor in die negative 
z-Richtung weist, so gehen wir von der durch Gl. (8.17) 
angegebenen zirkular polarisierten Schwingung aus und 
ersetzen cot durch cot - kz bzw. cot + kz. 


Vereinbarungen für den Polarisationssinn zirkular 
polarisierter laufender Wellen. Eine zirkular polarisierte 
laufende Welle breite sich in der positiven z-Richtung aus. 
Ihr Drehimpulsvektor weise ebenfalls in diese Richtung. 
Dann weist auch der Winkelgeschwindigkeitsvektor der 
Felder (im Falle elektromagnetischer Wellen) bzw. des 
Verschiebungsvektors (bei Wellen auf einer Spiralfeder) 
gemäß der Rechte-Hand-Regel in die positive z-Richtung. 
Es liegt nahe, eine solche Polarisation als „rechtszirkular“ 
zu bezeichnen. Diese Vereinbarung nennen wir die Dreh¬ 
impulsvereinbarung. Nach ihr ist eine laufende Welle 
rechtszirkular polarisiert, wenn ihr Drehimpuls in die 
Ausbreitungsrichtung weist, und linkszirkular polarisiert, 
wenn ihr Drehimpulsvektor in die negative Ausbreitungs¬ 
richtung weist. Diese Vereinbarung ist jedoch jener ent¬ 
gegengesetzt, die gewöhnlich in der Optik verwendet wird. 
Z.B. unterscheidet sie sich von der Vereinbarung, nach 
der der Zirkularpolarisator in Ihrer optischen Ausrüstung 
als linksdrehend klassifiziert ist. Die optische Vereinbarung 
kann man als Schraubenvereinbarung bezeichnen. Ihre 
Berechtigung wird klar, wenn man auf einer Spiralfeder 
durch Schütteln eine zirkular polarisierte laufende Welle 
erzeugt. Nehmen Sie etwa an, Sie erteilen einem Ende der 
Spiralfeder eine rasche Kreisbewegung, die von Ihrem 
Standpunkt aus im Uhrzeigersinn verläuft. Dann bewegt 
sich ein zirkular polarisiertes Wellenpaket von Ihnen weg 
die Spiralfeder entlang. Sein Drehsinn ist der des Uhr¬ 
zeigers, sein Drehimpulsvektor weist in die Ausbreitungs¬ 
richtung. Gemäß der Drehimpulsvereinbarung ist dieses 
Wellenpaket also rechtszirkular polarisiert. Stellen Sie sich 
nun eine Momentaufnahme vor und betrachten Sie die 
Form der Spiralfeder, die sie in diesem Augenblick hat. 
Beschreibt sie eine Links- oder eine Rechtsschraube ? 

Bei der optischen Vereinbarung soll ja der Drehsinn der 
Schraube zur Bezeichnung des Polarisationssinnes verwen¬ 
det werden. Leider handelt es sich um eine Linksschraube! 
Stellen Sie sich, um dies einzusehen, die Bewegung Ihrer 
Hand und der Spiralfeder bei der Emission der Welle vor. 
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Veranschaulichen Sie sich die augenblickliche Form der 
Spiralfeder in der Nähe Ihrer Hand. Der augenblickliche 
Winkel,unter dem die Spiralfeder in geringer Entfernung 
von Ihrer Hand ausgelenkt ist, ist gleich jenem Winkel, 
den Ihre Hand zu einem etwas früheren Zeitpunkt be¬ 
schrieben hat. In der Ausbreitungsrichtung hinkt also der 
Winkel der Spiralfeder hinter dem augenblicklichen Win¬ 
kel Ihrer Hand her. Weiter in der Ausbreitungsrichtung ist 
der Winkel der Spiralfeder noch stärker zurück, da der 
betreffende Teil der Welle noch früher ausgesandt wurde. 
Schreitet man also zu einem festen Zeitpunkt in der Aus¬ 
breitungsrichtung fort, so beschreibt man eine Links¬ 
schraube. Daher wird der Polarisationssinn durch die op¬ 
tische Vereinbarung entgegengesetzt benannt wie durch 
die Drehimpulsvereinbarung. Diese merkt man sich leich¬ 
ter; an die optische Vereinbarung erinnert man sich am 
einfachsten, indem man an diese Schraube denkt. 

Es ist lehrreich, sich mit einer Spiralfeder zu beschäf¬ 
tigen und so konkrete Erfahrungen mit verschiedenen 
transversalen Polarisationszuständen zu sammeln. Stehen¬ 
de Wellen erhalten Sie, indem Sie ein Ende der Spiralfeder 
an einem Telephonmast befestigen und das andere schüt¬ 
teln. Ein „freies“ Ende können Sie simulieren, indem Sie 
ein Ende der Spiralfeder mit einer etwa 10 m langen 
Schnur verbinden und deren anderes Ende an einem Tele¬ 
phonmast befestigen. Linear oder zirkular polarisierte 
stehende Wellen lassen sich leicht erzeugen. Hingegen er¬ 
hält man zirkular polarisierte laufende harmonische Wel¬ 
len nur mit Schwierigkeiten, da es nicht leicht ist, eine 
Spiralfeder mit einer ihrem Wellenwiderstand angepaßten 
resistiven Belastung zu versehen. Ich vermute, daß sich 
dies erreichen läßt, indem man eine lange Schnur (zur 
Herstellung eines „freien“ Endes) mit geeigneten „masse¬ 
losen“ Kolben oder Paddeln aus Styropor kombiniert, die 
in wassergeftillte Eimer eintauchen. Jedenfalls kann man 
leicht Wellenpakete auf die Spiralfeder schicken und ihre 
Reflexion an festen oder freien Enden beobachten. 

Eigenschaften der transversalen Polarisationszustände. 
Die folgenden Eigenschaften transversaler Polarisations¬ 
zustände können Sie entweder mittels einer Spiralfeder 
oder durch nähere Betrachtung der obigen Gleichungen 
verifizieren. Sie treten aber auch bei elektromagnetischen 
ebenen Wellen auf: 

1. In einer linear polarisierten Welle geht der Verschiebungsvektor 
für festes z zweimal pro Schwingung durch den Nullpunkt. 

In einer stehenden Welle gehen die Verschiebungsvektoren in 
allen Punkten gleichzeitig durch den Nullpunkt. 

In einer laufenden Welle vollführen die Verschiebungsvektoren 
in allen Punkten dieselbe Bewegung, nur tritt eine Phasen¬ 
verschiebung auf. Diese entspricht jener Zeit, die die Welle 
zum Durchlaufen der zwischen den betreffenden Punkten 
Hegenden Entfernung benötigt. 

2. In einer zirkular polarisierten stehenden oder laufenden Welle 
ist der Betrag des Verschiebungsvektors bei festem z konstant. 


Tritt auf einer Spiralfeder eine zirkular polarisierte laufende 
Welle auf, so würde eine zum festen Zeitpunkt t gemachte 
Momentaufnahme zeigen, daß die Spiralfeder die Form eines 
Korkenziehers hat. 

Tritt hingegen eine zirkular polarisierte stehende Welle auf, so 
liegt die Spiralfeder immer vollständig in einer Ebene. Auf 
Grund einer einzigen Momentaufnahme üeße sich diese Form 
weder von der einer linear polarisierten stehenden Welle noch 
von der einer linear polarisierten laufenden Welle unterschei¬ 
den. Eine etwas später gemachte Momentaufnahme würde 
uns jedoch in Verbindung mit der ersten Aufschluß darüber 
geben, welche der drei Möglichkeiten zutrifft. 

3. Wird ein laufendes Wellenpaket auf einer Spiralfeder, das in 
der raumfesten positiven z-Richtung zirkular polarisiert ist, 
an einer Ab Schluß stelle reflektiert, so ist das reflektierte 
Wellenpaket in derselben Richtung polarisiert. Dies gilt auch 
für feste und freie Enden sowie für jede Art von Belastung. 
Daher bleibt der Drehsinn bezüglich der festen Richtung z 
bei Reflexion erhalten. Natürlich wird der Polarisationssinn 
umgekehrt, weil sich die Ausbreitungsrichtung bei Reflexion 
umdreht. Elektromagnetische Wellen verhalten sich in folgen¬ 
dem Sinne wie eine Spiralfeder: Werden Licht, Mikrowellen 
oder irgendwelche anderen elektromagnetischen Wellen mit 
zirkularer Polarisation um 180° reflektiert, so ändert sich ihr 
Drehsinn bezüglich einer festen Richtung 2 nicht, doch wird 
ihr Polarisationssinn, also der Drehsinn bezüglich der Ausbrei¬ 
tungsrichtung, umgekehrt. Diese Tatsache ist Ihnen nicht neu, 
denn Sie wissen, daß Ihre rechte Hand in einem Spiegel wie 
eine linke aussieht. Obwohl nicht unmittelbar einsichtig, hängt 
dies mit der Tatsache zusammen, daß der Drehsinn zirkular 
polarisierten Lichts bezüglich einer festen Richtung 2 bei 
Reflexion an einem Spiegel erhalten bleibt. Beide Erscheinun¬ 
gen kann man als Folge davon ansehen, daß der bezüglich 2 
transversale Impuls bei der Wechselwirkung der Welle mit dem 
reflektierenden Medium erhalten bleibt. Dieses besteht im 
Falle der Spiralfeder aus der Wand, im Falle der elektromagne¬ 
tischen Wellen aus den Elektronen des Spiegels (siehe jedoch 
Übung 27). 

Allgemeine transversale Polarisation - elliptische Pola¬ 
risation. Bei festem z hat eine allgemeine transversal pola¬ 
risierte Schwingung die Form 

^(t) = xAx cos (cot + <pi) + yA 2 cos (cot + y 2 )• (8.20) 

Ist gleich ifii oder ^ ± 7r, so liegt lineare Polarisation 
vor. Ist <p 2 gleich ^ und A 2 gleich A t , so sprechen 
wir von zirkularer Polarisation in der positiven z-Richtung. 
Im allgemeinen Fall, wenn A 2 ungleich Aj ist und ^ so¬ 
wie ip 2 beliebig sind, beschreibt der Verschiebungsvektor ^ 
eine elliptische Bahn. Dies sieht man folgendermaßen: 
Bezeichnen Sie \p x und \jj y als x bzw. y, so daß x = Aj 
cos (cot + ) und y = A 2 cos (cot + y 2 ). Zerlegen Sie so¬ 

dann die beiden Kosinuswerte, so daß für x eine bestimm¬ 
te Linearkombination und für y eine andere Linearkom¬ 
bination von cos cot und sin cot folgt. Lösen Sie nun diese 
beiden linearen Gleichungen nach sin cot und cos cot auf. 
Sie werden finden, daß jede dieser Größen eine (verschie¬ 
dene) Linearkombination von x und y ist. Addieren Sie 
schließlich die Quadrate von sin cot und cos cot. Das Er¬ 
gebnis, das gleich Eins ist, stellt einen quadratischen Aus¬ 
druck in x 2 , y 2 und xy dar. Ein solcher Ausdruck wird 
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als Kegelschnitt bezeichnet. Ist der Betrag der möglichen 
Werte von x und y wie in unserem Falle beschränkt, so 
stellt der Kegelschnitt eine Ellipse dar (siehe Übung 1). 

In Bild 8.3 ist die Folgerung gezeigt, die die Änderung 
des Phasenunterschiedes <pi - <p 2 in Gl. (8.20) nach sich 
zieht. Sie können die Auswirkung des Phasenunterschie¬ 
des auf die Polarisation mit Hilfe von klarem Cellophan¬ 
band demonstrieren (siehe Übung 16). 

Komplexe Schreibweise. Treten bei einer Überlagerung 
von Wellen mehrere Phasenkonstanten auf, so ist manch¬ 
mal die Verwendung komplexer Zahlen bequem. Dies 
wollen wir anhand einer laufenden harmonischen elektro¬ 
magnetischen Welle zeigen, die in der positiven z-Richtung 
fortschreitet: 

E(z,t) =xE x (z,t) +yE y (z,t) 

= xEi cos (kz — cot —ifii) 

+ yE 2 cos(kz - cot — <p 2 ). (8.21) 

Man sieht leicht, daß das durch Gl. ( 8 . 21 ) angegebene 
elektrische Feld der Real teil der folgenden komplexen 
Wellenfunktion ist: 

E c (z,t) = e i(kz_UJt) (xE 1 e“ i,pi + yE 2 e _i * 2 ). (8.22) 

Die Funktion exp i(kz - cot) kann man aus dem gesam¬ 
ten Ausdruck für E c herausheben. Dies bedeutet oft eine 
Hilfe, wenn man mit Ausdrücken rechnet, die Überlage¬ 
rungen mehrerer verschiedener Wellen darstellen. Wir 
sollten jedoch immer auf die reellen elektrischen Felder E 
übergehen, bevor wir irgendwelche Ergebnisse auf eine 
physikalische Situation anwenden. Denn in den Maxwell- 
schen Gleichungen kommt niemals \f—\ vor; es existiert 
kein elektrisches Feld, bei dem die Feldstärke etwa 
yf— 1 V/cm betrüge. 


Komplexe Wellenfunktionen und Amplituden. Die 
komplexe Größe E c , deren Realteil das elektrische Feld E 
darstellt, kann man als Überlagerung auffassen: 

E c (z,t) = A! (z,t) + A 2 * 2 (z,t), (8.23) 

wobei 

*,(z,t) = xe i(kz-wt >, 

^ 2 (z,t) = ye^ kz_tot) , (8.24) 

A 1 =E 1 e -l *’>, A 2 =E 2 e _i ^. (8.25) 

Orthonormale Wellenfunktionen. Die Wellenfunktio¬ 
nen \pi und \p 2 bilden ein vollständiges System orthonor- 
maler Wellenfunktionen. Unter „vollständig“ verstehen 
wir, daß man jede harmonische laufende Welle als Linear¬ 
kombinationen von \j /1 und \[/ 2 mit geeigneten komple¬ 
xen konstanten Koeffizienten A x und A 2 ausdrücken 
kann. Von „orthonormal“ sprechen wir dann, wenn fol¬ 
gende Beziehungen erfüllt sind: 

*!=*?’ *2 = 1 , 

*? * *2 = *2 ' *1 ~ 0. (8.26) 

Dabei bezeichnet der Stern die komplexe Konjugation, 
also die Ersetzung von i durch - i. Somit gilt 

= [xe -i(kz_cot) ] • [xe^-“*)] =x • x = 1, 

*? • * 2 = [xe -i(k * -wt >] • [ye i(kz ~ wt) ] = x • y = 0. 

Wegen der Orthonormalitätsbedingungen in den Gin. (8.26) 
folgt für das Quadrat des absoluten Betrages des komplexen 
Vektors E c ein sehr einfacher Ausdruck: 

|E c M(E c *)-(E c ) 

= (Af*f+ AJ*J)-(Ai*, +A 2 * 2 ) 

= |Aj | 2 + |A 2 | 2 
= E\ + El. 


(8.27) 
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Zeitlicher Mittelwert der Energieflußdichte. Die Zählrate 
eines Photomultipliers in einem Strahl aus laufenden elek¬ 
tromagnetischen Wellen ist dem zeitlichen Mittelwert der 
Energieflußdichte des Strahls proportional. Genauer aus¬ 
gedrückt, ein Photomultiplier der Fläche A, dessen Photo¬ 
kathode eine Nachweisempfindlichkeit e hat, liefert eine 
Zählrate R (in Impulsen pro Sekunde): 


R = 


<S> 

hco 


A • e. 


(8.28) 


Dabei lautet der zeitliche Mittelwert der Energieflußdichte 
(in erg/cm 2 s) 


<S>= ^-<E 2 > (8.29) 

mit 

<E 2 > = <(xE x +yE y ) 2 > 

= <E 2 > + <E 2 > 

= 2 Ei + 1 El • (8.30) 

Die Faktoren \ in der letzten Zeile von Gl. (8.30) rühren 
von der Bildung des zeitlichen Mittelwerts über die durch 
Gl. (8.21) gegebene harmonische Schwingung her. 

Ein Vergleich der Gin. (8.27) und (8.30) zeigt uns : 
Auch wenn wir mit der komplexen Größe E c arbeiten, 
deren Real teil das elektrische Feld E darstellt, können 
wir den richtigen Ausdruck für den zeitlichen Mittelwert 
der Energieflußdichte erhalten. Dazu müssen wir an Stelle 
des zeitlichen Mittelwerts des Quadrates von E die Hälfte 
des Quadrates des absoluten Betrages von E c einsetzen: 


E = Re E c = Realteil von E c , 

(8.31) 

<e 2 >4 ie c i 2 , 

(8.32) 

>bei 


<e 2 > = <e|> + e 2 >. 


|E C I 2 = |E XC | 2 +|E yc | 2 . 

(8.33) 


Andere vollständige Darstellungen für polarisiertes 
Licht. Der allgemeinste Polarisationszustand kann als 
Überlagerung von Wellen dargestellt werden, die längs x 
und längs y linear polarisiert sind. Natürlich könnten wir 
für x unendlich viele Richtungen, die im Inertialsystem 
fixiert sind, wählen. Also gibt es unendlich viele Möglich¬ 
keiten der Darstellung mittels linear polarisierter Zustände. 
Für die komplexe Schreibweise bedeutet dies, daß es un¬ 
endlich viele vollständige Systeme orthonormaler Wellen¬ 
funktionen \p i und gibt, die als Basis einer Überlage¬ 
rung mit komplexen Koeffizienten zur Darstellung von E c 
dienen können. Nehmen Sie z.B. an, daß man die Einheits¬ 
vektoren e x und e 2 aus den ursprünglichen Einheitsvekto¬ 
ren x und y erhält, indem man diese in Richtung von x 
nach y um einen Winkel cp dreht. Dann können Sie leicht 
zeigen, daß 


e x = x cos ^ + y sin cp, 
e 2 = - x sin cp + y cos cp. 


Zu dieser Darstellung mittels Wellen, die längs e x und e 2 
linear polarisiert sind, gehört folgendes vollständiges Sy¬ 
stem orthonormaler Wellenfunktionen: 

! </ 1 =e 1 e i(kz_wt \ V' 2 =e 2 e i(kz_OJt) . (8.35) 

Sie können leicht überprüfen, daß und \f/ 2 die Ortho- 
normalitätsbedingungen der Gin. (8.26) erfüllen. 


Darstellung durch zirkular polarisierte Wellen. Ein all¬ 
gemeiner Polarisationszustand einer harmonischen laufen¬ 
den Welle läßt sich als Überlagerung rechts- und linkszir¬ 
kular polarisierter Komponenten mit geeigneten Ampli¬ 
tuden und Phasenkonstanten darstellen. Z.B. kann man 
eine längs x linear polarisierte Welle in einer der beiden 
folgenden äquivalenten Formen schreiben: 

E = xA cos (kz - cot) (8.36) 


oder 


E = — cos [cot 


kz] +y cos (cot 


+ ~|x cos [cot - kz] +y cos 


cot + 


kz 


kz 


(8.37) 

Die Terme in y haben gleiche Amplituden und um 180° 
verschiedene Phasen, weshalb ihre Summe Null ergibt. 

Gl. (8.36) beschreibt die Darstellung von E mittels einer 
linear polarisierten Welle der Amplitude A. In Gl.(8.37) 
ist E als Überlagerung zirkular polarisierter Komponenten 
dargestellt, deren Drehimpulsvektoren in die positive bzw. 
negative z-Richtung weisen und deren Amplituden gleich 
\ A sind. Die den Gin. (8.36) und (8.37) entsprechenden 
komplexen Ausdrücke sind 

(8.38) 


E c = Axe i(kz_u,t) 


und 


E c = \ A [xe i(kz ~ wt > + ye i(kz_ 1 ~ (m/2))) ] 

+ 1 a [xe‘^ kz_UJt ^ +y e ‘C kz ~l tot+ C ,r / 2 )])]. 

Mit Hilfe der Beziehungen 


(8.39) 


e i(w/2) = cos ^ + i s i n TL = i > 

e ~i(W 2 ) = cos ^ - i sin — = — i 
2 2 


(8.40) 


läßt sich Gl. (8.39) in kürzerer Form schreiben: 

E c = | A[(x + iy)e i(kz " wt) ] +1A[(x - iy)e i(kz ' u,) ]. 

(8.41) 

Nun können wir ein vollständiges System orthonormaler 
zirkular polarisierter Wellenfunktionen definieren: 


^ =(iLjy') e i(kz-wt) 

V2 


(8.34) 


(8.42) 
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Sie können leicht überprüfen, daß \jj + und ^ orthonormal 
sind, daß also 

= = ^r^_ = ^!*^ + = o. (8.43) 

Somit läßt sich der allgemeinste Polarisationszustand einer 
harmonischen laufenden Welle in der Form 


E c (z,t) = A + * + + A_*_ (8.44) 

ausdrücken, wobei A + und A komplexe Konstanten sind. 
Im Spezialfall linearer Polarisation gemäß Gl. (8.38) sehen 
wir, daß A + und A_ die Form 


A+ = A 



(8.45) 


annehmen. 


Der zeitliche Mittelwert der Zählrate R eines Photo¬ 
multipliers, der sich in einem Strahl aus harmonischen 
laufenden Wellen befindet, läßt sich mittels der komple¬ 
xen Koeffizienten irgendeines vollständigen Systems von 
Wellenfunktionen ausdrücken. Wir können also statt der 
Darstellung mittels Wellen, die längs x und y linear polari¬ 
siert sind (siehe Gin. (8.28) bis (8.33)) die „Drehimpuls¬ 
darstellung 66 mittels Wellen verwenden, die in der positi¬ 
ven bzw. in der negativen z-Richtung zirkular polarisiert 
sind: 

R=g Ae . (8.46) 

Dabei bedeutet A die Fläche (nicht die Amplitude!), 
e die Nachweisempfindlichkeit und 


<S>=^<E 2 >, (8.47) 

<E 2 > = ±|E £ | 2 , (8.48) 

|E C | 2 = |A + ^ + + A_(i_| 2 = |AJ 2 + |A_| 2 . 

Komplexe Wellenfunktionen werden wir selten ver¬ 
wenden. Wir haben sie hier hauptsächlich deshalb einge¬ 
führt, um Ihnen die geistige Umstellung zu erleichtern, 
die beim Studium der Quantenphysik in Band 4 erforder¬ 
lich ist. Die in der Quantenphysik verwendeten Wellen¬ 
funktionen sind nämlich fast immer komplex. In den 
Wellengleichungen der Quantenmechanik tritt die Qua¬ 
dratwurzel aus — 1 explizit auf. 


8.3. Herstellung polarisierter transversaler Wellen 

In diesem Abschnitt untersuchen wir einige Methoden, 
wie man einen gewünschten Polarisationszustand herstellt. 
Am leichtesten beherrscht man die Polarisation, wenn 
man den Emissionsvorgang unter Kontrolle hat, wie etwa 
beim Schütteln einer Spiralfeder oder bei der Emission 
elektromagnetischer Wellen durch eine wunschgerecht 
konstruierte Antenne. Es kommt aber vor, daß man auf 
den Emissionsvorgang keinen Einfluß hat, wie etwa beim 


Licht einer elektrischen Glühlampe oder beim Sonnen¬ 
licht. In diesem Falle steht man vor dem Problem, einen 
gewünschten Polarisationszustand aus der vorgegebenen 
komplizierten Überlagerung verschiedener Zustände aus¬ 
zusondern. Dies gelingt beispielsweise dadurch, daß man 
die Komponenten mit unerwünschter Polarisation durch 
ein Polaroidfilter absorbiert. Oder man reflektiert das 
Licht so, daß die Reflexion der Komponenten mit uner¬ 
wünschter Polarisation vemachlässigbar ist, und betrach¬ 
tet dann nur das reflektierte Licht. Diese Art der selek¬ 
tiven Reflexion bewirkt, daß das Licht des blauen Him¬ 
mels ebenso wie das durch Wasser, Glas, Beton oder 
durch ein Knie reflektierte Licht polarisiert ist. 

Polarisation durch selektive Emission. Beim Schütteln 
einer Spiralfeder bestimmen Sie den Polarisationszustand 
der Wellen durch Kontrolle der Schüttelbewegung. Ähn¬ 
lich haben die durch eine Antenne emittierten Radio¬ 
oder Mikrowellen eine Polarisation, die von der Bewegung 
der Elektronen in der Antenne abhängt. Besteht die An¬ 
tenne aus einem geraden Draht, der senkrecht auf z steht, 
so „schütteln 66 die längs des Drahtes schwingenden Elek¬ 
tronen die elektrischen Feldlinien in derselben Richtung. 
Daher sind die in Richtung von z emittierten elektro¬ 
magnetischen Wellen linear polarisiert: Das elektrische 
Feld liegt parallel zur Antenne. Die in andere Richtungen 
emittierten Wellen sind in jener Richtung linear polarisiert, 
in der die zur betreffenden Ausbreitungsrichtung senk¬ 
rechte Projektion der Antenne liegt. Hat eine gerade An¬ 
tenne die Richtung von x und eine zweite die Richtung 
von y und werden beide von gleich starken Strömen 
gleicher Phase durchflossen, so ist die in der positiven und 
die in der negativen z-Richtung emittierte Strahlung längs 
der Winkelhalbierenden zwischen x und y polarisiert. Hat 
der in x-Richtung fließende Strom dieselbe Amplitude wie 
der in y-Richtung fließende, doch eine um 90° größere Phase, 
so ist die in die negative und die in die positive z-Richtung 
emittierte Strahlung zirkular polarisiert, wobei ihr Dreh¬ 
impulsvektor in die positive z-Richtung weist. Die in die 
positive z-Richtung emittierte Strahlung ist nach der 
Drehimpulsvereinbarung rechtszirkular, die in die nega¬ 
tive z-Richtung emittierte hingegen linkszirkular polari¬ 
siert. In hinreichend großer Entfernung ist die Strahlung 
von jener nicht mehr unterscheidbar, die durch eine einzel¬ 
ne „äquivalente Punktladung 66 bei der Kreisbewegung 

\p = A [x cos cot + y sin cot] (8.49) 

emittiert würde. Die Amplitude A und die Phasenkon¬ 
stante dieser Kreisbewegung von Q ist mit dem zirkular 
polarisierten elektrischen Femfeld durch Gl. (8.6) ver¬ 
knüpft. Die Polarisation der Strahlung, die in irgendeiner 
Richtung von diesem aus zwei Antennen bestehenden 
System emittiert wird, ist dieselbe, die man auf Grund der 
durch Gl. (8.49) beschriebenen Bewegung der äquivalen¬ 
ten Punktladung erhalten würde. Von einem beliebigen 
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Aufpunkt aus erscheint die Projektion der Kreisbewegung 
der äquivalenten Ladung als elliptische Bewegung; sie 
hat auch denselben Effekt wie eine solche. In einer 
beliebigen Emissionsrichtung ist die Polarisation also 
elliptisch. In einer zu z senkrechten Richtung beispiels¬ 
weise ist die Polarisation linear — der Spezialfall einer 
„entarteten“ Ellipse. Alle diese Ergebnisse folgen direkt 
aus unserer Diskussion der strahlenden Punktladung 
(Abschnitt 7.5), wobei nur zwei Bedingungen erfüllt sein 
müssen: Wir müssen uns hinreichend weit von der An¬ 
tenne entfernt befinden, so daß wir die „Nahfelder“ ver¬ 
nachlässigen dürfen, und die Antennenlänge muß klein 
gegenüber einer Wellenlänge sein, so daß man nur eine 
einzige äquivalente Ladung benötigt, um die Bewegung 
aller Elektronen in der Antenne darzustellen. Beträgt 
nämlich die Antennenlänge einige Wellenlängen, so haben 
die Beiträge von Elektronen, die in verschiedenen Teilen 
der Antenne liegen, unterschiedliche Phasen. Dann benö¬ 
tigen wir mehr als nur eine äquivalente Ladung und er¬ 
halten die sogenannte „Multipolstrahlung“ im Gegensatz 
zur „Dipolstrahlung“, die von einer einzigen harmonisch 
schwingenden Ladung herrührt. 

Polarisation durch selektive Absorption. Liegt ein 
allgemeiner Polarisationszustand vor, so kann man einen 
gewünschten Polarisationszustand dadurch hersteilen, daß 
man die unerwünschten Komponenten unterdrückt. Dazu 
läßt man diese an irgendwelchen „bewegten Teilen“ Ar¬ 
beit verrichten, die erwünschten Komponenten jedoch 


nicht. Betrachten Sie als Beispiel stehende Wellen auf 
einer Spiralfeder. Nehmen Sie an, z sei waagerecht und 
liege in Richtung der Spiralfeder, y sei senkrecht und x 
wieder waagerecht. Ein senkrechter massenloser Stab 
(etwa aus Styropor) sei an einem massenlosen Kolben be¬ 
festigt, der in das Wasser in einem Eimer eintauche. Dieser 
Kolben wird durch die y-Komponente der Schwingungen 
erregt. Erzeugen wir eine stehende Welle, in der die Schwin¬ 
gungen längs x und y gleichberechtigt auftreten, so wer¬ 
den die Schwingungen längs y bald gedämpft. Ihre Energie 
wird nämlich in dem Wassereimer in Wärme verwandelt. 

Drahtgitter. Im Falle von Mikrowellen können wir 
selektive Absorption mittels einer Schar paralleler leiten¬ 
der Drähte erreichen, die in der y-Richtung aufgespannt 
sind (Bild 8.4). Nehmen Sie an, das elektrische Feld der 
einfallenden Mikrowellenstrahlung habe sowohl eine x- 
als auch eine y-Komponente. Wir können die Wirkung, 
die die Drähte auf diese beiden Komponenten haben, 
getrennt untersuchen. Betrachten Sie zuerst die y-Kom¬ 
ponente, also die Komponente in Richtung der Drähte. 
Besteht der Draht aus Kupfer, Silber oder einem anderen 
guten metallischen Leiter, so verhält er sich wie eine resi- 
stive Belastung. Die Leitungselektronen erreichen ihre 
Endgeschwindigkeit in einer Zeit, die kurz gegenüber der 
Periode der Mikrowellen ist. (Für die Frequenz dieser 
Wellen können wir z.B. 1000 MHz annehmen.) Das elek¬ 
trische Feld verrichtet an den Elektronen Arbeit. Die 
Elektronen übertragen einen Teil ihrer Energie durch 


Bild 8.4 

Ein Drahtgitter absorbiert solche Mikro¬ 
wellen, deren E in der Richtung von y liegt. 
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Zusammenstöße an das Kupfergitter, einen anderen Teil 
strahlen sie ab. Es zeigt sich, daß ihre in der Ausbreitungs¬ 
richtung emittierte Strahlung mit der einfallenden Strah¬ 
lung destruktiv interferiert und diese im wesentlichen 
aufhebt. In der entgegengesetzten Richtung liefert die von 
der erzwungenen y-Bewegung herrührende Strahlung eine 
reflektierte Welle. Tatsächlich wird nur ein kleiner Teil 
jener Strahlungskomponente, deren E die Richtung von y 
hat, in den Drähten in Wärme verwandelt. Der größte Teil 
wird in die negative z-Richtung reflektiert. Auf diese 
Weise unterdrücken die Drähte die y-Komponente. 

Betrachten Sie nun die Vorgänge in der x-Richtung. 

In dieser können sich die Elektronen nicht bewegen, da 
sie an die Drähte gebunden sind. Sie erreichen daher ihre 
konstante Endgeschwindigkeit nicht, sondern büden bald 
an den in der positiven bzw. negativen x-Richtung liegen¬ 
den Oberflächenpartien Flächenladungen. Ist deren Feld 
so stark, daß es das einfallende Feld im Inneren des Drah¬ 
tes aufhebt, so hören die Elektronen auf, sich zu bewegen. 
Dieser Vorgang läuft während einer Zeit ab, die kurz 
gegenüber der Mikrowellenperiode ist. Daher befinden 
sich die Elektronen immer in einer Art annähernd stati¬ 
schen Gleichgewichts. Sie werden nicht beschleunigt, 
absorbieren keine Energie und strahlen nicht. Folglich 
wird die x-Komponente der Strahlung nicht beeinflußt. 

Es kommt manchmal vor, daß sich auch an den in der 
y-Richtung liegenden Drahtenden Flächenladungen bilden. 
Das von diesen Endladungen herrührende Feld ist bestrebt, 
die y-Komponente des einfallenden Feldes aufzuheben. Es 
kann jedoch in dem interessanten Bereich nahe der Mitte 
des Drahtgitters beliebig klein gemacht werden, indem 
man die Drähte in der y-Richtung hinreichend lang wählt. 

Im Falle sichtbaren Lichts mit X ^ 5 • IO -5 cm ist es 
nicht leicht, parallele leitende „Drähte“ mit geringerem 
Zwischenraum als X herzustellen. Trotzdem ist es gelun¬ 
gen! 1 ) 

Polaroidfilter. Im Jahre 1938 erfand Edwin H. Land 
das Polaroidfilter, das ähnlich wie eine Drähteschar wirkt. 
Zu seiner Herstellung wird eine Plastikfolie, die aus lan¬ 
gen Kohlenwasserstoffketten besteht, in einer Richtung 
sehr stark ausgezogen. Dadurch richten sich die Moleküle 
aus. Sodann wird die Folie in eine jodhaltige Lösung ge¬ 
taucht. Das Jod setzt sich an den langen Kohlenwasser¬ 
stoffketten an und liefert Leitungselektronen, die sich 
längs der Ketten, jedoch nicht senkrecht zu diesen bewe¬ 
gen können. Auf diese Weise entstehen längs der Kohlen¬ 
wasserstoffketten effektive „Drähte“. Die zu diesen pa- 


! ) G. R. Bird und Af. Parrish Jr. [J. Opt. Soc. Am. 50, 886 (I960)] 
dampften Gold unter streifendem Einfall auf ein Beugungs¬ 
gitter aus Plastik auf, das 20 000 parallele Ritze pro Zentimeter 
aufwies. Das Gold lagerte sich auf den in der Stromrichtung 
liegenden Seiten der Ritze an und bildete auf diese Weise pa¬ 
rallele leitende „Drähte“. 


rallele Feldkomponente wird absorbiert, die dazu senk¬ 
rechte geht mit nur sehr geringer Schwächung durch. 

Manchmal benutzt man eine einfache Analogie zu 
einer Schnur und einem Lattenzaun, um sich die Wirkung 
einer Drähteschar auf einfallende elektromagnetische 
Wellen leichter zu merken: Die Schnur geht zwischen 
den Latten des Zaunes durch; Wellen werden absorbiert, 
wenn die transversale Geschwindigkeit der Schnur auf 
den Latten senkrecht steht. Die transversale Geschwindig¬ 
keit von Wellen auf einer Schnur ist dem magnetischen 
Feld in einer elektromagnetischen Welle analog. Als Ge¬ 
dächtnishilfe merkt man sich also, daß das zu den Dräh¬ 
ten parallele elektrische Feld absorbiert wird. Allerdings 
ist diese Gedächtnishilfe nicht besonders wirksam, da man 
sich zweierlei merken muß: Erstens ist es nicht die trans¬ 
versale Spannung, sondern die transversale Geschwindig¬ 
keit, die die Schnur an die Latten schlagen läßt, und 
zweitens ist das Analogon zur Geschwindigkeit der Schnur 
das magnetische Feld, nicht das elektrische - dieses ist 
nämlich der transversalen Spannung analog. Man muß 
sich also bei dieser Gedächtnishilfe mehr merken als bei 
der einfachen richtigen Erklärung. 

Eine Polaroidfolie hat also eine Achse, die in der Fo¬ 
lienebene liegt und als bevorzugte Durchlaßrichtung be¬ 
zeichnet wird. Ist E zu dieser Achse parallel, so wird das 
Licht mit nur sehr geringer Absorption durchgelassen. 

Steht E hingegen senkrecht auf ihr, so wird das Licht fast 
vollständig absorbiert. Die bevorzugte Durchlaßrichtung 
steht senkrecht auf jener Richtung, in der das Plastik ge¬ 
dehnt wurde, sie steht also senkrecht auf den „Drähten“. 

Betrachten Sie ein weißes Stück Papier durch ein Po¬ 
laroidfilter, so erscheint es grau. Das Polaroidfilter absor¬ 
biert nämlich die Hälfte des vom Papier herkommenden 
Lichts, so daß das Papier natürlich dunkler aussieht als 
ohne Filter. Hingegen läßt eine Folie aus klarem Cello¬ 
phan oder aus einem anderen klaren Plastikstoff fast das 
gesamte einfallende Licht durch. 

Die dem Buch beigefügte optische Ausrüstung enthält 
fünf graue Plastikstücke. Nehmen Sie diese heraus und 
betrachten Sie sie. Eines von ihnen ist ein Zirkularpolari¬ 
sator, der später noch besprochen werden soll. Die ande¬ 
ren vier sind die jetzt zu besprechenden HN-32-Polaroid- 
Linearpolarisatoren, die wir sonst einfach als Polaroid¬ 
filter bezeichnen. Den Zirkularpolarisator können Sie auf 
folgende Weise erkennen: Legen Sie eine Münze oder ein 
anderes glänzendes Metallstück auf den Tisch, legen Sie 
eine der grauen Plastikfolien darauf und betrachten Sie 
durch diese die Münze. Wenden Sie sodann die Plastik¬ 
folie um und betrachten Sie die Münze nochmals. Wenn 
sie ebenso aussieht wie vorher, so handelt es sich nicht 
um den Zirkularpolarisator. (Die hochinteressante Asym¬ 
metrie des Zirkularpolarisators besprechen wir später.) 
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Betrachten Sie sodann eine Glühlampe durch zwei Po¬ 
laroidfilter, die Sie übereinanderlegen und dicht vor Ihr 
Auge halten. Verdrehen Sie die Filter gegeneinander. 
Verschwindet das Licht vollkommen, so sagt man, die 
Polaroidfilter seien „gekreuzt“. In diesem Falle stehen 
ihre Durchlaßrichtungen senkrecht aufeinander. 

Sind die Durchlaßrichtungen parallel, so wird der größ¬ 
te Teil des Lichts, das durch das erste Filter geht, auch 
vom zweiten durchgelassen. Im Idealfall würden folgende 
Verhältnisse eintreten: Das Licht der Glühlampe ist „un- 
polarisiert“. Zerlegt man also das Feld in zwei aufeinan¬ 
der senkrechte transversale Komponenten (nämlich längs 
x und y), so hat jede dieser Komponenten dieselbe Inten¬ 
sität. Dabei ist x eine beliebige transversale Richtung, 
denn jedes Paar orthogonaler Einheitsvektoren x und y 
bildet ein vollständiges System zur Beschreibung polari¬ 
sierten Lichts. Hätte das erste Polaroidfilter an beiden 
Oberflächen eine reflexionsfreie Schicht zur Widerstands¬ 
anpassung, wären alle seine Kohlenwasserstoffketten exakt 
parallel und wäre seine Dicke hinreichend groß, die Kom¬ 
ponente mit unerwünschter Polarisation zu absorbieren, 
so würden 50% des Glühlampenlichts durchgehen. Pola¬ 
roidfilter tragen jedoch keine reflexionsfreien Schichten, 
weshalb an jeder Oberfläche etwa 4 % der Intensität ver¬ 
lorengehen. Der Brechungsindex von Plastik ist etwa 
gleich jenem von Glas, beträgt also rund 1,5. Daher ist 
die an jeder Oberfläche reflektierte Intensität gleich 
[(n - l)/(n + l)] 2 « 0,04. Wir können die Interferenz¬ 
effekte zwischen den beiden Oberflächen vernachlässigen, 
wenn wir über ein geeignetes Frequenzband mittein. Der 
Gesamtverlust beträgt also 8 %. Wären die Kohlenwasser¬ 
stoffketten exakt parallel, so würde kein weiterer Verlust 
auftreten. Ein solches Polaroidfilter würde man als HN-46 
bezeichnen, um anzudeuten, daß 46 % des einfallenden 
unpolarisierten Lichts durchgelassen werden. Ihre Polaroid¬ 
filter tragen aber die Bezeichnung HN-32, es werden also 
durch das erste Füter von den ursprünglichen 100% der 
Intensität rund 32 % durchgelassen, also etwa 64 % der 
gewünschten Komponente des unpolarisierten einfallen¬ 
den Lichts. (Von der Intensität der anderen Komponente 
gehen im größten Teil des Farbspektrums weniger als 
10~ 4 % durch.) Liegt das zweite Polaroidfilter parallel 
zum ersten, so läßt es etwa 64 % des einfallenden Lichts 
durch, da dieses ja schon die für den Durchgang erforder¬ 
liche Polarisationsrichtung aufweist. Daher beträgt die 
Intensität, die von zwei parallelen HN-32-Linearpolarisa- 
toren durchgelassen wird, etwa 

Idurch = lein * 0,32 • 0,64 = 0,21 I ein . (8.50) 

Dabei bezeichnet I e i n die Intensität des einfallenden un¬ 
polarisierten Lichts. 

Idealer Polarisator — Gesetz von Malus. Unter einem 
idealen Polarisator wollen wir ein „HN-50-Polaroidfilter“ 
verstehen. Ein solches ist zwar nicht realisierbar, doch 


läßt es sich leichter behandeln als ein reales Polaroidfilter. 
Wir vernachlässigen alle Intensitätsverluste, die durch Re¬ 
flexionen an Oberflächen entstehen. Ferner nehmen wir 
an, die unerwünschte Komponente werde vollständig ab¬ 
sorbiert, hingegen werde die gewünschte Komponente, 
deren E parallel zur bevorzugten Durchlaßrichtung und 
somit senkrecht zu den Kohlenwasserstoffketten liegt, 
durchgelassen. Nun falle linear polarisiertes Licht längs z 
senkrecht ein. Die Amplitude seines transversalen elek¬ 
trischen Feldes sei E. Stellt e die Durchlaßrichtung des 
idealen Polarisators dar, so wird nur die Komponente 
(E • e)e der Amplitude durchgelassen. Die durchgelassene 
Intensität Idurch ist tim den Faktor (E • e) 2 /(E 2 ) kleiner 
als die einfallende Intensität I e j n : 

Idurch = Iein COS 2 0 = I ein (E • e) 2 . (8.51) 

Dabei ist E = E/|E| ein Einheitsvektor in der Richtung 
von E. Gl. (8.51) wird oft als Gesetz von Malus bezeichnet 
(Bild 8.5). 

Zwei aufeinanderfolgende Polaroidfilter 1 und 2, deren 
Durchlaßrichtungen bzw. e 2 senkrecht aufeinander 
stehen, werden als „gekreuzt“ bezeichnet. Das erste Füter 
läßt die zu parallele Komponente durch, das zweite ab¬ 
sorbiert diese vollständig. Hinter dem zweiten Polaroid¬ 
filter tritt kein Licht mehr auf. Fügt man jedoch zwischen 
die gekreuzten Polaroidfilter ein drittes ein, so verschwin¬ 
det das durchgehende Feld nicht, wenn e 3 weder zu e! 
noch zu e 2 parallel ist (siehe Übung 3). Sie können diese 
Aussage mit den Polaroidfiltern aus Ihrer optischen Aus¬ 
rüstung beweisen. 

Polarisation durch Einfachstreuung. Betrachten Sie an 
einem sonnigen Tag den blauen Himmel durch ein Pola¬ 
roidfilter, das Sie dicht an Ihre Augen halten, so daß Sie 
ein großes Stück Himmel sehen können. Suchen Sie durch 
Drehen des Füters ein Minimum auf, das sich so bemerk¬ 
bar macht, als wäre der Himmel von dunklen Schwaden 
überzogen. Das Licht aus dem betreffenden Teil des Him¬ 
mels ist stark polarisiert. Messen Sie ungefähr den Winkel, 
den die Verbindungslinie zwischen Ihrem Kopf und der 
Sonne mit jener Linie einschließt, die Ihren Kopf mit 
dem Bereich stärkster Polarisation des blauen Himmels¬ 
lichts verbindet. Dieser Winkel wird etwa 90° betragen. 
Messen Sie sodann die Polarisationsrichtung. Sie können 
die bevorzugte Durchlaßrichtung eines Polaroidfilters er¬ 
mitteln, indem Sie eine Quelle von Strahlung bekannter 
Polarisationsrichtung betrachten. Untersuchen Sie z.B. 
das Licht, das von einem Fenster, einem Holz- oder einem 
Plastikboden reflektiert wird. Wie wir in diesem Abschnitt 
weiter unten zeigen werden, ist das reflektierte Licht pa¬ 
rallel zu der ebenen Fläche - etwa des Bodens - polarisiert. 

Die Polarisation des blauen Himmelslichts erklärt sich 
wie folgt: Der Einheitsvektor z liege in der Ausbreitungs¬ 
richtung des Lichts, das sich von der Sonne zu einem be¬ 
stimmten Luftmolekül bewegt (Büd 8.6). Das elektrische 
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Bild 8.5 

Idealer Polarisator. Die bevorzugte Durch¬ 
laßrichtung für E wird durch e angegeben. 
Die zu e parallele Komponente E || von E 
wird durchgelassen. Die zweite Kompo¬ 
nente Ej^ wird absorbiert. 


Feld im Sonnenlicht ist impolarisiert, was Sie folgender¬ 
maßen verifizieren können: Schneiden Sie ein kleines 
Loch in ein Stück Karton und halten Sie diesen so, daß 
das durch das Loch gehende Sonnenlicht einen hellen 
Fleck am Boden erzeugt. Bedecken Sie nun das Loch mit 
einem Polaroidfilter, drehen Sie dieses und untersuchen 
Sie, ob der helle Fleck am Boden seine Intensität ändert. 
Blicken Sie jedoch nicht die Sonne an! Die Elektronen 
in einem Luftmolekül verhalten sich ähnlich wie Oszilla¬ 
toren, die durch das einfallende Licht erregt werden. Da¬ 
her stellt ihre Bewegung eine Überlagerung von Schwin¬ 
gungen längs der transversalen Richtungen x und y dar. 

Die schwingenden Elektronen strahlen zwar nach allen 
Richtungen, doch nicht in jede Richtung gleich stark. 

Aus unseren Überlegungen in Abschnitt 7.5 wissen wir: 
Emittiert eine einzelne schwingende Punktladung Strah¬ 
lung, so sind Amplitude und Polarisationsrichtung des 
elektrischen Feldes jener „Projektion“ der Bewegungs¬ 
amplitude der schwingenden Ladung proportional, die 
ein in Richtung der Ladung blickender Beobachter sieht. 
Unter der Projektion der Bewegungsamplitude verstehen 
wir die Amplitude jener vektoriellen Komponente der 
Elektronenbewegung, die senkrecht auf der Ausbreitungs¬ 
richtung r — von der schwingenden Ladung zum Beob¬ 
achter - steht. Hat r die Richtung von y, so sieht der Be¬ 
obachter nur die x-Komponente der Elektronenbewegung. 
Er stellt daher eine zu 100% längs x linear polarisierte 
Strahlung fest. Die Intensität ist nur halb so groß wie jene, 
die der Beobachter feststellen würde, wenn er in Richtung 
der z-Achse auf die Strahlungsquelle blickte und sowohl 
die x- als auch die y-Komponente der Elektronenbewegung 
sehen könnte. Bei unserem Beispiel ist es schwierig, direkt 


in der Richtung von z auf die Quelle zu blicken, da wir 
durch die Sonne geblendet würden. Sie können den Him¬ 
mel aber unter verschiedenen Winkeln betrachten und 
werden sehen, daß das Himmelslicht unpolarisiert erscheint, 
wenn Sie in die Umgebung der Sonne blicken. Dies ist 
auch bei solchem Licht der Fall, das vor dem Erreichen 
Ihrer Augen um große Winkel gestreut wurde. Diese Streu¬ 
winkel sollen so nahe an 180° herankommen, wie Sie es 
einrichten können. Der Polarisationsprozeß bei Einfach¬ 
streuung ist in Büd 8.6 ülustriert. 

Bienen brauchen, um die Polarisation des blauen Him¬ 
melslichts festzustellen, keine Polaroidfilter; sie verwen¬ 
den diese Polarisation zur „Navigation“. 1 ) Manche Leute 
(ich nicht!) können die Polarisation ebenfalls ohne Pola¬ 
roidfilter feststellen; sie sehen die Haidinger Büschel. 2 ) 

Depolarisation durch Vielfachstreuung. Einen Schein¬ 
werferstrahl, der gewöhnliche (d.h. dunstige) Luft durch¬ 
dringt, sehen wir „von der Seite“ durch das bläuliche Streu¬ 
licht, dessen Polarisation durch denselben Mechanismus 
hervorgerufen wird wie die Polarisation des blauen Him¬ 
melslichts. Ist die Luft nebelig, so erscheint der Schein¬ 
werferstrahl nicht bläulich, sondern weiß, und das Licht 
ist in diesem Falle unpolarisiert. Ebenso ist Sonnenlicht 
unpolarisiert, wenn es von weißen Wolken, von Zucker 
oder von weißem Papier reflektiert wird. Obwohl eine 
Einfachstreuung im richtigen Winkel stark polarisiertes 

x ) Karl von Frisch, Tanzsprache und Orientierung der Bienen. 
Springer 1965. 

2 ) M. Minnaert, Light and Colour. Dover Publications, Inc., 

New York, 1954. Ein phantastisches Buch mit einer Menge 
von „Heimversuchen im Freien“. 
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hild 8.6. Polarisation durch Einfachstreuung. Die y-Achse wird in der von z und r aufgespannten Ebene gewählt. 
Der Beobachter sieht die volle x-Komponente der Elektronenbewegung. Von der Bewegung längs y sieht er jedoch 
nur einen Bruchteil, dessen Amplitude um den Faktor cos0g treu kleiner ist als die der vollen Bewegung längs y. 
Bei 0 streu = 90° ist die gestreute Strahlung zu 100 % längs x polarisiert. 


Streulicht liefern kann, heißt dies nicht, daß sich der Ef¬ 
fekt bei Vielfachstreuung noch verstärkt! Wird Licht von 
einem Stück Glas unter dem richtigen Winkel reflektiert, 
so ist das reflektierte Licht zu 100% linear polarisiert. 
Diese Erscheinung besprechen wir im nächsten Absatz. 
Wenn Sie das Glas jedoch zu Staub zerreiben, so erleidet 
das Licht, bevor es von einem bestimmten Teil der Ober¬ 
fläche zu Ihren Augen gelangt, viele Reflexionen und 
dringt bis zu einer beträchtlichen Tiefe in den Glasstaub 
ein. Als Folge schwingen die Elektronen, von Ihnen aus 
gesehen, in allen Richtungen. Sie werden ja nicht nur von 
der ursprünglichen Strahlung der Lichtquelle, sondern 
auch von anderer Strahlung aus vielen Richtungen erregt. 
So stehen Sie unter der Einwirkung von Licht, das ein 
kleines Stück eindringt, einige Male reflektiert wird und 
dann wieder austritt. Den Depolarisationseffekt können 
Sie sehr nett demonstrieren, indem Sie ein Stück gewöhn¬ 
liches durchscheinendes Pergamentpapier zwischen zwei 
gekreuzte Polaroidfilter legen. Dieses Papier depolarisiert 
das vom ersten Polaroidfilter polarisierte Licht fast voll¬ 
ständig. Man kann die Tatsache, daß das Licht im Perga¬ 
mentpapier Vielfachstreuung erfährt, durch einen einfa¬ 
chen Versuch demonstrieren. Dazu legt man das Perga¬ 
mentpapier auf eine bedruckte Seite. Liegt es direkt über 


dem Druck, so können Sie die schwarzen Buchstaben 
leicht erkennen. Hebt man es zweieinhalb Zentimeter über 
die Seite, so werden die Buchstaben so verschwommen, 
daß sie sich nicht mehr unterscheiden lassen. Stellen Sie 
sich zum Verständnis dieser Erscheinung das „schwarze 
Licht“, das von einem Buchstaben auf dem Blatt zu Ihren 
Augen gelangt, als dünnen Taschenlampenstrahl vor. Die¬ 
ser wird durch das Pergamentpapier diffus gestreut. Einen 
weiteren netten Versuch kann man anstellen, indem man 
den Strahl einer Taschenlampe durch das Pergamentpapier 
auf irgendeinen Gegenstand richtet. Beobachten Sie die 
Größe des durchgelassenen Lichtflecks, während Sie die 
Taschenlampe immer weiter von der Rückseite des Papiers 
entfernen. In einem durchsichtigen Stück Glas oder Pla¬ 
stik erfährt das einfallende Licht hingegen keine Vielfach¬ 
streuung. Sie können durch das Material hindurch lesen, 
ob es nun dem Druck nahe oder fern ist. Daher wird das 
Licht auch nicht depolarisiert. 

Polarisation durch spiegelnde Reflexion — Brewster- 
scher Winkel. Betrachten Sie das Spiegelbild irgendeines 
Gegenstandes in einem gewöhnlichen Stück Fensterscheibe 
oder an einer glatten Wasseroberfläche. Überprüfen Sie 
mittels eines Polaroidfilters die Polarisation des reflektierten 



238 


8. Polarisation 


Lichts. Sie werden finden, daß dieses bei einem be¬ 
stimmten Winkel zu 100% parallel zur Oberfläche linear 
polarisiert ist. Bei Glas (Brechungsindex n = 1,5) beträgt 
dieser sogenannte Brewstersche Winkel, gemessen vom 
einfallenden Strahl in Richtung zur Normalen, etwa 56°, 
bei Wasser (n « 1,33) rund 53°. Durch Drehen des Pola¬ 
roidfilters in die richtige Stellung können Sie das reflek¬ 
tierte Licht vollkommen auslöschen, falls dieses unter 
dem Brewsterschen Winkel reflektiert wird. Halten Sie 
das Polaroidfilter unter dem richtigen Winkel nahe an ein 
Auge, so daß Sie einen weiten Bereich überblicken, wer¬ 
den Sie ein ,,Auslöschungsband“ bemerken, in dessen 
Mitte der Brewstersche Winkel liegt. 

Für jeden Einfallswinkel sind die Winkel 6 x und d 2 
des einfallenden bzw. des gebrochenen Strahls durch das 
Snelliussche Brechungsgesetz miteinander verknüpft: 

n x sin#! =n 2 sind 2 . (8.52) 

Der einfallende und der reflektierte Strahl schließen mit 
der Normalen gleiche Winkel ein — dies bezeichnet man 
als Gesetz der spiegelnden Reflexion, kurz als Reflexions¬ 
gesetz. Bei jenem besonderen Einfallswinkel 0 x , bei dem 
0i+0 2 gleich 90° ist, schließt daher der reflektierte Strahl 
mit dem gebrochenen immer einen rechten Winkel ein 
(Bild 8.7). Die Schwingungsrichtung der Elektronen im 


Glas steht ebenso wie die Richtung ihrer erregenden Kraft 
senkrecht auf der Richtung des gebrochenen Strahls. 
Betrachten Sie Bild 8.7, dessen Zeichenebene die Einfalls¬ 
ebene darstellt. Ein Beobachter blickt in das reflektierte 
Licht, das von den erregten Elektronen im Glas emittiert 
wird. Bei jedem beliebigen Einfallswinkel ist die zur Ein¬ 
fallsebene senkrechte Projektion der Elektronenbewegung 
für den Beobachter ganz sichtbar, denn diese Komponente 
steht senkrecht auf der Richtung des reflektierten Strahls, 
der sich vom Elektron zum Beobachter ausbreitet. Jene 
Komponente der Elektronenbewegung, die in der Einfalls¬ 
ebene liegt, steht hingegen nicht senkrecht auf der Rich¬ 
tung des reflektierten Strahls. Nur ihre zum reflektierten 
Strahl senkrechte Projektion liefert zu diesem einen Bei¬ 
trag. Fällt das Licht unter dem Brewsterschen Winkel ein, 
so weist die in der Einfallsebene liegende Komponente der 
Elektronenbewegung direkt in die Richtung vom Elektron 
zum Beobachter. Daher liefert sie keinen Beitrag zum re¬ 
flektierten Strahl, und dieser ist vollständig senkrecht zur 
Einfallsebene polarisiert. Aus Büd 8.7 folgt, daß diese Be¬ 
dingung dann erfüllt ist, wenn 8 x + 0 2 gleich 90° ist. Da¬ 
her liefert Gl. (8.4) mit Hüfe der Beziehungen n x = 1, 
n 2 = n und sin 0 2 = sin (90° — 0 1 ) = cos 0 1 die Beziehung 

tan0 1 = n, 9 X = BrewsterscherWinkel. (8.53) 
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Bild 8.7. Brewsterscher Winkel. Die Winkel sind genau für Glas mit dem Brechungsindex von 1,5 gezeichnet. Das 
reflektierte Licht ist 100 %ig senkrecht zur Einfallsebene polarisiert, das ist die vom Einfallsstrahl und von der 
Normalen aufgespannte Ebene. Die eingekreisten Punkte kennzeichnen, daß die elektrischen Felder senkrecht zur 
Papierebene polarisiert sind. 
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Bild 8.8. Phasenbeziehungen in dem von Glas reflektiertem Licht, (a) 0 x kleiner als der Brewstersche Winkel, (b) 6 i größer als der 
Brewstersche Winkel. Ein Punkt bedeutet, daß E aus der Papierebene herausweist, ein Kreuz, daß E in die Papierebene hineinweist, 
und ein Pfeil in der Papierebene, daß E in die Pfeilrichtung weist. 


Phasenbeziehungen bei der Spiegelreflexion von Licht. 

Die Phasenbeziehungen zwischen dem einfallenden, dem 
gebrochenen und dem reflektierten Strahl sind interessant. 
Sie sind in Bild 8.8 dargestellt und lassen sich wie folgt 
verstehen. Der gebrochene Strahl hat immer dieselbe Phase 
wie der einfallende. Dies können wir mit Hilfe der Analo¬ 
gie zu der reflektierten und der durchgehenden Welle auf 
einer Saite verstehen. Die einfallende Welle bewirkt eine 
erregende Kraft und erzeugt durch diese eine durchgehen¬ 
de Welle mit positivem Transmissionskoeffizienten. Denn 
die durch die einfallende Welle erzeugte erregende Kraft 
ist jener erregenden Kraft ähnlich, die ursprünglich die 
einfallende Welle erzeugte. (Eine quantitative Untersu¬ 
chung von Reflexion und Durchgang bei senkrechtem 
Einfall finden Sie in Abschnitt 5.3). Der gebrochene 
Strahl besteht in erster Linie aus der einfallenden Licht¬ 
welle, nur ein Teil von ihm rührt von der Strahlung der 
in Bewegung gesetzten Elektronen im Glas her. Dem¬ 
gegenüber stammt der reflektierte Strahl ganz von den 
schwingenden Elektronen. Wir wissen, daß der Reflexions- 
koefflzient des elektrischen Feldes beim senkrechten Ein¬ 
fall aus Luft und Glas negativ ist (siehe Abschnitt 5.3). 
Ebenso wissen wir, daß das reflektierte elektrische Feld 
eine Überlagerung von Beiträgen sein muß, die jener Kom¬ 
ponente der Elektronenbewegung parallel sind, die ein 


in das reflektierte Licht blickender Beobachter feststellt. 
Die Bewegungsamplitude der Elektronen ist dem gebro¬ 
chenen elektrischen Feld proportional. Daher werden alle 
Phasenbeziehungen bei senkrechtem Einfall des Lichts 
aus Luft in Glas durch folgende Aussage richtig wieder¬ 
gegeben : Blickt der Beobachter in den reflektierten Strahl , 
so ist die von ihm festgestellte Amplitude negativ gleich 
der zu seiner Blicklinie senkrechten Komponente der 
Amplitude des gebrochenen Feldes. Diese Aussage gilt 
jedoch nicht nur für senkrechten Einfall, sondern für alle 
Einfallswinkel. Sie liefert den richtigen Wert für den Brew- 
sterschen Winkel sowie die Phasenbeziehungen für alle 
anderen Einfallswinkel. Die Intensität erhält man aus ihr 
nur näherungsweise. Die Phasenbeziehungen von Bild 8.8 
können Sie leicht mit Hilfe zweier Polaroidfilter und 
eines Mikroskopglases verifizieren (siehe Übung 26). 

Intensitätsverhältnisse bei der Spiegelreflexion des 
Lichts. Die entsprechenden Beziehungen sollen nicht her¬ 
geleitet werden. Mit Hilfe von Polaroidfiltern und Mikro- 
skopgläsem können Sie leicht folgenden Sachverhalt fest¬ 
stellen. Wächst der Einfallswinkel von 0° (senkrechter 
Einfall) auf 90° (streifender Einfall) an, so wird die zur 
Einfallsebene senkrecht polarisierte Komponente mit stei¬ 
gender relativer Intensität reflektiert. Bei senkrechtem 
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Bild 8.9 

Brewstersches Fenster. Das Bild ist Für 
n = 1,5 gezeichnet. 


Einfall reflektiert eine Oberfläche etwa 4 % der Intensität; 
ein Mikroskopglas mit seinen beiden Oberflächen reflek¬ 
tiert etwa das Doppelte. Bei streifendem Einfall wird das 
Licht im wesentlichen zu 100% reflektiert. Die Intensität 
der in der Einfallsebene polarisierten Komponente verhält 
sich bei Reflexion an den beiden Oberflächen des Mikro¬ 
skopglases wie folgt: Sie sinkt von 8 % (bei senkrechtem 
Einfall) auf Null (beim Brewsterschen Winkel von 56°) 
und steigt dann allmählich auf 100% (bei streifendem 
Einfall) an (siehe Übung 26). 

Brewstersches Fenster bei Lasern. Eine interessante 
Anwendung des Brewsterschen Winkels ist die Konstruk¬ 
tion eines sogenannten Brewsterschen Fensters , eines Glas¬ 
fensters mit hundertprozentiger Durchlässigkeit. Nehmen 
Sie an, bei irgendeinem Gerät sei es notwendig oder vor¬ 
teilhaft, einen Strahl durch ein Glasfenster zu schicken. 

Bei senkrechtem Einfall werden nur etwa 92 % der ein¬ 
fallenden Intensität von einem solchen Glasfenster durch¬ 
gelassen, denn an jeder Oberfläche gehen rund 4 % ver¬ 
loren. Dieser Verlust ist vielleicht in manchen Fällen trag¬ 
bar, nicht jedoch bei einem Gaslaser, dessen Spiegel außer¬ 
halb der Fenster liegen. Soll nämlich der Laserstrahl das 
Fenster beispielsweise hundertmal durchlaufen, so ist die 
relative Intensität gleich 0,92 100 , also etwa gleich 0,0003. 
Das Problem wird auf geniale Weise gelöst, indem man 
das Fenster so neigt, daß der Lichtstrahl unter dem 
Brewsterschen Winkel einfällt. Die zur Einfallsebene senk¬ 
rechte Komponente wird teilweise reflektiert und teilweise 
durchgelassen. Nach oftmaligem Durchgang durch das 
Fenster ist sie dem Strahl fast völlig entzogen. Anderer¬ 
seits wird jene Komponente, die parallel zur Einfallsebene 
polarisiert ist, vollständig durchgelassen, denn ihr Refle¬ 
xionskoeffizient verschwindet beim Brewsterschen Winkel. 


Daher hat sie auch bei oftmaligem Durchgang durchs 
Fenster nur einen vernachlässigbaren Intensitätsverlust. 

Im Endeffekt wird die Hälfte des vom Laser emittierten 
Lichts fast völlig unterdrückt, die andere Hälfte zu 100% 
linear polarisiert. Die billigen Gaslaser, die in jedem phy¬ 
sikalischen Institut zu finden sind, haben gewöhnlich 
Brewstersche Fenster. Überprüfen Sie an so einem Laser 
die Polarisation des austretenden Lichts mit Hüfe eines 
Polaroidfilters. Schalten Sie den Laser ab und entfernen 
Sie sein Deckglas, um die Brewsterschen Fenster zu sehen. 
Manche Laser verwenden diese jedoch nicht, weshalb das 
von ihnen gelieferte Licht nicht linear polarisiert ist. Die 
Wirkungsweise eines Brewsterschen Fensters ist in Bild 8.9 
dargestellt. 

Polarisation des Regenbogenlichts. Noch viel auffälliger 
als die Polarisation des blauen Himmelslichts ist die des 
Regenbogenlichts. Interessant ist der Versuch einer Voraus¬ 
sage, ob das Licht bezüglich des Bogens radial oder tangen¬ 
tial polarisiert ist. Wenn Sie Ihre Voraussage überprüfen 
wollen und es Ihnen bis zum nächsten Regen zu lange 
dauert, fuhren Sie den Versuch mit einem Rasensprenger 
durch, auf dessen Wasserstrahl die Sonne oder nachts das 
Licht eines Scheinwerfers fällt. Eine Erklärung des Regen¬ 
bogens finden Sie in Light and Colour (Licht und Farbe) 
von M. Minnaert , Dover Publications Inc., New York, 1954. 


8.4. Doppelbrechung 

In Abschnitt 8.3 haben wir gelernt, wie man den Polari¬ 
sationszustand eines Strahls elektromagnetischer Wellen 
mittels selektiver Absorption oder Reflexion ändern kann. 
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Selektiv bedeutet hierbei, daß eine der polarisierten Kom¬ 
ponenten stärker absorbiert bzw. reflektiert wird als die 
andere. Nun werden wir untersuchen, wie man mit Hilfe 
der Phasenbeziehung zwischen den beiden Komponenten 
den Polarisationszustand verändern kann. 

Cellophan. Nehmen Sie zwei Polaroidfilter und kreuzen 
Sie diese, so daß kein Licht hindurchgeht. Schieben Sie nun 
ein gewöhnliches Stück Cellophanpapier zwischen die ge¬ 
kreuzten Filter. Zu diesem Zwecke eignet sich auch gewöhn¬ 
liches Butterbrotpapier und fast jede Art durchsichtigen 
Plastikmaterials. Jetzt geht Licht durch die Polaroidfilter 
hindurch! Da Cellophanpapier völlig durchsichtig ist und 
niemals wie die Polaroidfilter „dunkel“ aussieht, wissen 
wir, daß es kein Licht absorbiert. Es kann den Polarisa¬ 
tionszustand des Lichts nur so beeinflussen, daß es die 
Phasenbeziehung zwischen den verschieden polarisierten 
Komponenten ändert. Dann geht keine Intensität verloren, 
wie Sie leicht zeigen können. 

Halten Sie nun die Polaroidfilter gekreuzt und drehen 
Sie das dazwischenliegende Cellophanpapier. Sie sollten 
bei einer Drehung um 180° zwei um 90° voneinander ver¬ 
schiedene Winkel finden, bei denen das Cellophanpapier 
seine stärkste Wirkung zeigt, sowie zwei ebenfalls um 90° 
verschiedene Winkel, bei denen die Wirkung des Cello¬ 
phanpapiers verschwindet. Cellophanpapier hat also zwei 
ausgezeichnete Richtungen, die in der Papierebene liegen 
und aufeinander senkrecht stehen. Diese Richtungen hän¬ 
gen mit der Eigenschaft zusammen, die Phasenbeziehun¬ 
gen zwischen Komponenten unterschiedlicher Polarisation 
zu ändern. 

Sie können aber nachweisen, daß nicht alle durchsich¬ 
tigen Plastikmaterialien diese spezielle Eigenschaft auf¬ 
weisen. Nehmen Sie etwa ein Stück Haushalts-Plastikfolie 
oder ein Stück dehnbares Polyäthylen, wie es von den 
chemischen Reinigungsanstalten zum Schutz der Kleidungs¬ 
stücke verwendet wird. Legen Sie dieses Material zwischen 
die gekreuzten Polaroidfilter, so werden Sie nur einen ge¬ 
ringen Effekt feststellen: Es kommt nicht viel Licht 
durch. Zwar ist eine Wirkung festzustellen, doch ist sie 
klein gegenüber jenem von Cellophanpapier. Da (oder: 
falls) Sie nun ein Stück Plastikmaterial gefunden haben, 
das keine „optischen Achsen“ aufweist, in dessen Ebene 
also keine ausgezeichneten Richtungen auftreten, können 
Sie versuchen, eine ausgezeichnete Richtung herzustellen. 
Nehmen Sie ein Stück dehnbare Plastikfolie, dehnen Sie 
dieses aus und legen Sie es sodann zwischen die gekreuz¬ 
ten Polaroidfilter. Beträgt der Winkel zwischen der Deh¬ 
nungsrichtung und den Achsen der gekreuzten Füter 45°, 
sollten Sie einen starken Effekt feststellen. 

Das Verhalten der gedehnten Plastikfolie erklärt sich 
wie folgt: Vor der Dehnung sind die langen organischen 
Plastikmoleküle wie Spaghetti völlig ungeordnet ineinan¬ 
der verwickelt. Bei der Dehnung neigen sie jedoch dazu, 


sich gerade und parallel auszurichten. In einem einzelnen 
langen, kettenähnlichen organischen Molekül haben die 
Elektronen verschiedene „effektive Federkonstanten“ 
bezüglich der Schwingungen parallel zur Kohlenwasser¬ 
stoffkette und in den beiden Richtungen senkrecht dazu. 
Daher ist die Polarisierbarkeit der Moleküle für Auslenkun¬ 
gen parallel zur Kohlenwasserstoffkette und für solche 
senkrecht dazu verschieden. Nach der Dehnung liegt die 
Längsrichtung der Moleküle bevorzugt parallel zur Deh¬ 
nungsrichtung. Die eine der dazu senkrechten Richtungen 
können wir in die Ebene der Plastikfolie legen, die andere 
steht auf dieser Ebene senkrecht und hat für uns keine Be¬ 
deutung. Unter der elektrischen Suszeptibüität versteht 
man die Polarisation, die in der Volumeneinheit durch ein 
einfallendes elektrisches Einheitsfeld induziert wird. Sie 
ist in unserem Falle also für elektrische Felder, die zur 
Dehnungsrichtung parallel sind, und für solche, die auf 
ihr senkrecht stehen, verschieden. In diesen beiden Rich¬ 
tungen treten daher verschiedene Dielektrizitätskonstan¬ 
ten und folglich verschiedene Brechungsindizes auf. 

Langsame und schnelle Achse eines Phasenverschie¬ 
bungsplättchens. Die Dehnungsrichtung sowie die zu ihr 
senkrechte und in der Folienebene liegende Richtung 
werden als optische Achsen bezeichnet. Jene optische 
Achse, die für ein zu ihr paralleles elektrisches Feld den 
größeren der beiden Brechungsindizes liefert, bezeichnen 
wir als langsame Achse, da ein größerer Brechungsindex 
eine geringere Phasengeschwindigkeit bedingt. Die andere 
optische Achse nennen wir schnelle Achse. Den beiden zu¬ 
gehörigen Brechungsindizes geben wir die Bezeichnungen 
n s und n /5 wobei n/ > n s ; s steht für schnell, / für lang¬ 
sam. Eine Folie aus Cellophan, Plastik oder einem ande¬ 
ren Material mit diesen Eigenschaften wird als Phasen¬ 
verschiebungsplättchen bezeichnet. 

Nun wollen wir die Auswirkung eines Phasenverschie¬ 
bungsplättchens auf eine einfallende laufende elektroma¬ 
gnetische ebene Welle untersuchen. Wir spalten zuerst das 
einfallende elektrische Feld in zwei zueinander senkrechte 
Komponenten auf, eine längs der langsamen Achse = x, 
die andere längs der schnellen Achse e s = y. Im Halbraum 
z < 0 herrsche Vakuum. Das Phasenverschiebungsplätt¬ 
chen beginne bei z = 0 und ende bei z = Az, dahinter herr¬ 
sche wieder Vakuum. Die Schwingungen des elektrischen 
Feldes der einfallenden Welle mögen bei z = 0 durch den 
Realteil der komplexen Größe 

E c (0,t) = e iu,t [xA / e i ^/ + yA s e i¥, s] (8.54) 

beschrieben werden. Die Amplitude A/ und A s sowie die 
Phasenkonstanten und <^ s erhalten wir, indem wir das 
einfallende elektrische Feld in linear polarisierte Kom¬ 
ponenten längs x und y zerlegen. Da diese Amplituden 
und Phasenkonstanten beliebig sind, stellt Gl. (8.54) einen 
allgemeinen Polarisationszustand dar. Betrachten Sie nun 
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die durchgehende Welle im Inneren des Plättchens, also 
zwischen z = 0 und Az. Wir vernachlässigen alle Verluste, 
die durch Reflexion an der ersten Oberfläche entstehen, 
und ersetzen in Gl. (8.54) einfach cot durch cot — kz. Wir 
müssen aber berücksichtigen, daß k für die beiden längs e z 
bzw. e s gerichteten Komponenten von E verschiedene 
Werte hat. Erinnern wir uns daran, daß k dem Brechungs¬ 
index proportional und gleich noo/c ist, so erhalten wir 
im Inneren des Phasenverschiebungsplättchens 

E c (z,t) = e icJt [xA+ yA s e^s e - in s“ z / c ]. 

(8.55) 


Änderung des Phasenunterschieds. Beim Eintreffen der 
Welle an der Endfläche des Phasenverschiebungsplättchens 
hat die Phase jeder Komponente einen kleineren Wert, als 
wenn statt des Plättchens Vakuum vorhanden wäre. 


Rückstand der Phase von E z ooAz 

gegenüber ihrem Vakuumwert ^ n/ ' c * * • ' 

Analog gilt 

Rückstand der Phase von E s _ ( coAz 

gegenüber ihrem Vakuumwert ^ ns c ' ^ ' 


Subtrahieren wir Gl. (8.57) von Gl. (8.56), so erhalten wir 
den Phasenrückstand von E z gegenüber E s : 


Phasenrückstand von E z 
gegenüber E s = (n z - n s ) 

Az 

= (n z — n s )27T -—. (8.58) 

A Vak 

Dabei ist Xy a k die Wellenlänge im Vakuum. 

X/4-Plättchen. Das folgende Beispiel soll Ihnen helfen, 
die Vorzeichen richtig anzuwenden. Der Vektor E des 
linear polarisierten einfallenden Lichts liege in der Winkel¬ 
halbierenden zwischen e z und e s . Dann ist A z gleich A s 
und gleich </? s . Das Plättchen sei gerade so dick, daß die 
langsame Komponente um \ Schwingung verzögert wer¬ 
de, daß also ihr Phasenrückstand gegenüber der schnellen 
Komponente n/2 betrage. Ein Phasenverschiebungsplätt¬ 
chen dieser Art heißt -Plättchen. Bei der an der Hin¬ 
terseite des Plättchens auftretenden Welle hat die schnelle 
Komponente dieselbe Amplitude wie die langsame, doch 
ist sie dieser mit ihrer Phase um 90° voraus. Demzufolge 
ist das Licht zirkular polarisiert, und die Drehung erfolgt 
in der Richtung von e s nach e z . Diese Ergebnisse folgen 
aus Gl. (8.55); sie sind in Bild 8.10 dargestellt. 

Klarheit über die Vorzeichen ist für das Verständnis 
der Phasenverschiebungsplättchen wesentlich. Wir bringen 
noch eine andere Formulierung des Sachverhalts, die Ihnen 
zu der Überzeugung verhelfen soll, daß der Drehsinn im 
Falle eines X/4-Plättchens tatsächlich der in Bild 8.10 ge¬ 
zeigte ist. Stellen Sie sich vor, die beiden verschieden po¬ 
larisierten Komponenten breiten sich im Vakuum aus. 



Bild 8.10. 4 -Plättchen. Das elektrische Feld E des einfallenden 
Lichtes schließt mit jeder der optischen Achsen einen Winkel von 
45° ein. (a) Einfallendes Feld, (b) Austretendes Feld. Der darge¬ 
stellte Fall tritt ein, wenn die Ausbreitungsrichtung in die Papier¬ 
ebene hinein- oder aus ihr herausweist. 


Dann entsprechen beide Schwingungen - längs x und 
längs y - an einer bestimmten Stelle z und zu einem be¬ 
stimmten Zeitpunkt t demselben retardierten Zeitpunkt, 
zu dem die Welle von der Lichtquelle emittiert wurde. 

Nun werden diese beiden Komponenten durch ein Plätt¬ 
chen geschickt, in dem n z größer als n s ist. An der Hinter¬ 
seite des Plättchens muß der augenblickliche Wert von E z 
zu einem früheren Zeitpunkt emittiert worden sein als 
der gleichzeitig auftretende augenblickliche Wert von E s 
an derselben Stelle. Die laufende Welle mit E z hat nämlich 
dieselbe Entfernung zurückgelegt wie die mit E s , doch 
mit einer geringeren Phasengeschwindigkeit. Sie muß also 
früher gestartet sein. E s wurde daher vor kürzerer Zeit 
emittiert als E z und hat folglich gegenüber E z einen Phasen¬ 
vorsprung. Diese Phasenbeziehungen sind in Bild 8.11 
dargestellt. 
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Bild 8.11. Phasenrückstand der langsamen gegenüber der schnellen Komponente. Die ganzen Zahlen bezeichnen die Zeit, zu der die Wellen 
von der Lichtquelle emittiert wurden. Es ist gezeigt, daß die beiden Komponenten verschiedener Polarisation beim Eintritt in das Phasen¬ 
verschiebungsplättchen dieselbe Emissionszeit aufweisen. Beim Austritt hingegen ist jener Teü der langsamen Komponente, der bei der 
10. Schwingung emittiert wurde, zur gleichen Zeit anwesend wie jener Teü der schnellen Komponente, der bei der 13. Schwingung emittiert 
wurde. Die schnelle Komponente ist der langsamen also um drei volle Schwingungen voraus. 


Eigenschaften der Phasenverschiebungsplättchen. 
Überzeugen Sie sich von der Richtigkeit der folgenden 
Behauptungen und „Regeln“. (Sie sollten sie sich aber 
nicht auswendig merken. Sie müssen sie nur so gut ver¬ 
stehen, daß Sie zwar die Antworten vergessen, aber spä¬ 
ter wieder selbst rekonstruieren können.) 

a) Ein X/2-Plättchen (das doppelt so dick wie ein X/4- 
Plättchen ist) verwandelt linear polarisiertes Licht wie¬ 
der in linear polarisiertes Licht; man erhält die Polari¬ 
sationsrichtung des austretenden Lichts aus der des 
einfallenden Lichts durch Reflexion an einer der op¬ 
tischen Achsen. (Wir werden uns fast nie darum küm¬ 
mern, um welche Achse es sich handelt, d.h. die ab¬ 
solute Phase ist uns gleichgültig. Ein Minuszeichen bei 
der Amplitudenrichtung stört uns nicht.) Ein X/2-Plätt- 
chen dreht also das relative Vorzeichen der linear pola¬ 
risierten Komponenten der einfallenden Lichtamplitude 
um. 

b) Ein X/2-Plättchen verwandelt rechtszirkular polarisier¬ 
tes Licht in linkszirkular polarisiertes Licht und um¬ 
gekehrt. 

c) Ein X/4-Plättchen verwandelt linear polarisiertes Licht, 
dessen Polarisationsrichtung irgendwie zwischen e s 
und e; liegt, in elliptisch polarisiertes Licht mit dem 
Drehsinn von e s nach e z . Ist die Polarisationsrichtung 
des einfallenden Lichts um 45° gegen e s und e; geneigt, 
so ist das Licht beim Austritt zirkular polarisiert. 

( Anmerkung: Das bedeutet, wenn wir die linear polari¬ 
sierte Komponente E ein im Bild 8.10 um 90° drehen, 
so rotiert das austretende Licht mit der Frequenz co 
genau entgegen der im Bild 8.10 gezeigten Richtung. 


Um das an Hand der „Regel“ einzusehen, brauchen 
Sie nur im Bild 8.10 das vereinbarte Vorzeichen von 
e z oder e s umzudrehen, so daß E ein wieder zwischen 
den Einheitsvektoren e s und liegt. Die Regel sagt 
dann aus, daß das austretende Licht von e s nach 
rotiert.) 

d) Ein X/4-Plättchen verwandelt zirkular polarisiertes 
Licht in linear polarisiertes Licht. Um zu einer einfa¬ 
chen Regel zu gelangen, kennzeichnen Sie die Vorzei¬ 
chen der langsamen und der schnellen Achse so, daß 
sich das einfallende, zirkular polarisierte Licht von der 
schnellen Achse zur langsamen Achse hin dreht. Das 
X/4-Plättchen verwandelt dann das zirkular polariserte 
Licht in linear polarisiertes Licht, dessen Polarisations¬ 
richtung senkrecht auf der Winkelhalbierenden des 
Winkels zwischen e s und steht. (Die s-Schwingung 
war bereits vorher um eine Viertelperiode voraus; 
nach dem Durchgang durch das X/4-Plättchen ist sie 
um eine halbe Periode voraus.) 

e) Ein Phasenverschiebungsplättchen hat auf die Polari¬ 
sation von linear polarisiertem Licht keinen Einfluß, 
wenn der E-Vektor des einfallenden Lichts in der Rich¬ 
tung von e s oder e z liegt. 

f) Ein Phasenverschiebungsplättchen kann „unpolarisier- 
tes“ Licht (wie es von einer Glühlampe oder von der 
Sonne abgestrahlt wird) nicht in polarisiertes Licht 
verwandeln. Wir werden uns im Abschnitt 8.5 mit un- 
polarisiertem Licht beschäftigen. Vorläufig sagen wir 
nur, daß zwischen der x- und y-Komponente von un- 
polarisiertem Licht bei Mittelung über die Beobach- 
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tungszeit eine „zufällige“, statistische Phasenbeziehung 
besteht. Die durch das Plättchen erzeugte relative 
Phasenverschiebung berührt diese statistische Phasen¬ 
beziehung zwischen der x- und y-Komponente nicht; 
das heißt, wenn zwischen <p x und <p y eine statistische 
Beziehung besteht, so besteht auch zwischen <p x und 
(p y + Aif eine statistische Beziehung. 

g) Ein Zirkularpolarisator läßt sich aus einem Polaroid¬ 
filter und einem X/4-Plättchen hersteilen; man klebt 
das Filter und das Plättchen so zusammen, daß die op¬ 
tische Achse des Plättchens mit der bevorzugten Durch¬ 
laßrichtung des Polaroidfilters einen Winkel von 45° 
einschließt. Das unpolarisierte Licht muß auf der Po- 
laroidseite dieser Kombination einfallen. 

h) Ein Zirkularpolarisator, der rechtszirkular polarisiertes 
Licht erzeugt, läßt rechtszirkular polarisiertes Licht, 
das auf der Seite des X/4-Plättchens auftrifft, vollstän¬ 
dig durch (wenn man von den durch Reflexion verur¬ 
sachten kleinen Verlusten absieht). Er absorbiert je¬ 
doch linkszirkular polarisiertes Licht, das auf der Seite 
des X/4-Plättchens auftrifft, vollständig. (Man kann 
sich das an Hand eines Gewindeschneiders und einer 
Schraube anschaulich vorstellen. Ein Gewindeschnei¬ 
der, der aus einem zylindrischen „unpolarisierten“ 

Stab eine rechtsgängige Schraube herstellt, läßt rechts¬ 
gängige Schrauben auch in der umgekehrten Richtung 
durch; er ruiniert aber eine in der umgekehrten Rich¬ 
tung durchgedrehte linksgängige Schraube vollkom¬ 
men.) Diese Erscheinung hat interessante Folgen, siehe 
Übung 18. 

Wir haben uns bereits mit Phasenverschiebungsplätt¬ 
chen beschäftigt, die man durch Dehnen von Plastikfolien 
in einer Richtung hersteilen kann. Sie haben (so hoffen 
wir wenigstens) so einen Versuch mit einem Stück Folie 
gemacht. Auf diese Weise werden auch die X/4- und X/2- 
Plättchen hergestellt. Auch Cellophan erhält so seine 
Eigenschaften (es wird zwischen Walzen ausgepreßt, und 
damit seine Moleküle ausgerichtet). Gewöhnliches Fenster¬ 
glas ist isotrop und zeigt keinerlei Doppelbrechung (d.h. es 
hat keine optische Achse). Wenn Sie aber ein Stück ge¬ 
spanntes Tafelglas durch gekreuzte Polaroidfilter hindurch 
betrachten, so sehen Sie, daß das Licht an einigen Stellen 
durchgelassen wird. In Sicherheitsgläsern bestehen große 
mechanische Spannungen; solche Glassorten zeigen daher 
interessante Doppelbrechungsmuster. Auch Zeichendrei¬ 
ecke und Schüsseln aus Kunststoff zeigen zwischen ge¬ 
kreuzten Polaroidfiltern schon gefärbte Spannungsmuster. 
Die Farbeffekte rühren nur zum Teil von der Änderung 
des Brechungsindex mit der Farbe (d.h. mit der Wellen¬ 
länge) her ; sie sind größtenteils der von der Wellenlänge 
abhängigen Phasenverschiebung zuzuschreiben. 

Die meisten kristallinen Stoffe zeigen Doppelbrechung. 
Sie werden als einachsig bezeichnet, wenn (wie bei gedehn¬ 
tem Kunststoff) nur in einer Richtung Anisotropie herrscht. 


Die Richtung längs der Anisotropieachse heißt „außer¬ 
ordentliche“ Richtung. Die beiden anderen, senkrecht 
auf der Anisotropieachse stehenden Richtungen sind die 
„ordentlichen“ Richtungen. Die zugehörigen Brechungs¬ 
indizes werden mit n ao bzw. n 0 bezeichnet (ao als Abkür¬ 
zung für außerordentlich, o für ordentlich); sie sind die 
Brechungsindizes für das elektrische Feld in der ao- bzw. 
in der o-Richtung. Je nach der Kristallstruktur kann die 
Anisotropieachse entweder eine schnelle oder eine lang¬ 
same Achse sein. Die Tabelle 8.1 zeigt die Brechungsindi¬ 
zes verschiedener Stoffe für Licht mit einer Wellenlänge 
von 5890 Ä = 589 nm (das von angeregten Natriumato¬ 
men ausgesandte gelbe Licht). 


Tabelle 8.1. Einige einachsige Kristalle 


Material 

n ao 

n o 

e-Achse 

Quarz 

1,553 

1,544 

langsam 

Calcit 

1,486 

1,658 

schnell 

Eis 

1,307 

1,306 

langsam 


Optische Aktivität - Heimversuch. Stellen Sie eine 
Lösung von gewöhnlichem Zucker in Wasser mit einer 
Konzentration von etwa 1:1 her. Füllen Sie sie in ein 
Wasserglas oder dergleichen mit gut durchsichtigem Bo¬ 
den etwa 5 cm hoch, stellen Sie eine Lichtquelle unter 
das Glas und bringen Sie über und unter dem Glas je ein 
Polaroidfilter an. Sehen Sie nun durch den Sirup. Sie wer¬ 
den schöne Farbeffekte feststellen. Stellen Sie nun eine 
quantitative Untersuchung an: Nehmen Sie das rote oder 
grüne Gelatinefilter aus Ihrer optischen Ausrüstung, so 
daß Sie mit einem vernünftig schmalen Band von Wellen¬ 
längen arbeiten können. (Sie können eine Glühlampe 
durch das Beugungsgitter aus Ihrer optischen Ausrüstung 
einmal mit und einmal ohne Farbfilter betrachten, damit 
Sie sehen, welches Farbband Sie verwenden.) Variieren 
Sie die Dicke der Zuckerlösung. Sie werden feststellen, 
daß das linear polarisierte Licht linear polarisiert bleibt, 
daß aber seine Polarisationsebene um ca. 10° je cm Zucker¬ 
lösung nach rechts verdreht wird (wenn Sie in der Rich¬ 
tung zum Licht hin blicken). Diese Erscheinung wird als 
optische Aktivität bezeichnet. 

Die Erklärung ist folgende: Das vom ersten Polaroid¬ 
filter erzeugte linear polarisierte Licht ist eine Überlage¬ 
rung von rechts- und linkszirkular polarisiertem Licht 
gleicher Amplitude (Bild 8.12): 


E c 


E 0 xe itJt = ^[xe^+ye^* -0 ^” 1 ] 
+ [xe luJt + ye 1 l t ‘- )t+ ( 1 / 2 ) ,r l]. 


(8.59) 


Die Zuckermoleküle besitzen eine schraubenartige Struk¬ 
tur. Alle aus Mais gewonnenen Zuckermoleküle haben 
denselben Drehsinn. Eine Schraube hat immer denselben 
Drehsinn, ganz gleich von welcher Seite man sie betrachtet. 
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Bild 8.12 

Eine linear polarisierte Schwingung 
der Amplitude E 0 entsteht durch 
Überlagerung einer rechts- und einer 
linkszirkular polarisierten Schwin¬ 
gung, deren jede die Amplitude \ E 0 
hat. Die Richtung der linear polari¬ 
sierten Überlagerung hängt von der 
Phasenbeziehung zwischen den 
zirkular polarisierten Komponenten 
ab. 



Eine Lösung von statistisch orientierten Zuckermolekülen 
weist daher insgesamt denselben Drehsinn wie die einzel¬ 
nen Moleküle auf. Wegen der Schraubenstruktur der Mole¬ 
küle hat die Zuckerlösung für rechts- und für linkszirkular 
polarisierte laufende Wellen verschiedene Brechungsindi¬ 
zes. Beim Durchgang durch die Zuckerlösung eilt die eine 
zirkular polarisierte Komponente der anderen um einen 
von Ort zu Ort verschiedenen Phasenwinkel voraus. Mit 
einiger Überlegung und an Hand einer Skizze werden Sie 
sich sicher davon überzeugen, daß die Drehrichtung der 
Polarisationsebene des linear polarisierten Lichts mit der 
Drehrichtung der schnellen zirkular polarisierten Kompo¬ 
nente übereinstimmt (die schnelle Komponente ist die¬ 
jenige mit dem kleineren Brechungsindex). Nun noch et¬ 
was zum Nachdenken: Was geschieht, wenn man Licht 
durch eine Zuckerlösung schickt, an einem Spiegel reflek¬ 
tiert und wieder zurück durch die Lösung fallen läßt? 

Wird die Drehung der Polarisationsebene doppelt so groß ? 
Oder wird sie wieder Null? 

Pasteurs erste große Entdeckung. Louis Pasteur stellte 
fest, daß Racemsäure — eine optisch inaktive Form der 
Weinsteinsäure — eine Mischung von gleichen Teilen von 
Rechts- und Linksweinsteinsäure ist. Er konnte die rechts- 
und linksdrehenden Kristalle des racemischen Gemischs 
unter dem Mikroskop unterscheiden und trennte die Kri¬ 
stalle mit Hilfe einer feinen Pinzette in zwei Häufchen. 
Nach Auflösung in Wasser drehten die Kristalle vom einen 
Häufchen die Polarisationsebene des polarisierten Lichts 
in derselben Richtung wie die aus Weintrauben gewonne¬ 
ne natürliche Weinsteinsäure. Die Kristalle vom anderen 
Häufchen drehten die Polarisationsebene um den gleichen 
Betrag in die entgegengesetzte Richtung. Diese Art von 
Weinsteinsäure war vorher noch nie beobachtet worden! J ) 


1 ) Eine Beschreibung dieses sowie anderer großartiger Experimen¬ 
te von Pasteur finden Sie in Rene Dubos, Pasteur and Modem 
Science , Anchor Books, Doubleday & Company, Inc., Garden 
City, N.Y., 1960. 


Der beobachtete einseitige Drehsinn der organischen 
Schraubenmoleküle, die von den heute lebenden Organis¬ 
men erzeugt werden, ist ohne Zweifel ein ganz grund¬ 
legender Ansatzpunkt für die Klärung der Fragen über die 
Entwicklung des Lebens auf unserem Planeten. Alle re¬ 
zenten DNS-Moleküle (die Grundbausteine des Lebens) 
sind Rechtsschrauben! Warum? Sind sie von Anfang an 
zufällig so entstanden? Enthielten die Meere früher gleich¬ 
viel rechts- und linksdrehende primitive DNS ? Hat die 
rechtsdrehende DNS gelernt, ihr linksdrehendes Gegen¬ 
stück aufzufressen? Vorläufig weiß man darüber noch 
nichts. 2 ) 

Reflexion an Metallen. Nachdem man beobachtet hat, 
daß bei der Reflexion an Dielektrikas, wie Glas oder Was¬ 
ser, starke Polarisation auftritt (die beim Brewsterschen 
Winkel 100% erreicht), wird man erstaunt sein, wenn man 
bei der Reflexion an gewöhnlichen versilberten Spiegeln 
(oder an anderen silbrig aussehenden Materialien, wie an 
Chromteilen an Autos oder an einem Tischmesser) prak¬ 
tisch überhaupt keine Polarisation feststellt. Der Grund 
dafür ist der, daß ein silbrig aussehendes Metall beide Po¬ 
larisationsrichtungen fast vollständig reflektiert. Aus die¬ 
sem Grund sieht es auch silbrig aus; es würde dunkel aus- 
sehen, wenn es das Licht polarisieren und dabei in einer 
Polarisationsrichtung weniger Licht reflektieren würde 
als in der anderen. (Wenn Sie es nicht glauben, so legen 
Sie einen versilberten Spiegel neben ein Stück Glas und 
betrachten Sie beide ungefähr unter dem Brewsterschen 
Winkel für Glas. Legen Sie etwas Dunkles unter das Glas.) 

Aus der Tatsache, daß glänzendes Metall unpolarisiertes 
Licht nicht polarisiert, sollten wir aber nicht voreilig schlie¬ 
ßen, daß Metall keinen Einfluß auf polarisiertes Licht hat. 
Schließlich verwandelt ja auch Cellophan unpolarisiertes 

2 ) Die Rolle, die der Drehsinn in lebenden Organismen sowie bei 
schwachen Zerfallswechselwirkungen spielt, wird von Martin 
Gardner in The Ambidextrous Universe , Basic Books, Inc., 
Publishers, New York, 1964, sehr schön beschrieben. 
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Licht nicht in polarisiertes Licht, es kann aber trotzdem 
den Polarisationszustand von einfallendem polarisiertem 
Licht ändern. Genau dasselbe tut auch ein Stück glänzen¬ 
des Metall. Sie können sich davon durch einen einfachen 
Heimversuch überzeugen, indem Sie linear polarisiertes 
Licht durch Reflexion an einem Metall in zirkular polari¬ 
siertes Licht umwandeln (siehe Übung 28). 

8.5. Bandbreite, Kohärenzzeit und Polarisation 

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der Pola¬ 
risation des von Atomen ausgesandten Lichts. Wir werden 
das klassische Büd benutzen, bei dem ein Elektron an 
einen schweren Kern gebunden ist. Dieses Elektron 
schwingt und emittiert klassische elektromagnetische Wel¬ 
len, so als sei das Atom eine kleine Radioantenne. Dieses 
klassische BÜd beinhaltet die diskrete Natur der Licht¬ 
emission nicht, d.h. es wird nicht berücksichtigt, daß das 
Licht in Form von kleinen „Paketen“, den sogenannten 
Photonen, emittiert und absorbiert wird. Abgesehen davon, 
liefert das klassische Büd jedoch vielfach dieselben Ergeb¬ 
nisse wie die hochentwickelte Quantentheorie. Der Haupt¬ 
unterschied besteht darin, daß wir uns in der klassischen 
Theorie die elektromagnetischen Wellen so vorstellen, als 
beförderten sie einen kontinuierlichen Energiestrom, wäh¬ 
rend uns die Quantentheorie lehrt, daß der Energiestrom 
eben nicht kontinuierlich ist. Immerhin kommt man mit 
den Maxwellschen Gleichungen (den Gleichungen der 
klassischen Theorie des Elektromagnetismus) zu den rich¬ 
tigen Aussagen für den mittleren Energiestrom. Klassisch 
stellen wir uns das elektrische Feld und das Magnetfeld 
der elektromagnetischen Strahlung als ziemlich „greifbar“ 
vor; ihre Quadrate ergeben die tatsächliche Energiedichte 
in der Welle. Die Quantentheorie deutet die klassische 
Energiedichte als mittlere Anzahl der Photonen mal der 
Energie eines einzelnen Photons. (Ist die mittlere Anzahl 
der Photonen in einem gegegbenen Volumen kleiner als 
Eins, so wird sie als Wahrscheinlichkeit für das An treffen 
eines Photons bezeichnet.) Sie werden die Quantentheorie 
im Band 4 genauer kennenlemen. Wir haben diese Bemer¬ 
kungen hier nur gemacht, um Ihnen zu versichern, daß 
die Ergebnisse, die wir mit der klassischen Beschreibungs¬ 
weise erhalten werden, nach einer geeigneten Umdeutung 
des Energiestroms als Wahrscheinlichkeitsstrom mal Pho¬ 
tonenenergie auch in der Quantentheorie gelten. 

Emission polarisierter Strahlung durch ein klassisches 
Atom. Betrachten wir ein alleinstehendes klassisches Atom 
am Ort x = y = z = 0. Die Schwingung des Elektrons kann 
als Überlagerung von Bewegungen längs x, y und z betrach¬ 
tet werden. Der Beobachter des emittierten Lichts befinde 
sich irgendwo weit draußen auf der positiven z-Achse. Nur 
die x- und die y-Komponente der Bewegung des Elektrons 
tragen zu den beobachteten elektromagnetischen Wellen 
(zum Licht) etwas bei. 


Zur Zeit t = 0 werde das Elektron, sagen wir durch einen 
Stoß, zu Schwingungen angeregt. Nach der Zeit t = 0 
schwinge das Elektron frei mit seiner Eigenfrequenz oo 0 . 
Der Polarisationszustand der emittierten Strahlung hängt 
von den Amplituden der x- und der y-Komponenten der 
Bewegung sowie vom Phasenunterschied der Bewegungen 
in der x- und y-Richtung ab. Das Elektron schwingt nicht 
ewig weiter. Es verliert seine Energie durch Strahlung in 
der mittleren Zerfallszeit r (der Zeit, in der die Energie 
auf 1/e abfällt; sie wird auch als mittlere Lebensdauer 
bezeichnet). Nach der Dauer von einigen mittleren Zer¬ 
fallszeiten hat das Elektron den Großteü seiner Energie 
abgegeben und seine Strahlung wird vernachlässigbar. 
Während der Emissionszeit (von der Größenordnung r) 
bleibt der Phasenunterschied zwischen den x- und y-Be- 
wegungen konstant. (Die Bewegung erfolgt in beiden 
Richtungen mit derselben Frequenz, und wir nehmen an, 
das Atom werde während dieser Zeitspanne nicht gestört.) 
Daher ist die Polarisation der emittierten Strahlung wäh¬ 
rend dieser Zeitspanne konstant. 

Zu einem späteren Zeitpunkt kann das Atom einen 
weiteren Stoß erhalten, der das Elektron zu einer Bewe¬ 
gung anregt, die als Überlagerung von Schwingungen in 
der x-, y- und z-Richtung mit derselben Eigenfrequenz cj 0 
angesehen werden kann; dabei hängen die Amplituden 
und die Phasenkonstanten von den Umständen ab, unter 
denen der Stoß erfolgt. Befindet sich das Atom in einem 
Gas und wird von allen Seiten gleich stark „bombardiert“ 
so können wir annehmen, daß zwischen den x- und y- 
Amplituden und -Phasen zweier aufeinanderfolgender 
Anregungen praktisch keine Beziehung besteht. Der Pola¬ 
risationszustand der Strahlung, die während des auf die 
zweite Anregung folgenden Zeitintervalls (von der Größen¬ 
ordnung r) emittiert wird, steht daher in keinem Zusam¬ 
menhang mit dem Polarisationszustand der Strahlung, die 
während des auf die erste Anregung folgenden Zeitinter¬ 
valls emittiert wurde. 

Dauer des Polarisationszustandes. Angenommen, wir 
haben anstelle eines einzigen Atoms viele Atome, die zu 
einem bestimmten Zeitpunkt angeregt werden. Sie befin¬ 
den sich alle in einem kleinen Gebiet in der Nähe des 
Punktes mit den Koordinaten x = y = z = 0, und der Be¬ 
obachter weit draußen auf der z-Achse sieht eine elektro¬ 
magnetische Welle, die eine Überlagerung der von den 
einzelnen Atomen emittierten Wellen ist. Wir bezeichnen 
ein Zeitintervall, das wohl kurz gegen die mittlere Zer¬ 
fallszeit r ist, aber dennoch viele Schwingungen der Fre¬ 
quenz co 0 beinhaltet, als „Augenblick“. Wir nehmen an, 
der Beobachter beschreibt die Strahlung durch die Am¬ 
plituden für E x und E y sowie durch den Phasenunter¬ 
schied zwischen E x und E y . In jedem „Augenblick“ ist 
E x das Ergebnis einer Überlagerung von Beiträgen aller 
zu diesem Zeitpunkt strahlenden Atome. Dasselbe güt 
auch für E y . Alle Atome schwingen mit derselben Grund- 
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frequenz cj 0 > aber mit unterschiedlichen Amplituden und 
Phasenkonstanten. Die Überlagerung E x hat daher die 
Grundfrequenz oj 0 ; ihre Amplitude und Phase hängen 
aber von den Amplituden und Phasen aller Atome ab, die 
einen Beitrag liefern. (Dasselbe gilt auch für E y .) Während 
eines beliebigen Zeitintervalls, das klein gegen r ist, ver¬ 
lieren alle schwingenden Atome nur einen kleinen Bruch¬ 
teil ihrer Energie und ändern ihre Phasenkonstanten nicht. 
Die Amplitude sowie die Phase der Überlagerung, die E x 
(bzw. E y ) ergibt, ändert sich während einer Zeitspanne, 
die kurz gegen r ist, nicht wesentlich. Der Polarisations¬ 
zustand der resultierenden elektromagnetischen Welle 
bleibt während Zeiten , die kurz gegen r sind, konstant. 
Insbesondere bleibt auch der Phasenunterschied zwischen 
E x und E y der gleiche. Angenommen, wir warten nun 
eine Zeitspanne, die mehrere mittlere Lebensdauern (r) 
lang ist, und untersuchen dann den Polarisationszustand 
der resultierenden Welle. Nach einem langen Zeitintervall 
von vielen mittleren Lebensdauern ist die Strahlung der 
vorher (zu Beginn des Zeitintervalls) strahlenden Atome 
auf Null abgeklungen; sie wurde durch die Strahlung neu¬ 
er Atome ersetzt. (Dabei ist es gleichgültig, wie viele von 
den „neuen“ Atomen eigentlich alte, wieder angeregte 
Atome sind.) Die Bewegung der neuen Atome steht in 
keiner Beziehung zu der der alten, außer daß wir einfach¬ 
heitshalber annehmen können, die mittlere Anregungs¬ 
energie sei für die alten und neuen Atome ungefähr gleich 
groß. Wir erhalten die x-Komponente E x der resultieren¬ 
den Welle, indem wir die x-Komponenten der Strahlung 
aller Atome summieren. Dieses E x muß ungefähr dieselbe 
Amplitude wie das E x der alten Gruppe von Atomen ha¬ 
ben. Aus der Phase des alten E x läßt sich jedoch überhaupt 
nichts über die Phase des neuen E x Vorhersagen. Dasselbe 
gilt auch für E y . Da außerdem der Phasenunterschied zwi¬ 
schen den Bewegungen der neuen Atome in der x- und in 
der y-Richtung überhaupt keine Beziehung zum Phasen¬ 
unterschied zwischen den x- und y-Bewegungen der alten 
Atome hat, sehen wir, daß der Phasenunterschied zwischen 
E x und E y während Zeiten, die lang gegen r sind, vollstän¬ 
dig unvorhersagbar und „zufällig“ variiert. 

Wir hatten angenommen, daß das Elektron im Atom 
während der Zerfallszeit r frei schwingt. Weiter sind wir 
davon ausgegangen, das Atom sei in Ruhe. Das Fourier¬ 
spektrum der von einem einzelnen Atom ausgesandten 
Strahlung hat demnach eine Bandbreite Ac o, die ungefähr 
gleich r' 1 ist. (Atome, die sichtbares Licht emittieren, 
haben eine mittlere Zerfallszeit von ca. 10" 8 s; daraus 
folgt eine Bandbreite von ca. 10 8 rad/s.) Die Atome in 
einer Gasentladungsröhre sind nicht in Ruhe, sondern be¬ 
wegen sich mit Geschwindigkeiten von der Größenordnung 
10 5 cm/s. Diese Geschwindigkeit führt zu einer Doppler¬ 
verschiebung; das Vorzeichen dieser Verschiebung hängt 
davon ab, ob sich das jeweilige Atom vom Beobachter 
weg oder zum Beobachter hin bewegt. Die „Dopplerver¬ 


breiterung“ ergibt eine Bandbreite, die um einen Faktor 
von der Größenordnung 100 größer als die „natürliche“ 
Linienbreite r" 1 ist. Außerdem unterbrechen Zusammen¬ 
stöße häufig den Strahlungsprozeß, noch bevor das Atom 
Gelegenheit hat zu zerfallen. Dann wird die Bandbreite 
durch die sogenannte „Stoßverbreiterung“ noch größer. 


Kohärenzzeit. Werden alle für die „Frequenzverbreite¬ 
rung“ verantwortlichen Faktoren berücksichtigt, so erhält 
man schließlich eine Bandbreite Acc, die um vieles größer 
als r" 1 sein kann. In so einem Fall ist die Zeit, während 
der der Polarisationszustand als ungefähr konstant ange¬ 
sehen werden kann, nicht die natürliche Zerfallszeit r, 
sondern die sogenannte Kohärenzzeit t koh , die durch 



(8.60) 


gegeben ist. Die Gl. (8.60) läßt sich folgendermaßen ver¬ 
stehen. Der Polarisationszustand bleibt solange im wesent¬ 
lichen unverändert, wie sich der Phasenunterschied zwi¬ 
schen E x und E y nur um einen Betrag ändert, der klein 
im Vergleich zu 2n ist. Die Kohärenzzeit t ko h ist daher 
annähernd durch diejenige Zeitspanne gegeben, innerhalb 
der der Phasenunterschied zwischen der größten und der 
kleinsten Frequenz des Bandes auf 2n anwächst: 


Acot koh « 2 tt, 


(8.61) 


dies ist dasselbe wie Gl. (8.60). 

Die Existenz einer endlichen Bandbreite Aco bedeutet 
nicht unbedingt, daß sich die Polarisation nach einem Zeit¬ 
intervall von der Größenordnung (Ai^) -1 ändert. Zwischen 
den strahlenden Atomen und dem Beobachter kann sich 
beispielsweise ein Stück Polaroid befinden. Dann behalten 
die x- und y-Komponenten der vom Beobachter gesehenen 
Strahlung eine konstante Phasenbeziehung bei, obwohl 
die Bandbreite immer noch Av ist. Der Grund dafür ist 
der, daß die x- und die y-Komponente nicht mehr vonein¬ 
ander „unabhängig“ sind. Das Polaroidfilter „untersucht“ 
sozusagen die x- und y-Komponenten der einfallenden 
Strahlung und läßt in jedem Augenblick nur die Teile der 
einfallenden x- und y-Komponenten durch, die sich ein¬ 
ander mit der richtigen Phasenbeziehung überlagern und 
die Elektronen im Polaroid in der „leichten“ Richtung 
(quer zu den „Drähten“) anstoßen. Diejenigen Teile der 
einfallenden x- und y-Strahlung, deren Phasenbeziehung 
so ist, daß sie die Elektronen „entlang den Drähten“ an¬ 
stoßen würden, werden absorbiert. 


Ein weiteres Beispiel ist folgendes: Angenommen, wir 
haben zwei gleichartige Gasentladungsröhren, die beide 
Licht ein- und derselben Grundfrequenz co 05 Bandbreite 
und mittleren Intensität liefern. Mit Hilfe einer passenden 
Glasplatte oder eines „halbversilberten“ Spiegels läßt sich 
eine Anordnung hersteilen, mit der der Beobachter die 
beiden Lichtquellen übereinander sieht (d.h. ihre Bilder 



248 


8. Polarisation 


sind überlagert). Von beiden Quellen geht das Licht 
schließlich in der +z-Richtung zum Beobachter. Nun 
stellen wir vor jede der beiden Quellen ein Polaroidfilter, 
so daß das Licht der einen längs x, das der anderen längs 
y linear polarisiert ist (nachdem beide Lichtbündel schließ¬ 
lich in der +z-Richtung laufen). Mißt der Beobachter die 
Polarisation während eines Zeitintervalls, das kurz im 
Vergleich zur Kohärenzzeit (Ai>) _1 ist, so wird er einen 
ganz bestimmten Polarisationszustand vorfinden. Wartet 
er jedoch eine Zeit, die lang gegen (Ai>) _1 ist, und führt 
dann noch eine Polarisationsmessung aus, so ergibt sich 
ein Polarisationszustand, der mit dem aus der vorangegan¬ 
genen Messung gar nichts zu tun hat. Der Beobachter wird 
vielmehr feststellen, daß es prinzipiell unmöglich ist, diese 
Strahlung von der Strahlung zu unterscheiden, die man 
erhält, wenn man eine der beiden Lichtquellen entfernt 
und gleichzeitig auch das Polaroidfilter vor der anderen 
Quelle wegnimmt. 

Definition der unpolarisierten Strahlung. Wir haben 
nun die Voraussetzungen beisammen, so daß wir endlich 
sagen können, was wir unter „unpolarisiertem“ Licht ver¬ 
stehen. Unpolarisiertes Licht ist Licht, dessen zwei Polari¬ 
sationskomponenten (x und y, bzw. rechts- und linksgän¬ 
gig) „unabhängig“ voneinander (d.h. ohne feste Phasen¬ 
beziehung wie bei einem Stück Polaroid) emittiert werden 
und bei dem die Amplituden sowie der Phasenunterschied 
der beiden Polarisationskomponenten mit einem Verfah¬ 
ren gemessen werden, bei dem über ein Zeitintervall ge¬ 
mittelt wird, das lang gegen die Kohärenzzeit (Ai>) _1 ist. 

Es gibt kein ,,an sich“ unpolarisiertes Licht. Um „unpola¬ 
risiertes“ Licht in „vollständig polarisiertes“ Licht zu 
verwandeln, braucht man bloß ein Verfahren zu ersinnen, 
mit dem man die Polarisation messen kann, bevor die 
Phasen Gelegenheit haben, sich „zufällig“ zu ändern. 

Messung der Polarisation. Der „Betrag der Polarisation“, 
d.h. wie stark die Beziehung zwischen Phasen und Ampli¬ 
tuden während der Zeit der Messung ist, läßt sich auf fol¬ 
gende Weise quantitativ beschreiben: Wir stellen den 
momentanen Polarisationszustand durch E l9 E 2 ,<Pi und 
(p 2 in der Form von linear polarisierten Komponenten dar; 
dabei ist E der RealteÜ der Größe 

E c = e i(cJ o t-k o z) (xE,e i¥, i + yE 2 e^). (8.62) 

Wir könnten dies als kontinuierliche Fourier-Überlagerung 
von exakt harmonischen Wellen, die ein schmales Fre¬ 
quenzband belegen, beschreiben; wir können uns aber 
ebenso gut vorstellen, Gl. (8.62) beschreibe eine fast har¬ 
monische Welle mit der Grundfrequenz co 0 , deren Ampli¬ 
tuden Ej und E 2 und Phasenkonstanten und <p 2 zeit¬ 
lich nicht ganz konstant sind, sondern sich langsam (und 
in nicht voraussagbarer Weise) ändern. 

Wir wollen nun sehen, wie wir E Xi E 2 ^\ und <p 2 nur 
durch Intensitätsmessungen bestimmen können. (Wir be¬ 
nutzen das Wort Intensität gleichbedeutend mit Energie¬ 


stromdichte.) Die Intensität läßt sich nämlich am leichte¬ 
sten messen. Wir stellen uns vor, wir haben Polaroidfilter 
und X/4-Plättchen sowie einen Photomultiplier, mit dem 
wir die Photonenstromdichte (Anzahl der Photonen pro 
Flächeneinheit pro Zeiteinheit) messen können, für eine 
beliebige Versuchsanordnung zur Verfügung. Das Zeit¬ 
mittel über die Photonenstromdichte ist der mittleren 
klassischen Energiestromdichte proportional. Die mittlere 
klassische Energiestromdichte wiederum ist dem über eine 
Periode gemittelten Quadrat der elektrischen Feldstärke 
proportional. Wir nehmen an, die Kathodenfläche und 
der Wirkungsgrad unseres Photomultipliers seien bekannt, 
so daß wir das Zeitmittel über das Quadrat der elektrischen 
Feldstärke, die in dem auf die Photokathode auftreffen¬ 
den Lichtstrahlenbündel herrscht, bestimmen können. 

Meßzeit. Wir bezeichnen die Gesamtzeit aller im fol¬ 
genden beschriebenen Messungen mit T und nennen sie 
die Meßzeit. Das ist die Zeit, innerhalb der wir alle uns 
interessierenden Konstanten E l ,E 2 ,y 1 und <p 2 bestim¬ 
men werden. Wir wollen unsere Messung zu Ende führen, 
noch bevor der Polarisationszustand Gelegenheit hat, sich 
zu ändern. Daher nehmen wir an, daß die Meßzeit T klein 
im Vergleich zur Kohärenzzeit (Av)' 1 ist. Unsere Be¬ 
schreibung gibt den Anschein, als handle es sich dabei 
um ein ziemlich gemütliches Experiment, das „den ganzen 
Tag“ dauert; das ist aber nicht unbedingt der Fall. Mit 
etwas Übung und Geschick sollten wir imstande sein, die 
Dinge so anzuordnen, daß wir alles gleichzeitig messen. 
Dann ist die Meßzeit T praktisch durch die Zeitauflösung 
der Geräte begrenzt. Ist das Gerät im wesentlichen ein 
Photomultiplier, so ist die Zeitauflösung ungefähr 10“ 9 s. 
Daher müßte es möglich sein, die „momentane“ Polarisa¬ 
tion einer Strahlung zu messen, deren Kohärenzzeit länger 
als KT 9 s, z.B. also IO -8 s, ist. 

Messungen von vier Konstanten. Wir müssen auch 
dem Experimentator etwas Arbeit überlassen. Wir werden 
daher nicht genau angeben, wie er die (im folgenden be¬ 
schriebenen) Messungen innerhalb einer Zeit T von der 
Größenordnung 10 _8 s ausführen soll. Wir bringen hier 
ein (gemütliches) Verfahren zur Bestimmung der vier Kon¬ 
stanten, die das Lichtstrahlenbündel beschreiben; die Fre¬ 
quenz des Lichts und die Richtung des Bündels seien be¬ 
reits bekannt. Wir nehmen an, wir haben außer einem 
geeichten Photomultiplier noch ein ideales (oder geeich¬ 
tes) Polaroidfilter und ein X/4-Plättchen. Verfahren Sie 
dann folgendermaßen: 

1. Stellen Sie das Polaroidfilter vor den Photomulti¬ 
plier. Wählen Sie die transversalen Koordinatenachsen x 
und y beliebig. Drehen Sie die bevorzugte Durchlaßrich¬ 
tung in die x-Richtung. Messen Sie das Zeitmittel der 
Photonen-Zählrate. Aus dem Ergebnis folgt 

<E|> -\E\. (8.63) 
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2. Drehen Sie das Polaroidfilter in die y-Richtung und 
messen Sie die Zählrate. Sie erhalten 


{El) = \E\. 


(8.64) 


3. Drehen Sie das Polaroidfilter auf 45° zwischen x 
und y. Diese Richtung bezeichnen Sie mit e. Der Einheits¬ 
vektor e ist dann durch 


e = 


X +y 

VT 


(8.65) 


gegeben. Die vom Polaroidfilter durchgelassene Kompo¬ 
nente des elektrischen Feldes ist das Skalarprodukt aus e 
und dem einfallenden Feld E. Unter Benutzung der kom¬ 
plexen Größe E c erhält man aus den Gin. (8.65) und 
(8.62) die Beziehung 

e • E c (z,t) = e^ot-ko^Ä-. + 

Der durchgelassene Photonenstrom ist nun ein Maß für die 
Größe 

<(e • E) 2 > = |[^Ei +|Ef +E,E 2 cos(^ -* 2 )].(8.67) 

Wir sehen also, daß uns Gl. (8.67) die Größe cos^ - <^ 2 ) 
liefert, da wir E \ und E 2 bereits aus den Gin. (8.63) und 
(8.64) bestimmt haben (Ei und E 2 sind positive reelle 
Zahlen). 

Nun brauchen wir noch sin^ - <^ 2 ), um den Phasen¬ 
unterschied festzulegen. (Die absolute Phase interessiert 
uns im allgemeinen nicht.) Zu diesem Zweck verwenden 
wir das X/4-Plättchen: 


V2 




.( 8 . 66 ) 


4. Das Polaroidfilter bleibt in der e-Richtung, also un¬ 
ter 45° zur x- und y-Richtung. Das durchgelassene Feld 
folgt dann aus Gl. (8.66). Nun bringen Sie das X/4-Plätt- 
chen noch vor dem Polaroidfilter in den Strahlengang, 
und zwar so, daß seine langsame Achse in der x- oder y- 
Richtung liegt. Um ein konkretes Beispiel zu betrachten, 
nehmen wir an, die langsame Achse liegt in der y-Richtung. 
Dann ist die Phasenkonstante ^ 2 in dem durch Gl. (8.62) 
gegebenen Ausdruck für E c durch ^ 2 — zu ersetzen. 
(Außerdem ist noch zu und <p 2 je eine uninteressante 
Konstante hinzugekommen, die wir aber nicht berück¬ 
sichtigen werden.) Folglich steht auch in dem durch 
Gl. (8.66) gegebenen Ausdruck für e*E c der Wert ^ 2 — \n 
anstelle von ^ 2 . Messen Sie nun den Photonenstrom hinter 
dem aus X/4-Plättchen und Polaroidfilter bestehenden 
System; dieser Photonenstrom ist durch einen zu Gl.(8.67) 
analogen Ausdruck gegeben, wobei jedoch ^ 2 durch 
<p 2 — |-7r ersetzt ist. Wir bestimmen somit 

<(e • E) 2 ) =|[j Ej +iEl-E I E 2 sin( V J,-^ 2 )]. (8.68) 

Wir haben also Ei , E 2 und - <p 2 durch die von den 
Gin. (8.63), (8.64), (8.67) und (8.68) beschriebenen Mes¬ 
sungen vollständig bestimmt. Man erhält diese Ergebnisse, 
wenn die Meßzeit T kurz im Vergleich zur Kohärenzzeit ist. 


Wie bereits erwähnt, ist die Kohärenzzeit bei der Pola¬ 
risation größer als (A^) _1 , wenn das Licht vor dem Nach¬ 
weisinstrument durch einen Polarisator, z.B. durch ein 
Polaroidfilter oder einen Zirkularpolarisator, geht. Die 
Kohärenzzeit der Polarisation ist dann vielmehr Unend¬ 
lich (wenigstens, solange niemand das Polaroidfilter ent¬ 
fernt). Dann können Sie auch die oben beschriebenen 
Messungen in aller Ruhe ausführen; Sie können anstelle 
eines Photomultipliers auch‘Ihre Augen benutzen. Üben 
Sie mit Ihrer optischen Ausrüstung die Bestimmung des 
Polarisationszustands einer Lichtquelle unbekannter Po¬ 
larisation. Ist die Lichtquelle linear, zirkular oder ellip¬ 
tisch polarisiert und ist die Kohärenzzeit länger als die 
wenigen Minuten, die Sie zur Messung benötigen, dann 
können Sie den Polarisationszustand mit Ihren Augen, 
einem Polaroidfilter und einem X/4-Plättchen bestimmen. 
(Sie können auch den Zirkularpolarisator und das X/2- 
Plättchen benutzen.) 

Unsere Beschreibung einer Polarisationsmessung war 
allgemeiner, als dies für die meisten praktisch vorkommen¬ 
den Fälle nötig ist. Stellt sich z.B. heraus, daß das Licht 
linear polarisiert ist, dann ist es unsinnig, allgemein mit 
den Cartesischen Koordinatenrichtungen x und y zu ar¬ 
beiten. Sobald Sie feststellen, daß das Licht linear polari¬ 
siert ist, werden Sie natürlich in Gedanken die x-Richtung 
in die Polarisationsrichtung legen. In diesem Fall ist der 
Phasenunterschied ^ - <p 2 bedeutungslos, da die Ampli¬ 
tude in der y-Richtung verschwindet. Ebenso ist es sinnlos, 
das Licht (wie oben bei der allgemeinen Beschreibung) 
durch linear polarisierte Komponenten darzustellen, wenn 
sich herausstellt, daß das Licht z.B. rechtszirkular polari¬ 
siert ist. 

Der Zirkularpolarisator. Der Zirkularpolarisator in 
Ihrer optischen Ausrüstung ist aus einem Stück Linear¬ 
polarisator (Polaroid) und einem X/4-Plättchen zusam¬ 
mengeklebt. Die bevorzugte Durchlaßrichtung des Pola- 
roids liegt im Winkel von 45° zu den optischen Achsen 
des X/4-Plättchens. Die „Vorderseite“ der Kombination 
ist die Seite mit dem Linearpolarisator. Die Rückseite ist 
die Seite mit dem X/4-Plättchen. Wenn Sie die Vorder¬ 
seite mit dem unpolarisierten Licht einer Glühlampe be¬ 
leuchten, so erhalten Sie an der Rückseite linkszirkular 
polarisiertes Licht (nach der in der Optik üblichen Ver¬ 
einbarung). Der Polarisator absorbiert also das ganze Licht 
mit Ausnahme des Anteils, der einer bestimmten Kreis¬ 
bewegung der Elektronen entspricht; könnten Sie diese 
Kreisbewegung sehen, so würde sie Ihnen beim Betrach¬ 
ten einer Glühlampe im Gegenuhrzeigersinn erscheinen. 

Sie können dieses linkszirkular polarisierte (schrauben¬ 
förmige) Licht in rechtszirkular polarisiertes Licht ver¬ 
wandeln, indem Sie Ihr X/2-Plättchen hinter die Rückseite 
des Zirkularpolarisators halten. Das Licht ist ebenfalls 
rechtszirkular polarisiert, wenn Sie das linkszirkular pola¬ 
risierte Licht bei fast senkrechtem Einfall an einem Spie¬ 
gel reflektieren. 
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Sie können Ihren Zirkularpolarisator auch „verkehrt 
herum“ als Analysator verwenden. Er läßt dann nämlich 
nur solches Licht durch, das denselben Polarisationssinn 
hat, wie das von ihm (bei normalem Gebrauch) erzeugte; 
Licht von entgegengesetztem Polarisationssinn wird absor¬ 
biert. Das läßt sich folgendermaßen verstehen. Die Phasen¬ 
verschiebung der langsamen linear polarisierten Kompo¬ 
nente gegenüber der schnellen linearen Komponente ist 
von der Durchgangsrichtung durch das X/4-Plättchen un¬ 
abhängig. Wenn der Zirkularpolarisator normal (also mit 
der Vorderseite nach vorne) verwendet wird, dann erzeu¬ 
gen der Linearpolarisator und das darauffolgende X/4- 
Plättchen linear polarisiertes Licht, dessen E-Vektor sich 
von s nach 1 dreht. Wird dieses Licht an einem Spiegel re¬ 
flektiert, so dreht es sich in bezug auf eine raumfeste 
Achse (wegen der Erhaltung des Drehimpulses) in dersel¬ 
ben Richtung weiter. Beim Zurückgehen durch das X/4- 
Plättchen erfährt das Licht wieder genau wie vorher eine 
Phasenverschiebung, so daß die Phase zusätzlich um 90° 
verzögert wird, bis das Licht den Linearpolarisator in um¬ 
gekehrter Richtung wieder erreicht hat. Das bedeutet aber, 
daß das Licht wohl linear polarisiert ist, daß seine Polari¬ 
sationsrichtung jedoch um 90° gegen die ursprüngliche, 
in der bevorzugten Durchlaßrichtung des Linearpolarisa¬ 
tors gelegene Richtung verdreht ist, da die eine linear po¬ 
larisierte Komponente gegenüber der anderen eine Vor¬ 
zeichenumkehr erfahren hat. Das Licht wird daher absor¬ 
biert. Aus diesem Grund sieht ein Spiegel oder ein glän¬ 
zendes Metallstück „schwarz“ (d.h. eigentlich dunkelblau) 
aus, wenn Sie Ihren Zirkularpolarisator mit seiner Vorder¬ 
seite nach oben darauflegen. Der Spiegel kehrt den Pola¬ 
risationssinn um. Ebenso "wird jegliches rechtszirkular po¬ 
larisiertes Licht von Ihrem Polarisator (der linkszirkular 
polarisiertes Licht erzeugt) absorbiert, wenn es auf seiner 
Rückseite auftrifft. Wenn andererseits linkszirkular polari¬ 
siertes Licht auf der Rückseite Ihres linksdrehenden Zir¬ 
kularpolarisators auftrifft, dann eilt die längs der /-Achse 
des X/4-Plättchens linear polarisierte Komponente der 
s-Komponente voraus. Das X/4-Plättchen reduziert dieses 
VorauseÜen von 90° auf Null. Erreicht das Licht also den 
Linearpolarisator, dann sind die linear polarisierten Kom¬ 
ponenten in der s- und /-Richtung gerade phasengleich; 
das Licht geht vollständig durch den Linearpolarisator 
hindurch und tritt linear polarisiert mit seiner vollen In¬ 
tensität aus (wenn wir von den Verlusten absehen, die üb¬ 
licherweise vernachlässigt werden). 

Betrachten wir folgendes Beispiel: Sie sehen eine 
Lichtquelle durch ein Polaroidfilter hindurch an; die In¬ 
tensität ändert sich nicht, wenn Sie das Füter um die Seh¬ 
linie drehen. Nehmen Sie weiter an, Sie betrachten die 
Lichtquelle durch Ihren linksdrehenden Zirkularpolarisa¬ 
tor (den Sie verkehrt, also mit der Rückseite nach vorn, 
halten); die Intensität bleibt unverändert. (Was können 
Sie bereits jetzt daraus schließen? ) Dann bringen Sie Ihr 


X/2-Plättchen zwischen die Lichtquelle und den links¬ 
drehenden Zirkularpolarisator und wiederholen die letzte 
Messung; das Licht wird vollständig absorbiert. Schluß : 

Das Licht ist linkszirkular polarisiert. 

X/4- und X/2-Plättchen. Nehmen Sie eines der beiden 
farblosen Plastikplättchen aus Ihrer optischen Ausrüstung. 
Halten Sie es flach auf ein Polaroidplättchen, so daß sei¬ 
ne Kanten mit den Kanten des Polaroidplättchen einen 
Winkel von 45° büden. Betrachten Sie eine Glühlampe 
oder den Himmel durch die beiden Plättchen hindurch, 
wobei Sie das Polaroidfilter nach vorne gegen die Quelle 
hin halten. Bringen Sie ein zweites Polaroidplättchen auf 
der anderen Seite des farblosen Plastikplättchens an. Ver¬ 
drehen Sie das zweite Polaroidplättchen. Nun wiederholen 
Sie den Versuch mit dem anderen Plastikplättchen. Welches 
von den beiden Plastikplättchen ist nun das X/4- und wel¬ 
ches ist das X/2-Plättchen? Machen Sie den Versuch noch 
einmal, diesmal mit den Kanten des farblosen Plastikplätt¬ 
chens parallel zu den Kanten der Polaroidplättchen. 

Die Beschriftung auf der Platte aus X/4-Material, von 
der Ihr Plättchen heruntergeschnitten wurde, lautet nicht 
„Verzögerung X/4“, sondern „Verzögerungswert 
140 ± 20 nm. 1 nm = 10" 9 m = IO" 7 cm = 10 Ä. Die Ver¬ 
zögerung (d.i. der erzeugte Gangunterschied) ist also 
1400 Ä. Für eine Wellenlänge von 4 * 1400 Ä = 5600 Ä 
(grünes Licht) ist das genau eine Viertel weilenlänge. Ist 
die Wellenlänge von 5 600 Ä verschieden, so ist der Ver¬ 
zögerungswert natürlich ein anderer Bruchteü der Wellen¬ 
länge. Wir wollen versuchen, den Sinn der Beschriftung 
zu verstehen. Der Phasenunterschied A<p zwischen der /- 
und der s-Komponente nach dem Durchgang durch das 
Phasenverschiebungsplättchen der Dicke Az mit den 
Brechungsindizes n t und n s ist 

Aip = 277(11, - n s ) Y- (8-69) 


Bei einem X/4-Plättchen ist die Phasenverschiebung eine 
Viertelphase, d.h. \ti Radian. Für ein X/4-Plättchen muß 
daher gelten 

(n/ - n s )Az = jX. (8.70) 

Die Beschriftung bedeutet, daß (n/ - n s )Az gleich |X 0 
ist, wobei X 0 = 5600Ä. Dies ist die (im Großteü des sicht¬ 
baren Bereichs) von X unabhängige „räumliche Verzöge¬ 
rung“. Das bedeutet aber gerade, daß - n s in guter 
Näherung von der Wellenlänge unabhängig ist. Für eine 
beliebige (sichtbare) Wellenlänge ist also 


Ti 5600Ä 

iV= 2^T“ 


(8.71) 


Analog hat Ihr X/2-Plättchen den Verzögerungswert 
280 ± 20 nm. 


Unpolarisiertes Licht. Wenn Sie die Polarisation des 
Lichts einer Glühlampe mit Hüfe Ihrer optischen Ausrü¬ 
stung bestimmen wollen, so werden Sie feststellen, daß 
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der Linearpolarisator keine Intensitätsänderung hervorruft, 
gleich um welchen Winkel er um die Sehlinie gedreht wird. 
Auch wenn das X/4-Plättchen zwischen die Lichtquelle 
und den Polarisator gebracht wird, bleibt die Intensität 
unverändert. Bei der in den Gin. (8.63), (8.64), (8.67) 
und ( 8 . 68 ) verwendeten Darstellung durch linear polari¬ 
sierte Komponenten in x- und y-Richtung bedeutet dies 
(wir schreiben einen Querstrich über die gemessenen Grö¬ 
ßen, um festzuhalten, daß die Messungen während der 
„Meßzeit“ T vorgenommen werden) 

A. _ I c2 

2 ~ 2^2 

= f[|E? +±El + E 1 E 2 cos(«^i ~<p 2 )] 

= + iEl"-E,E 2 sinfc, -*,)]. (8.72) 

Mit anderen Worten: Für jede beliebige Lage der Achsen 
x und y ist der zeitliche Mittelwert von E* gleich dem 
zeitlichen Mittelwert von Ey,und die zeitlichen Mittel¬ 
werte von cos(^ x -^ 2 ) und sin^ -<£ 2 ) sind Null. Na¬ 
türlich gibt es keinen Winkel ^ mit der Eigenschaft, 
daß sowohl sein Sinus als auch sein Kosinus gleich Null 
ist! Das Wesentliche an Gl. (8.72) ist der Querstrich, der 
ja die zeitliche Mittelung über den Zeitraum T angibt. 

Der Grund, warum die Zeitmittel von Kosinus und Sinus 
des Phasenunterschieds verschwinden, ist der, daß sich 
der Phasenunterschied während der langen Zeit T, während 
der wir die Messung ausgeführt haben, dauernd statistisch 
geändert hat. Er hat dabei alle Werte zwischen —n und +n 
angenommen. (Der Phasenunterschied, d.h. die relative 
Phase, ist nur im Intervall von Null bis 2i r definiert.) So¬ 
wohl der Kosinus als auch der Sinus waren ebenso oft 
positiv wie negativ und haben sich daher herausgemittelt. 

Könnten wir die Messung in weniger als 1 CT 10 s (für 
eine typische Gasentladung mit Doppler-Verbreiterung) 
ausflihren, so würde unser Ergebnis wesentlich anders aus- 
sehen. Wir würden feststellen, daß das Licht in jedem 
„Augenblick“ vollständig polarisiert ist; dabei dauert ein 
Augenblick viele Schwingungsperioden lang, ist jedoch 
kurz im Vergleich zum reziproken Wert der Bandbreite 
(also zur Kohärenzzeit). 

Man kann unpolarisiertes Licht mit einer langen Spiral¬ 
feder simulieren. Schütteln Sie die Feder eine Zeit lang 
in einer, dann eine Zeit lang in einer anderen Richtung. 
Machen Sie eine photographische Aufnahme während 
einer Zeit T. Ist T kurz gegen die Zeit, während der die 
Feder unverändert geschüttelt wurde, so wird die Photo¬ 
graphie vollständige Polarisation zeigen. Ist T lang, so 
wird der Betrachter des Bildes feststellen, die Feder sei 
unpolarisiert - das heißt aber nur, daß T zu lange war. 

Teilweise Polarisation. Die Strahlung wird als teilweise 
polarisiert bezeichnet, wenn T weder kurz noch lang ge¬ 
gen die Kohärenzzeit ist. Dann besteht ein deutlicher 
Unterschied zwischen den Ergebnissen der vier Intensitäts¬ 
messungen, die , E^, cos (^1 - ^2 ) und sin (^1 - ) 


liefern. Die Tatsache, daß die Polarisation über die Meß¬ 
zeit T „verwaschen“ ist, kann auf viele unterschiedliche 
Arten ausgedrückt werden. Man kann z.B. eine „teilweise 
Polarisation P“ durch 

P 2 = [sin ( 0 ! - v> 2 )] 2 + [cos (</>! - ^2 )] 2 (8.73) 

definieren; dabei sind sin (^1 “ ) und cos (^1 - ) 

durch die Intensitätsmessungen, die die Ergebnisse der 
Gin. (8.63), (8.64), (8.67) und ( 8 . 68 ) liefern, definiert. 
Wenn T klein gegen die Kohärenzzeit ist, dann ist P gleich 
Eins. Ist T groß gegen die Kohärenzzeit, so ist P gleich 
Null. Für mittlere T liegt P zwischen Null und Eins. Na¬ 
türlich genügt P allein noch nicht für eine vollständige 
Beschreibung; dazu braucht man alle vier Messungen. 


8.6. Übungen und Heimversuche 

1. Verschiebungsvektor t). Führen Sie die im Anschluß an 
Gl. (8.20) angegebenen Schritte explizit aus und zeigen Sie, 
daß Gl. (8.20) einen Verschiebungsvektor ^(t) darstellt, der 
eine elliptische Bahn beschreibt. 

2. Polarisation von Licht Unpolarisiertes Licht von einer Queck¬ 
silberdampf-Entladungsröhre trete durch Ihr grünes Gelatine- 
füter, das die grüne Linie isoliert. Ein in der +z-Richtung lau¬ 
fendes Parallelstrahlenbündel werde mit Hilfe von Spalten und 
Linsen erzeugt. Bei z = 0 ist das Strahlenbündel wohl definiert. 
An der Stelle z = 100 befinde sich ein Photomultiplier, der die 
Photonen im Strahlenbündel zählt. Die durchschnittliche Zähl¬ 
rate betrage 64 Impulse pro Minute: R = 64. 

a) Wir bringen ein \/4 -Plättchen, dessen schnelle Achse in 
der x-Richtung liegt, an die Stelle z = 10. Wie groß ist 
dort R? (Vernachlässigen Sie kleine Verluste, die durch 
Reflexionen usw. entstehen.) 

b) Wir bringen einen Linearpolarisator mit seiner bevorzugten 
Durchlaßrichtung in der Richtung (x + y)/\/2 an die Stelle 
z = 20. Wie groß ist R nun? 

Anmerkung: Während wir bei dieser Aufgabe die verschie¬ 
denen Dinge einbauen, lassen wir alle alten Sachen an ihrem 
Platz. Die z-Angaben sollen nur dazu dienen, die Reihen¬ 
folge einzuhalten. 

c) Wir bringen ein \/2-Plättchen, dessen schnelle Achse in 
der x-Richtung liegt, an die Stelle z = 30. Wie groß ist R? 

d) Nun bringen wir einen Linearpolarisator, dessen bevorzugte 
Durchlaßrichtung in der x-Richtung liegt, an die Stelle 

z = 40. Wie groß ist R ? 

e) Ein linksdrehender Zirkularpolarisator wird an die Stelle 
z = 50 gebracht. Wie groß ist die größtmögliche Zählrate 
(wenn der Polarisator richtig, d.h. mit der Vorderseite nach 
vorne eingesetzt wird)? Wie groß ist die kleinstmögliche 
Zählrate ? 

f) Wir stellen den linksdrehenden Zirkularpolarisator von e) 
auf die kleinstmögliche Zählrate ein und bringen ein \/2- 
Plättchen mit seiner schnellen Achse in der (x + y)!\[2- 
Richtung an die Stelle z = 60 und einen Linearpolarisator 
mit der bevorzugten Durchlaßrichtung in der y-Richtung 
an die Stelle z = 70. Wie groß ist R? 
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3. Zirkularpolarisiertes Licht der Intensität I 0 (Intensität bedeu¬ 
tet: zeitlicher Mittelwert des Energiestroms pro Flächenein¬ 
heit pro Zeiteinheit; sie ist für Licht einer gegebenen Frequenz 
dem Ausgangsstrom eines Photomultipliers proportional) treffe 
auf ein einzelnes Polaroidfilter auf. Zeigen Sie, daß die durch¬ 
gelassene Intensität (die Intensität des an der Rückseite des 
Polaroidfilters austretenden Lichts) gleich 11 0 ist. 

4. Linear polarisiertes Licht, dessen Polarisationsrichtung mit 
der x-Achse den Winkel 0 einschließt, treffe auf ein Polaroid¬ 
filter auf; die bevorzugte Durchlaßrichtung des Filters liege in 
der x-Richtung. Hinter dem ersten Polaroidfilter befinde sich 
ein zweites, dessen bevorzugte Durchlaßrichtung in der Pola¬ 
risationsrichtung des ursprünglich einfallenden Lichts liegt. 
Zeigen Sie, daß die durchgelassene Intensität gleich l o cos 4 0 
ist; dabei ist I 0 die Intensität des einfallenden Lichts. 

5. Zirkularpolarisiertes Licht der Intensität I 0 falle auf drei auf- 
einandergelegte Polaroidfilter. Das erste und das dritte Filter 
befinden sich zueinander in gekreuzter Stellung, d.h. ihre be¬ 
vorzugten Durchlaßrichtungen stehen aufeinander senkrecht. 
Das mittlere Polaroidfilter schließt mit der Achse des ersten 
den Winkel 0 ein. Zeigen Sie, daß die durchgelassene Intensität 
gleich | l o cos 2 0 sin 2 0 ist. 

6 . Drehung der Polarisationsebene. Eine sehr große Anzahl n + 1 
von Polaroidfiltern sei übereinandergelegt. Die bevorzugten 
Durchlaßrichtungen zweier unmittelbar aufeinanderfolgender 
Polaroide schließen jeweils den positiven Winkel miteinander 
ein. Das letzte Polaroidfilter ist also um den Winkel 0 = na 
gegen das erste verdreht. Berechnen Sie die durchgelassene 
Intensität; vernachlässigen Sie dabei die durch die Reflexion 
an den zahlreichen Oberflächen entstehenden Verluste und 
nehmen Sie an, daß das auf dem ersten Polaroid auftreffende 
Licht die Intensität I 0 habe und in der Richtung der bevorzug¬ 
ten Durchlaßrichtung des ersten Polaroidfilters linear polarisiert 
sei. Nehmen Sie an, n sei sehr groß, und berücksichtigen Sie 
nur die ersten interessanten Glieder bei einer geeigneten 
Reihenentwicklung (Taylor-Reihe). 

Lösung: I = I 0 (1 - 0 2 /n + Glieder höherer Ordnung). 

Das bedeutet, daß - bei einer genügend großen Anzahl von 
Polaroidfiltern - die durchgelassene Intensität gleich der ein¬ 
fallenden Intensität ist, auch wenn 0 gleich 90° ist, so daß sich 
das erste und das letzte Polaroidfilter in gekreuzter Stellung 
befinden. Wir können so die Polarisationsebene „allmählich“ 
drehen und verlieren dabei nichts! Wenn wir also eine große 
Anzahl von Polaroidfiltern zusammenkleben (und zwar mit 
einem durchsichtigen Klebestoff vom selben Brechungsindex 
wie dem der Polaroidfilter, damit die Reflexion möglichst 
unterdrückt wird), so haben wir so etwas wie ein gigantisches 
Zuckermolekül, das die Polarisationsebene dreht, ohne etwas 
von der Energie zu absorbieren. 

Eine andere Methode, um „makroskopische optische Aktivität“ 
zu erhalten, ist folgende: Drehen Sie Stanniolstreifen korken¬ 
zieherartig zusammen (alle mit derselben Drehrichtung), betten 
Sie sie in Styropor (eine gute Näherung für ein massenloses, 
starres, elektronenfreies Stützmedium) ein und schicken Sie 
linear polarisierte Mikrowellen durch. Die Polarisationsebene 
der Mikrowellen wird gedreht. 

7. Drehung der Polarisationsebene. Angenommen, Sie haben 
linear polarisiertes Licht mit der Polarisationsrichtung längs x. 
Sie wollen linear polarisiertes Licht erhalten, dessen Polarisa¬ 
tionsrichtung mit der x-Richtung einen Winkel von 30° ein¬ 
schließt, das also längs 

e = x cos 30° + y sin 30° 


polarisiert ist. Wie könen Sie so ein Feld a) auf Kosten eines 
Intensitätsverlustes, b) ohne Intensitätsverlust und ohne Pola¬ 
roidfilter erzeugen? 

8 . Wie groß ist die durchgelassene Intensität, wenn unpolarisier- 
tes Licht der Intensität Io auf gekreuzte Polaroidfilter trifft, 
zwischen denen sich ein \/2-Plättchen befindet, und wenn die 
optische Achse (z.B. die langsame Achse) des Phaspnverschie- 
bungsplättchens a) parallel zur bevorzugten Durchlaßrichtung 
eines der beiden Polaroidfilter oder b) im Winkel von 45° zu 
einer der bevorzugten Durchlaßrichtungen liegt? 

9. Beantworten Sie dieselben Fragen wie unter Übung 8, diesmal 
aber für ein \/4 -Plättchen. 

10. Doppelbrechung - Heimversuch. Untersuchen Sie verschie¬ 
dene Plastikplatten (Zeichengeräte, Cellophan, Cellophanband 
usw.) auf Doppelbrechung, indem Sie sie zwischen gekreuzten 
Polaroidfiltern drehen. Wie können Sie feststellen, ob sich eine 
\/4- oder eine \/2-Platte darunter befindet? Versuchen Sie, 
ein Stück Plastikfolie zu dehnen und dadurch doppelbrechend 
zu machen. 

11. X/4 -Platten aus Plastikfolie - Heimversuch. Besorgen Sie sich 
eine durchsichtige, dehnbare Plastikfolie, wie sie zum Einpak- 
ken von Lebensmitteln verwandt wird. Ungefähr sechs oder 
sieben parallele Schichten ergeben eine sehr gute \/4-Platte. 

Sie kann durch Wegnehmen oder Hinzufügen einer Schicht 
auf verschiedene Farben „abgestimmt“ werden. Wenn z.B. 
sieben Schichten genau eine X/4 -Platte für 5 600 Ä (Grün) sind, 
dann sind acht Schichten genau eine X/4 -Platte für | • 5 600 Ä = 
6400 Ä (Rot). Um Falten zu vermeiden, können Sie das ganze 
mit einem Klebeband auf ein Stück Karton mit einem Loch 
darin aufkleben. 

12. Farbabhängigkeit der Phasenverschiebungsplättchen - Heim¬ 
versuch. Ein „\/2-Plättchen“ ist nur für eine bestimmte Wel¬ 
lenlänge wirklich ein X/ 2-Plättchen. Das \/2-Plättchen in Ihrer 
optischen Ausrüstung ist für eine Wellenlänge von 5 600 Ä be¬ 
messen. Besorgen Sie sich eine helle weiße Linienquelle (irgend¬ 
eine klare Glühlampe, z.B. eine 150-W-Lampe mit einem gera¬ 
den, einfach gewendelten Glühfaden von etwa 2,5 cm Länge 
und 1 mm Durchmesser). Betrachten Sie die weiße Lichtquelle 
durch ihr Beugungsgitter. (Spalten Sie die Farben senkrecht 
zur Linienquelle auf, damit Sie die bestmögliche Auflösung 
bekommen.) Nehmen Sie nun zwei Polaroidfilter in Parallel¬ 
stellung. Bringen Sie das \/2-Plättchen im Winkel von 45° 
zwischen die Filter. Die Phase derjenigen Farbe, für die das 
\/2-Plättchen ein echtes \/2-Plättchen ist, wird dann um 90° 
verschoben; die betreffende Farbe wird also absorbiert. 

Blicken Sie mit Ihrem Beugungsgitter durch die Anordnung. 
(Halten Sie alles zusammen knapp vor ein Auge.) Sehen Sie 
das dunkle Band im Grün? Das ist die Farbe mit der Wellen¬ 
länge 5 600Ä! 

( Anmerkung: Drehen Sie das letzte Polaroidfilter ein wenig, 
um größte Dunkelheit im Absorptionsband einzustellen.) 

13. Eine Xj 2-Platte aus Plastikfolie - Heimversuch. Stellen Sie 
sich nach dem in Übung 11 beschriebenen Verfahren eine X/2- 
Platte her. Sie werden ungefähr 12... 15 Schichten brauchen. 
Vielleicht können Sie die Platte nach der Methode von Übung 
12 „abstimmen“, indem Sie weitere Schichten hinzufügen, bis 
sich das Absorptionsband bei 5 600 Ä befindet (diesen Wert 
bestimmen Sie durch Vergleich mit dem X/2-Plättchen aus 
Ihrer optischen Ausrüstung). Sie erhalten so den Wert der 
Größe (n/ - n s )Az für eine Schicht mit ziemlicher Genauigkeit. 
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14. Polarisation einer Feder — Heimversuch. Suchen Sie sich eine 
lange, weiche Spiralfeder (ein slinky, S. (59) und einen Partner. 
Halten Sie und Ihr Partner je ein Ende der Feder. 

a) Schütteln Sie beide die Feder, indem Sie und Ihr Partner 
die Hand mit der Feder im Uhrzeigersinn (jeder von sich 
aus gesehen) drehen. Wenn Sie dieser Versuch nicht davon 
überzeugt, daß Linearpolarisation eine Überlagerung von 
zwei entgegengesetzten Zirkularpolarisationen ist, so sind 
Sie durch nichts davon zu überzeugen. 

b) Beide Partner benutzen die Kante eines Buchs als gerade 
Führung für die Hand; ein Partner schüttelt die Feder im 
Winkel von 45° zur Horizontalen geradlinig hin und her 
(lineare Polarisation!), der andere tut dasselbe im Winkel 
von 90° zur Bewegung des ersten. (Der Winkel von 45° 
soll verhindern, daß die Schwerkraft eine zu große Asym¬ 
metrie hereinbringt.) Ein Partner zählt laut „1, 2, 3, 4, 

1,2,3,4,...“, vier Takte pro Zyklus (oder eventuell vier 
Takte pro Halbzyklus), wobei „Eins“ auf eine genau fest¬ 
stellbare Phase der Bewegung der Hand kommen soll. Der 
andere Partner schüttelt die Feder phasengleich, mit einer 
Phasenverschiebung von 180° oder mit einer Phasenver¬ 
schiebung von 90°. Man muß sich einigermaßen konzen¬ 
trieren, um von dem, was man sieht, nicht abgelenkt zu 
werden. 

c) Befestigen Sie ein Ende der Feder (Sie kommen nun ohne 
Partner aus), und schütteln Sie am anderen Ende ein zirku¬ 
lar polarisiertes Wellenpaket von ein bis zwei Umdrehungen. 
Überzeugen Sie sich, daß das Wellenpaket bei der Reflexion 
seinen Drehimpuls beibehält. Überzeugen Sie sich aüch 
davon, daß die Feder die Form einer Linksschraube hat, 
wenn der Drehimpuls in der Ausbreitungsrichtung des 
Wellenpakets liegt, und daß der Drehsinn der Schraube bei 
der Reflexion umgekehrt wird. 

15. Ein X/2-Plättchen aus durchsichtigem Cellophan - Heimver¬ 
such. Kleben Sie eine Schicht klares Cellophan auf einen 
Mikroskop-Objektträger (der Objektträger dient nur als Unter¬ 
lage). Untersuchen Sie nach der Methode von Übung 12, ob 
die Schicht eine \/2-Platte ist. Schätzen Sie die Größe von 

(nj - n s )Az ab. 

16. Allgemeine Polarisation mit durchsichtigem Cellophan - Heim¬ 
versuch. Kleben Sie 16 Lagen durchsichtiges Klebeband auf 
einen Mikroskop-Objektträger. Da die Gefahr besteht, daß 
Blasen entstehen, so daß es schwierig sein wird hindurchzu¬ 
sehen, gehen Sie besser folgendermaßen vor: Legen Sie einen 
reinen Objektträger auf einen Tisch. Auf die Mitte des Trägers 
geben Sie einen kleinen Tropfen Öl (Maschinenöl, Mineralöl 
oder sonst irgendein Öl). Nehmen Sie ein Stück Cellophanband 
so, daß es auf beiden Seiten des Objektträgers noch ca. 5... 6 cm 
vorsteht. Kleben Sie das Band auf den Objektträger und sorgen 
Sie für guten optischen Kontakt, indem Sie das Öl ausbreiten. 
Kleben Sie dabei das Band am Tisch fest. Geben Sie einen 
Tropfen Öl in die Mitte des Bandes. Nun breiten Sie eine zweite 
Lage Cellophanband darüber aus. (An den Enden, wo kein 

Öl ist, klebt das Band von selbst an der unteren Lage.) Es fol¬ 
gen also Öl, Band, Öl, Band,.... Auf die 16. Lage Cellophan 
geben Sie noch einen Tropfen Öl und darüber einen Objekt¬ 
träger als Abschluß. Kleben Sie auch diesen Träger mit etwas 
Band fest, doch verdecken Sie dabei nicht den durchsichtigen 
empfindlichen Bereich. Nun haben Sie einen Stapel von 16 La¬ 
gen Band, der von ebenen Glasflächen abgeschlossen wird. 

Er müßte eigentlich ziemlich klar und durchsichtig sein. 

Und nun zum Versuch: Kleben Sie ein Polaroidfilter mit etwas 
Band so über eine Seite des Stapels, daß die Achse des Filters 
mit der Achse der Cellophanbandschichten einen Winkel von 


45° bildet. Kleben Sie auch das Beugungsgitter darüber. Halten 
Sie dieses Paket so, daß Sie Ihre helle, weiße Linienquelle 
durch das Paket hindurch sehen. Mit Ihrer anderen Hand hal¬ 
ten Sie einen Linearpolarisator (ein Polaroidfilter) an die Aus¬ 
trittsseite des Pakets, und zwar parallel zum ersten Polaroid¬ 
filter. 

a) Beachten Sie die schwarzen Streifen bzw. Bänder! Diese 
Bänder sind so linear polarisiert, daß ihr Licht vom Line¬ 
arpolarisator absorbiert wird. Ihr Phasenunterschied (bzw. 
der der längs der schnellen und langsamen Achsen des Klebe¬ 
bands linear polarisierten Komponenten) beträgt jeweils 

2i r. Im „hellen“ Bereich, zwischen zwei aufeinanderfolgen¬ 
den dunklen Bändern, variiert der Phasenunterschied von 
Null bis 2n; in diesem Bereich treten daher alle im Bild 8.3 
(Abschnitt 8.2) gezeigten Polarisationsvarianten auf. 

b) Drehen Sie das hintere Polaroidfilter (den „Analysator“) 
um 90°. Die dunklen Bereiche werden hell und die hellen 
werden dunkel! Warum ? 

c) Ersetzen Sie das Polaroidfilter durch Ihren Zirkularpolari¬ 
sator, den Sie verkehrt herum als Analysator, also mit sei¬ 
ner Rückseite zur Lichtquelle hin, halten. (Wenn Sie den 
Zirkularpolarisator auf ein 50-Pfennigstück legen und die 
Münze dunkelblau aussieht, dann ist die Vorderseite des 
Polarisators oben.) 

d) Bringen Sie den Linear- und den Zirkularpolarisator so an 
Ort und Stelle, daß beide einen Teil des Gesichtsfeldes ein¬ 
nehmen. Beide müssen parallel zum ersten Polarisator (und 
45° gegen den Objektträger verdreht) sein. Verschieben Sie 
das Paket so, daß Sie zuerst durch den Zirkularanalysator 
und dann durch den Linearanalysator sehen. Die Bänder 
verschieben sich um ein Viertel des Abstands zwischen den 
schwarzen Bändern (d.h. bezüglich der Phase um n/2 Radi- 
an). Drehen Sie nun den Linearpolarisator und wiederholen 
Sie den Vorgang. Die Richtung, in der sich die Bänder 
beim Übergang vom Zirkular- zum Linearpolarisator ver¬ 
schieben, muß jetzt umgekehrt sein. Mit Hilfe solcher 
Methoden müßten Sie sich davon überzeugen können, daß 
sich die Polarisation beim Durchlaufen von 2n von (z.B.) 
rechts oben linear über rechtszirkular, links oben linear und 
linkszirkular wieder in rechts oben linear ändert. Tragen 
Sie die Polarisation als Funktion der Farbe (Wellenlänge) 
auf; bezeichnen Sie dabei lineare Polarisationen mit einem 
Pfeil mit Doppelspitze und zirkulare Polarisationen mit 
einem „gekrümmten Pfeil“. 


17. Lyot-Filter aus Cellophan und Polaroid - Heimversuch. Bei 
diesem Versuch benötigen Sie vier Polaroidfilter. Stellen Sie, 
wie in Übung 16, ein Phasenverschiebungsplättchen aus 16 La¬ 
gen Klebeband her. Fertigen Sie auf dieselbe Art ein Plättchen 
aus acht und eines aus vier Lagen Band. Wir bezeichnen diese 
„Pakete“ mit 16Lp (für 16-Lagen-Paket), 8Lp und 4Lp. Mit 
P bezeichnen wir den Linearpolarisator aus Polaroid, und 
P(45°) bedeutet, daß die bevorzugte Durchlaßrichtung von P 
mit der Achse des Bandpakets einen Winkel von 45° einschließt. 
Das Beugungsgitter wird mit BG abgekürzt. Führen Sie nun 
die folgenden Versuche aus: 

a) Machen Sie einen Stapel aus BG: P(45°): 16Lp:P(45°). 
Betrachten Sie Ihre weiße Linienquelle. Bis jetzt ist das 
genau die Übung 16. Machen Sie den Versuch noch einmal, 
nehmen Sie aber jetzt das 8Lp anstelle des 16Lp. 

b) Geben Sie das 8Lp und noch ein P zum Austrittsende des 
16Lp, so daß Sie nun das Paket BG: P(45°): 16Lp: P(45°): 
8 Lp: P(45°) haben. Betrachten Sie die Linienquelle. 
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Bild 8.13 

Lyot-Filter. Die Kurve 16 Lp liefert die 
Intensität, die von einem aus dem Paket 
P(45°):16Lp:P(45°) bestehenden Filter 
durchgelassen wird. Die Kurven 8 Lp und 
4 Lp liefern dasselbe, doch für Filter mit 
8 Lp bzw. 4 Lp statt 16 Lp. Verwendet 
man das gesamte Paket, so stellt die Durch¬ 
laßkurve, wie im Bild gezeigt, das Produkt 
der drei einzelnen Kurven dar. 


c) Bringen Sie nun 4Lp:P(45°) an den Ausgang des Pakets 
von b) und sehen Sie wieder hindurch. Beachten Sie, wie 
Sie mit den aufeinanderfolgenden Filtern die „Seitenbän¬ 
der“ auslöschen! Als Endergebnis haben Sie ein Bandpaß¬ 
filter. (Wenn Sie wollen, können Sie die Dinge mit dem 
Gelatinefilter klären.) Die Bandbreite wird durch das 16Lp 
bestimmt. Sie brauchen ein 32Lp, wenn Sie die Bandbreite 
auf die Hälfte reduzieren wollen. (Mein Paket wird aber 
dann schon ein wenig undurchsichtig, trotz Mineralöl und 
größter Vorsicht.) Diese Art von Filter wurde von/?. F. Lyot 
im Jahre 1932 erfunden. Die Astronomen verwenden Lyot- 
Filter, bei denen die Phasenverschiebungsplättchen nicht 
aus Klebeband, sondern aus Quarz sind. Man erzielt eine 
Bandbreite von ca. 1 Ä (z.B. um die Ha-Linie der Balmer- 
serie des Wasserstoffspektrums, die einer Wellenlänge von 
6563 Ä entspricht) und verwendet sie beim Photographie¬ 
ren der Sonne. Die gesamte durchgelassene Intensität ist 
das Produkt der Intensitätskurven der einzelnen Filter 
(16 Lp, 8 Lp und 4 Lp). (Die Reihenfolge ist belanglos. 

Man kann das Filter vorwärts oder rückwärts verwenden.) 
Dies ist auf dem Bild 8.13 dargestellt. 

Frage: Sagen Sie uns, warum man die gesamte durchge¬ 
lassene Intensität aus den Intensitätskurven der einzelnen 
Filter durch Produktbildung erhält. Warum zählt man 
nicht z.B. einfach die drei Amplituden für die drei Filter 
(wenn nur eins vorhanden ist) zusammen, quadriert und 
bildet dann das Zeitmittel ? 

18. Zirkularpolarisator - Heimversuch 

a) Legen Sie Ihren Zirkularpolarisator auf ein Stück Alumini¬ 
umfolie (wie Sie sie in jedem Lebensmittelgeschäft bekom¬ 
men), auf einen gewöhnlichen Spiegel oder auf ein blankes 
Messer. Drehen Sie den Polarisator so, daß die Folie 
„schwarz“ (bzw. dunkelblau) aussieht. Drehen Sie ihn 


um und beobachten Sie wieder. (Tun Sie dasselbe mit 
einem Stück Polaroid.) Dann drehen Sie ihn wieder auf 
„schwarz“ zurück. Nun heben Sie den Polarisator ein wenig 
vom Metall ab, so daß Licht auf das Metall gelangen kann, 
ohne durch den Polarisator treten zu müssen. Betrachten 
Sie den „Schatten“ bzw. das „Bild“ des Polarisators, wäh¬ 
rend Sie diesen langsam aufheben und wieder auf das Me¬ 
tall zurücklegen. Erklären Sie, was Sie sehen. 

b) Machen Sie eine V-förmige Furche in die Aluminiumfolie. 
Verwenden Sie eine Beleuchtungsquelle, bei der das meiste 
Licht aus einer bestimmten Richtung kommt (z.B. eine 
Lampe oder ein Fenster). Legen Sie den Zirkularpolarisator 
so auf die Folie, daß er zum Teil auf der Furche und zum 
Teil auf der glatten Folie aufliegt. Sie werden bemerken, 
daß die Furche hell aussieht, während die Folie sonst noch 
immer dunkel ist. Erklären Sie das! 

Anleitung: Wenn Sie Ihre rechte Hand in einem Spiegel 
betrachten, so sieht sie wie eine linke Hand aus. Wie sieht 
sie aber in einem „Doppelspiegel“ aus, der von zwei im 
rechten Winkel zueinander stehenden Spiegeln gebildet 
wird? 

c) Zerknittern Sie die Folie nun vollständig, so daß eine „rau¬ 
he“ Oberfläche entsteht. Darauf legen Sie dann den Zirku¬ 
larpolarisator. Sehen Sie genau hin. Erklären Sie die Be¬ 
hauptung: „Das Licht ist im Großen depolarisiert, im Klei¬ 
nen jedoch vollständig polarisiert.“ Geben Sie eine Erklä¬ 
rung für die Behauptung: „Das ist in gewisser Hinsicht ein 
Analogon zur Depolarisation des Lichts in Bezug auf eine 
große Zetfskala und zur vollständigen Polarisation des 
Lichts in Bezug auf eine genügend kleine Zeitskala.“ 

d) Legen Sie den Polarisator auf ein Stück gewöhnliches wei¬ 
ßes Papier. Können Sie den Zirkularpolarisator so von einem 
Stück Polaroid unterscheiden? Geben Sie eine Erklärung 
dazu. 
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e) Legen Sie den Zirkularpolarisator wieder auf eine glatte 
Metallfläche. Bringen Sie Ihr \/2-Plättchen zwischen Pola¬ 
risator und Metall. Sagen Sie zunächst voraus, was Sie sehen 
werden, und führen Sie dann den Versuch aus. Machen Sie 
dasselbe mit Ihrem \/4-Plättchen. 

Anmerkung: Wie Sie bereits wissen, wird die Phase jeder 
Farbe um einen unterschiedlichen Betrag verschoben. Die 
Effekte kommen noch etwas besser zur Geltung, wenn Sie 
Ihr Grünfilter verwenden. Das ist aber nicht unbedingt 
nötig, solange Sie nicht vergessen, daß „Schwarz“ nur eine 
Näherung ist. 

19. Der Drehimpuls des Lichts. Angenommen, rechtszirkular po¬ 
larisiertes Licht (rechtszirkular nach der für den Drehimpuls 
geltenden Vereinbarung) fällt auf eine absorbierende Platte. 
Diese Platte hängt an einem senkrechten Faden. Das Licht ist 
nach oben gerichtet und trifft auf der Unterseite der Platte auf. 

a) Welches Drehmoment erfährt die Platte, wenn der Licht¬ 
strahl (mittlere Wellenlänge 5 500 Ä) eine Leistung von 1 W 
hat und in der Platte vollständig absorbiert wird? (Geben 
Sie das Resultat in dyn-cm an.) Denken Sie dabei daran, 
daß das Drehmoment gleich der zeitlichen Änderung des 
Drehimpulses ist und daß die Platte natürlich den Dreh¬ 
impuls der Strahlung absorbiert. 

b) Nehmen Sie an, Sie verwenden anstelle einer absorbieren¬ 
den Platte eine gewöhnliche versilberte Spiegelfläche, so 
daß das Licht um 180° zurück in seine Einfallsrichtung 
geworfen wird. Wie groß ist das Drehmoment nun? 

c) Die Platte sei diesmal ein durchsichtiges \/2-Plättchen. 

Das Licht trete nur durch das Plättchen und treffe sonst 
nirgends auf. Wie groß ist das Drehmoment? (Vernach¬ 
lässigen Sie die Reflexion an den Oberflächen der Platte.) 

d) Die Platte sei wieder ein durchsichtiges \/2-Plättchen, doch 
sei die Oberseite versilbert, so daß das Licht durch das Plätt¬ 
chen tritt, an der Spiegelfläche reflektiert wird und wieder 
durch das Plättchen zurück geht. Wie groß ist das Dreh¬ 
moment? 

e) Die Platte sei ein durchsichtiges \/2-Plättchen. Oberhalb 
der Platte befinde sich ein fest angebrachtes (d.h. nicht an 
der Platte befestigtes) \/4-Plättchen, das an der Oberseite 
versilbert ist, so daß es das Licht wieder durch die Platte 
(d.h. durch das X/2-Plättchen) zurückreflektiert. Welches 
Drehmoment erfährt die Platte ? 

f) Wie erhalten Sie das größte Drehmoment? 

g) Angenommen, der Faden und die daran aufgehängte Platte 
haben bei einer gemeinsamen Torsionsschwingung eine 
Schwingungsdauer von 10 min. Wie würden Sie die Wirkung 
des Drehmoments in einem Experiment „vergrößern“, um 
eine vernünftige Messung zu bekommen? (Wir wollen nur 
die Idee, keine technischen Einzelheiten.) Lesen Sie nach, 
wie der Versuch von R. A. Beth (Physical Review, 50, 115 
(1936)) tatsächlich ausgeführt wurde. 

20. Polarisation durch Streuung - Heimversuch 

a) Geben Sie ein paar Tropfen Milch in ein wassergefülltes Glas 
und leuchten Sie mit einer Taschenlampe durch die Flüssig¬ 
keit. Beachten Sie dabei das von den „Milchmolekülen“ 
gestreute bläuliche Licht. Untersuchen Sie die Polarisation 
mit Ihrem Linearpolarisator, und zwar für einen Streuwin¬ 
kel von 90° (Ablenkung des Lichts um 90°) sowie für klei¬ 
ne und große Streuwinkel (um 0° bzw. um 180°). 
Anmerkung: Markieren Sie die bevorzugte Durchlaßrich¬ 
tung Ihres Linearpolarisators mit einem Stück Klebeband 
oder ähnlichem. Sie finden diese Richtung, indem Sie die 


Spiegelung von Licht betrachten, das unter ungefähr 45° 
auf Glas, einen Holz- oder Plastikboden oder auf irgendeine 
lackierte Fläche auftrifft; dieser Winkel stimmt nämlich 
ziemlich gut mit dem Brewsterschen Einfallswinkel über¬ 
ein. 

b) Verwandeln Sie einen Taschenlampenstrahl (den Sie zuvor 
mit einem Stück Pappe abgeblendet haben, so daß er klei¬ 
ner als das Polaroidfilter ist) in linear polarisiertes Licht 
und betrachten Sie in einer senkrecht auf dem Strahl ste¬ 
henden Ebene das unter verschiedenen Richtungen gestreute 
Licht (oder drehen Sie das Polaroidfilter bei der Taschen¬ 
lampe). 

c) Studieren Sie Bild 8.6 und den Bildtext dazu. Wir definie¬ 
ren den Polarisationsgrad P durch die Beziehung 

_ I(x) - I(y) 

I(x) + I(y) ’ 

dabei ist I(x) die Intensität des in der x-Richtung gestreuten 
Lichts und I(y) die Intensität des Lichts, das längs der vom 
Beobachter gesehenen Projektion von y polarisiert ist. 

Zeigen Sie, daß P mit dem Streuwinkel östreu * n Bild 8.6 
durch folgende Beziehung verknüpft ist: 

p - 1 ~ cos 2 flgtreu 
1 + cos 2 0 streu 

Beachten Sie, daß P bei einem Streuwinkel von 0° oder 
180° Null ist, während diese Größe bei einem Winkel von 
90° den Wert Eins hat. 

d) Gießen Sie noch etwas Milch hinein; der Strahl wird weiß¬ 
lich. Sehen Sie nach der Polarisation unter 90°; dort ist sie 
ja am größten. Geben Sie noch mehr Milch dazu. Erklären 
Sie, was geschieht. Glauben Sie, daß das von einer weißen 
Wolke gestreute Sonnenlicht polarisiert ist ? Stellen Sie 
das durch einen Versuch fest. 

21. Polarisation des Regenbogens - Heimversuch. Ist das Licht 
eines Regenbogens polarisiert? Als Ersatz für Regen können 
Sie auch den Sprühregen aus einem Gartensprenger verwenden. 

22. Mondlicht und Erdlicht - Heimversuch. Bei Halbmond streut 
die beleuchtete Hälfte des Mondes das Sonnenlicht um 90° in 
Ihr Auge. Man weiß, daß das Blau des Himmels für Streuung 
um 90° fast vollkommen linear polarisiert ist. Würden Sie sa¬ 
gen, daß das Licht des Halbmondes polarisiert ist ? Machen 
Sie den Versuch. Denken Sie nun nach, wie die Erde vom Mond 
aus bei „Halberde“ aussieht. Ist das Erdlicht polarisiert? 

Sie können 24 Stunden lang hinsehen, während sich die Erde 
dreht. 

Lösung: Manchmal; es kommt auf die Zeit und das Wetter an. 

Warum? 

23. Ein Strahl aus linear polarisiertem Licht treffe auf ein \/2- 
Plättchen, das mit der Winkelgeschwindigkeit co o um die Achse 
des Strahls rotiert. Beweisen Sie, daß das austretende Licht 
linear polarisiert ist und daß sich die Polarisationsrichtung mit 
2 cjo dreht. 

24. Licht einer Glühlampe - Heimversuch. Betrachten Sie eine 
Glühlampe durch ein Polaroidfilter. Ist das Licht polarisiert ? 
Bringen Sie ein Stück Cellophan (oder Ihr A/2- oder \/4-Plätt- 
chen) zwischen Glühlampe und Polaroidfilter. Ist das Licht 
jetzt polarisiert? Spiegeln Sie das Licht an einem sÜbrig glän¬ 
zenden Metall, z.B. an einem Tischmesser. Ist das reflektierte 
Licht polarisiert ? 

25. Messung des Brechungsindex mit Hilfe des Brewsterschen 
Winkels - Heimversuch. Sie brauchen eine Glühlampe (die 
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Sie vielleicht mit einem Stück Pappe mit einem Loch darin 
abdecken, um eine vernünftig kleine Lichtquelle zu erhalten), 
ein Stück Glas, einen Tisch, eine Pappschachtel oder sonst et¬ 
was, womit Sie die Stellung Ihres Auges kontrollieren, und 
ein Polaroidfilter. Legen Sie das Glasstück flach auf den Tisch 
und betrachten Sie das Spiegelbild der Glühlampe. (Sie wer¬ 
den zwei Spiegelbilder sehen; eins stammt von der Vorder- 
und das andere von der Rückseite des Glasstücks. Wenn Sie 
wollen, können Sie das von der Rückseite herrührende Spiegel¬ 
bild unterdrücken, indem Sie die Rückseite schwarz anstrei¬ 
chen.) Verändern Sie die Winkel solange, bis das Polaroidfilter 
zeigt, daß das reflektierte Licht vollständig polarisiert ist. 

Messen Sie die Entfernungen und berechnen Sie den Brechungs¬ 
index aus dem Brewsterschen Gesetz tanöß = n * Mit dieser 
groben Anordnung können Sie nur bis auf einige Grad genau 
messen, so daß Sie den Brewsterschen Winkel für Glas wahr¬ 
scheinlich kaum von dem für eine glatte Wasserfläche unter¬ 
scheiden können. 

26. Phasenbeziehungen bei der Spiegelung an Glas - Heimversuch. 
Wir versuchen nun, die im Bild 8.8 gezeigten Beziehungen zu 
verifizieren. Die Versuchsanordnung ist dieselbe wie bei 
Übung 25, nur bringen wir zwischen das am Tisch liegende 
Glasstück und die Lichtquelle ein Polaroidfilter mit seiner be¬ 
vorzugten Durchlaßrichtung im Winkel von 45° zur Horizon¬ 
talen. 

Vorschlag: Drücken Sie etwas Fensterkitt auf einen Objekt¬ 
träger und stecken Sie das Polaroidfilter mit einer Ecke in den 
Kitt. Der Objektträger kann als Glasfläche für die Reflexion 
des Lichts dienen. 

Nehmen Sie an, die bevorzugte Durchlaßrichtung des Polaroid¬ 
filters liege, vom Objektträger aus durch das erste Filter in 
Richtung der Glühlampe gesehen, in der Richtung von „rechts 
oben nach links unten“. Untersuchen Sie die Polarisation des 
reflektierten Lichts, während Sie den Einfallswinkel durch 
Verändern der Lage des Objektträgers oder der Lampe vari¬ 
ieren. Sie werden feststellen, daß die Polarisationsrichtung des 
reflektierten Lichts bei fast senkrechtem Einfall von „links oben 
nach rechts unten“ verläuft. Wenn Sie den Objektträger drehen 
und sich dabei dem Brewsterschen Winkel nähern, so bleibt 
das Licht linear polarisiert, die Polarisationsebene dreht sich 
jedoch zur Horizontalen hin. Sie wird beim Brewsterschen 
Winkel genau waagerecht und dreht sich dann beim Übergang 
vom Brewsterschen Winkel zu streifendem Einfall in derselben 
Richtung weiter, d.h. sie strebt gegen „links unten nach rechts 
oben“. Beim Übergang von senkrechtem zu streifendem Ein¬ 
fall dreht sich die Polarisationsebene also, wie im Bild 8.8 
vorhergesagt, um 90°. (Bei senkrechtem Einfall werden beide 
Komponenten gleich gut reflektiert; das ist leicht einzusehen, 
da die Komponenten ja sozusagen nicht wissen, welche von 
beiden welche ist. Daher ist der Polarisationswinkel 45°. Bei 
streifendem Einfall werden beide Komponenten fast vollstän¬ 
dig und daher gleich gut reflektiert. Daher ist der Polarisations¬ 
winkel 45°.) Es ist interessant, daß das Licht während des gan¬ 
zen Versuchs linear polarisiert bleibt. D.h., daß zwischen den 
in der Einfallsebene und den senkrecht darauf stehenden Kom¬ 
ponenten nur Phasenverschiebungen von 0° oder 180° Vor¬ 
kommen. Die einfallenden Wellen erfahren also bei der Re¬ 
flexion immer einen reinen Wirkwiderstand. Genau das aber 
erwarten wir bei der Reflexion an einem durchsichtigen Me¬ 
dium. 

27. Erhaltung des Drehimpulses - Heimversuch. Reflexion bei 
senkrechtem Einfall verwandelt rechtszirkular polarisiertes 
Licht in linkszirkular polarisiertes Licht. (Wenn Sie Ihre rechte 
Hand in einem Spiegel ansehen, so sieht sie wie eine linke 


Hand aus.) Was geschieht bei streifendem Einfall ? Wird der 
Polarisationssinn bei der Reflexion umgekehrt, oder bleibt er 
erhalten? Finden Sie die Antwort anhand von Bild 8.8. 

a) Führen Sie nun den Versuch aus. (Stellen Sie sich einen 
Zirkularpolarisator her, indem Sie ein \/4-Plättchen mit 
etwas Klebeband an einem Polarisator festkleben. Verwen¬ 
den Sie Ihren Zirkularpolarisator verkehrt herum als Ana¬ 
lysator. Stellen Sie fest, in welchem Sinn der von Ihnen her¬ 
gestellte Zirkularpolarisator das Licht im Vergleich zum 
fertigen Zirkularpolarisator aus der optischen Ausrüstung 
polarisiert.) Wie sieht Ihre Hand bei streifendem Einfall aus? 
Was bedeutet die folgende „philosophische“ Feststellung: 
„Bei Intensitätsmessungen müssen Sie Aussagen über Vor¬ 
zeichen, d.h. über Phasen, mit Vorsicht genießen!“ 

Was hat diese Feststellung damit zu tun, wie Ihre Hand in 
einem Spiegel aussieht ? 

b) Machen Sie denselben Versuch mit Linearpolarisation. 

Stellen Sie mit einem Polaroidfilter nach „rechts oben“ 
linear polarisiertes Licht her. Betrachten Sie die Reflexion 
bei streifendem Einfall. Ist das reflektierte Licht nach 
„rechts oben“ oder „rechts unten“ polarisiert? Bringen 
Sie einen Bleistift in die Stellung „rechts oben“; ist sein 
Spiegelbild nach „rechts oben“ oder nach „rechts unten“ 
gerichtet ? Was hat die oben gemachte „philosophische“ 
Feststellung damit zu tun? 

28. Phasenänderungen bei Reflexion an Metallen - Heimversuch. 
Die Versuchsanordnung ist die gleiche wie bei Übung 26. Neh¬ 
men Sie aber nun anstelle des Glasstücks ein flaches, glänzen¬ 
des Metallstück, z.B. die Klinge eines rostfreien Tisch- oder 
Küchenmessers oder sonst irgendeinen verchromten oder ver¬ 
silberten Gegenstand. (Verwenden Sie keinen gewöhnlichen 
Spiegel, d.h. kein an der Rückseite verspiegeltes Stück Glas; 
damit funktioniert es nicht.) Sie brauchen zwei Polaroidfilter 
und ein \/4-Plättchen. Überzeugen Sie sich zunächst davon, 
daß parallel bzw. senkrecht (in Bezug auf die Einfallsebene) 
linear polarisiertes Licht seine Polarisation bei Reflexion bei¬ 
behält. (Das entspricht der Wirkung eines Phasenverschiebungs¬ 
plättchens auf linear polarisiertes Licht, das parallel bzw. senk¬ 
recht zur optischen Achse polarisiert ist; die Polarisation bleibt 
unverändert.) Als nächstes polarisieren Sie das einfallende 
Licht linear im Winkel von 45° zur Einfallsebene. Stellen Sie 
den Einfallswinkel so ein, daß sich die Glühlampe 30 cm über 
dem Tisch befindet und das Messer ungefähr 1 m von der Lampe 
entfernt ist. Untersuchen Sie nun das reflektierte Licht mit 
Ihrem Polaroidfdter und dem \/4-Plättchen (oder indem Sie 
Ihren Zirkularpolarisator verkehrt herum als Analysator, mit 
oder ohne \/2-Plättchen, verwenden). Sie werden feststellen, 
daß das Licht elliptisch polarisiert ist. Durch Verändern des 
Einfallswinkels finden Sie eine Stelle, an der das reflektierte 
Licht fast vollständig zirkular polarisiert ist. Wenn Sie nun das 
als Polarisator verwendete Polaroidfilter um fünf bis zehn Grad 
vom 45°-Winkel wegkippen, indem Sie die bevorzugte Durch¬ 
laßrichtung zur Vertikalen hin neigen und so die Parallelkom¬ 
ponente etwas vergrößern, so können Sie vollkommen zirkular 
polarisiertes Licht erhalten. (Das leichte Neigen ist als Aus¬ 
gleich notwendig, weil die Parallelkomponente nicht so voll¬ 
kommen reflektiert wird wie die Senkrechtkomponente.) 

Dreht man das Polaroidfilter mit seiner bevorzugten Durchlaß¬ 
richtung von „rechts oben“ nach „links oben“, so wird der 
Polarisationssinn des reflektierten Lichts umgekehrt. 

Für diese Erscheinung gibt es folgende qualitative Erklärung. 

Das Metall ist ein reaktives Medium. Die beiden Polarisations¬ 
komponenten des einfallenden Lichts werden fast vollständig 
reflektiert. Die dabei auftretende Phasenverschiebung entspricht 
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derjenigen Zeit, die die Felder benötigen, um (im Durchschnitt) 
ungefähr eine Eindringtiefe weit in das reaktive Medium ein¬ 
zudringen, umzudrehen und wieder herauszukommen. Aus 
folgendem Grund haben die Parallel- und die Senkrechtkompo¬ 
nente nicht beide dieselbe Phasenverschiebung. Die Senkrecht¬ 
komponente liegt parallel zur Oberfläche; die Elektronen kön¬ 
nen sich parallel zur Oberfläche frei bewegen; sie bewegen sich 
damit so, daß sie die einfallende Strahlung auslöschen. Die 
zeitliche Verzögerung sowie die Phasenverschiebung werden 
durch die Trägheit der Elektronen hervorgerufen. Daher erfährt 
die Senkrechtkomponente wegen dieser Verzögerung eine be¬ 
stimmte Phasenverschiebung. Und nun zur Parallelkomponente. 
Bei annähernd senkrechtem Einfall ist sie fast parallel zur Ober¬ 
fläche und verhält sich daher so wie die Senkrechtkomponente. 
Sie erfährt daher auch dieselbe Phasenverschiebung. Bei Re¬ 
flexion erhalten beide Komponenten zusätzlich zu der beim 
Eindringen erfahrenen Phasenverschiebung ein negatives Vor¬ 
zeichen. Daher dreht sich eine beim Einfall (bei Betrachtung 
in Richtung vom reflektierenden Metall zur Glühlampe) nach 
„rechts oben“ weisende Polarisationsrichtung beider Reflexion 
nach „links oben“. Nehmen wir jedoch nun an, es liege kein 
fast senkrechter Einfall vor. Dann ist die Parallekomponente 
des elektrischen Feldes auch nicht parallel zur Oberfläche. Wir 
können sie daher wieder in je eine Komponente parallel und 
senkrecht zur Oberfläche zerlegen. Die zur Oberfläche parallele 
Komponente verhält sich weiter normal und erfährt, wie oben 
beschrieben, eine Phasenverschiebung. Die senkrecht auf der 
Oberfläche stehende Komponente verhält sich jedoch ganz 
anders; die Ladungen können sich senkrecht zur Oberfläche 
nicht frei bewegen. In der Oberfläche sammelt sich eine Flä¬ 
chenladung an, und die Ladungsträger kommen sehr rasch 
zum Stillstand. Die durch die sich parallel zur Oberfläche be¬ 
wegenden Elektronen hervorgerufene Verzögerung wirkt sich 
nicht aus, da die Bewegung der Elektronen zu geringfügig ist. 
Daher wird dieser Anteil der Parallekomponente mit vernach¬ 
lässigbarer Verzögerung reflektiert. 

Um die Erklärung jedoch zu vervollständigen, müssen wir die 
Phasenverschiebung jeder Komponente berechnen und ihre 
Abhängigkeit vom Einfallswinkel kennen. Das ist schwierig. 

29. Optische Aktivität. Angenommen, Sie schicken linear pola¬ 
risiertes Licht durch eine / cm dicke Schicht von Zuckerlö¬ 
sung 1:1 und stellen fest, daß rotes Licht für / = 5 cm um 45° 
gedreht wird. Lassen Sie das Licht nach dem Durchgang durch 
die Lösung an einem Spiegel reflektieren, so daß es wieder zu¬ 
rück durch die Lösung geht; die gesamte Länge ist dann 10cm. 
(Machen Sie bei der Ausführung des Versuchs den Reflexions¬ 
winkel nicht ganz genau gleich 180°; betrachten Sie das „Bild 
der Lampe“ sowohl durch die Lösung als auch durch „das 
Bild der Lösung“. Als Kontrolle können Sie durch das „Bild 
der Lösung“ allein blicken, indem Sie Ihren Kopf zur Seite 
neigen.) 

Frage: Ist der Winkel zwischen der Polarisationsrichtung nach 
den beiden Durchgängen und der ursprünglichen Polarisations¬ 
richtung 0° oder 90° ? 

30. Auffinden der schnellen Achse Ihres -Plättchens - Heim¬ 
versuch. Angenommen, Sie wissen, daß Ihr Zirkularpolarisator 
linkszirkular polarisiertes Licht (nach der in der Optik üblichen 
Vereinbarung, bzw. rechtszirkular polarisiertes Licht nach der 
für den Drehimpuls üblichen Vereinbarung) erzeugt. Stellen 
Sie fest, in welcher Richtung die schnelle Achse Ihres \/4-Plätt¬ 
chens liegt. (Markieren Sie diese Achse dann durch eine Kerbe, 
mit etwas Klebeband oder sonst irgendwie.) 


31. Die effektive Federkonstante für Plastikfolien-Moleküle - 
Heimversuch. Dehnen Sie ein Stück durchsichtige Plastikfolie 
und legen Sie es unter ein Polaroidfilter im Winkel von 45° 

zu dessen bevorzugter Durchlaßrichtung. Dehnen Sie die Folie 
aber nicht zu stark - die relative Phasenverschiebung soll nicht 
größer als n/2 werden. Bestimmen Sie nun den Polarisations¬ 
sinn des elliptisch polarisierten Lichts. Zu diesem Zweck kön¬ 
nen Sie Ihren Zirkularpolarisator und das \/2-Plättchen be¬ 
nutzen. Wenn Sie den Polarisationssinn kennen, so wissen Sie 
auch, ob die Dehnungsrichtung die langsame oder die schnelle 
Achse ist. Nehmen Sie nun an, die Moleküle wurden durch die 
Dehnung der Folie längs der Dehnungsrichtung ausgerichtet. 

Sie können sich nun überlegen, ob der Brechungsindex in der 
Längsrichtung der Moleküle größer oder kleiner ist. Großer 
Brechungsindex bedeutet große Dielektrizitätskonstante und 
somit große molekulare Polarisierbarkeit, was wiederum kleine 
effektive Federkonstante bedeutet, solange die Frequenz des 
Lichts kleiner als die effektive Eigenfrequenz der Elektronen 
im Molekül ist. Für sichtbares Licht und Glas trifft das zu. (Wir 
können annehmen, daß es auch in unserem Fall gilt.) Wenn 
also die Dehnungsachse (z.B.) die langsame Achse ist, so be¬ 
deutet das, daß die effektive Federkonstante für Schwingungen 
in der Längsrichtung des Moleküls kleiner als für Schwingungen 
in der Querrichtung ist. Was liefert das Experiment? 

32. Kalkspat (Calcitkristall) - Heimversuch. Besorgen Sie sich 
einen schönen großen Kalkspatkristall (ungefähr 2,5 cm dick). 
(Sie bekommen ihn in jeder Mineralienhandlung.) Machen Sie 
mit Bleistift einen schwarzen Punkt auf ein Stück Papier, legen 
Sie den Kristall darauf und betrachten Sie den Punkt durch 
den Kristall; Sie werden zwei Punkte sehen. Betrachten Sie 
nun diese beiden Punkte durch einen Linearpolarisator: sie 
sind beide vollkommen linear polarisiert! Drehen Sie den Kri¬ 
stall um eine senkrechte Achse und betrachten Sie dabei die 
Punkte. Einer rotiert, der andere nicht! Der E-Vektor des 
vom außerordentlichen Punkt kommenden Lichts liegt in der 
Richtung der optischen Achse. Diese bewegt sich, somit auch 
der Punkt. Benutzen Sie nun beide Augen und Ihr räumliches 
Sehvermögen und versuchen Sie festzustellen, welcher der bei¬ 
den Punkte näher bei Ihnen ist. Überzeugen Sie sich mit Hilfe 
einer Glasplatte oder mit einer Skizze (oder mit einer Schicht 
Wasser, z.B. einem Aquarium) davon, daß Gegenstände näher 
zu sein scheinen, wenn sie durch ein Material mit n > 1 betrach¬ 
tet werden. Ist der ordentliche oder der außerordentliche Punkt 
näher, für welchen Strahl herrscht also der größere Brechungs¬ 
index? Stimmt Ihr Versuchsergebnis mit den in Tabelle 8.1 
(Abschnitt 8.4) angegebenen Werten der Brechungsindizes 
überein? Benutzen Sie einen Bleistift als räumliche Markie¬ 
rung und blicken Sie bei senkrechtem Einfall daraufhinunter; 
überzeugen Sie sich davon, daß der ordentliche Punkt seitlich 
nicht verschoben ist. Der ordentliche Strahl ist also derjenige, 
der senkrecht zur Oberfläche eintritt, im Kristall ebenfalls 
senkrecht zur Oberfläche verläuft und wieder senkrecht zur 
Oberfläche austritt. Der außerordentliche Strahl verläuft nicht 
senkrecht zur Oberfläche! Zeigen Sie mit Hilfe der Zeitum¬ 
kehr, daß ein außerordentlicher Strahl, der vom reellen Punkt 
ausgeht und senkrecht auf der Oberfläche auftrifft, den Kristall 
senkrecht zur Oberfläche verlassen muß, auch wenn er im 
Kristall selbst schräg verläuft. (Ober- und Unterseite des Kri¬ 
stalls sind bei jeder Lage des Kristalls auf dem Stück Papier 
zueinander parallel.) Neigt sich der außerordentliche Strahl 

so, daß er sich der Parallelen zur optischen Achse nähert, oder 
nimmt er stärker eine dazu senkrechte Richtung an? (Denken 
Sie an die Brechungsindizes.) Physikalisch läßt sich die Ablen¬ 
kung des außerordentlichen Strahls folgendermaßen erklären: 
Zerlegen Sie den E-Vektor des einfallenden außerordentlichen 
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8. Polarisation 


Strahls in eine Komponente in Richtung der optischen Achse 
und in eine Komponente senkrecht dazu. Die Brechungsindizes 
fiir E sind in diesen beiden Richtungen verschieden, somit ist 
auch die Polarisation unterschiedlich. Auch die Schwingungs¬ 
amplitude der angestoßenen Elektronen ist verschieden, so 
daß sie nicht gleich stark strahlen (bzw. die durch die beiden 
Komponenten der Bewegung hervorgerufenen Strahlungsan¬ 
teile sind nicht gleich stark). Wenn Sie die durch die beiden 
Komponenten der Elektronenbewegung erzeugten Strahlungs¬ 
felder miteinander überlagern, so erhalten Sie eine „schräg“ 
laufende Welle. Sie brauchen sich jetzt bloß noch klarzumachen, 
wohin der Strahl schräg verläuft. Stimmt das Ergebnis mit 
Ihrer Beobachtung überein ? 

33. Seefahrt bei den Wikingern. In hohen Breiten (oberhalb des 
Polarkreises) ist der Magnetkompaß unverläßlich. Auch die 
Sonne kann für die Orientierung häufig nicht herangezogen 
werden; sie ist vielleicht gerade hinter dem Horizont, und das 
sogar zu Mittag! Die Piloten benutzen dann oft den sogenann¬ 
ten „Zwielichtkompaß“; damit kann man nämlich die Position 
der Sonne auch unterhalb des Horizonts aus der Änderung der 
Polarisation des Blau des Himmels in Abhängigkeit von der 
Beobachtungsrichtung bestimmen. Der Kompaß enthält ein 
Stück Polaroid. Einige natürlich vorkommende Kristalle be¬ 
sitzen ähnliche Eigenschaften wie Polaroid; Beispiele dafür 
sind Turmalin oder Cordierit. Betrachtet man linear polarisier¬ 
tes Licht durch einen Cordieritkristall, so erscheint der Kristall 
durchsichtig und farblos (mit einem Stich ins Gelbliche), so¬ 
fern die Polarisationsrichtung mit der bevorzugten Durchlaß¬ 
richtung des Kristalls zusammenfällt; steht die Polarisations¬ 
richtung senkrecht auf dieser Richtung, so erscheint der Kri¬ 
stall dunkelblau. Man bezeichnet solche Stoffe als „dichroitisch“. 
Als die Wikinger im neunten Jahrhundert ihre Seefahrten un¬ 
ternahmen, hatten sie weder Magnetkompaß noch Polaroid als 
Navigationshilfe. Bei Nacht richteten sie sich nach den Sternen, 
bei Tag nach der Sonne, wenn diese nicht gerade durch Wolken 
verdeckt war. Die alten Nordischen Sagen berichten, daß sich 
die zur See fahrenden Wikinger mit Hüfe von magischen 
„Sonnensteinen“ auch dann nach der Sonne orientieren konnten, 
wenn die Sonne hinter Wolken verborgen war. Was jedoch diese 
„Sonnensteine“ wirklich waren, war lange Zeit ein Rätsel. 

Dieses Rätsel wurde wahrscheinlich von einem dänischen 
Archäologen, der über die Wikinger Bescheid wußte, und von 
einem zehnjährigen Knaben, der den Zwielichtkompaß kannte, 
gelöst (der Vater des Knaben war Chefpilot bei Scandinavian 
Airlines System). Der Achäologe Thorkild Ramskou hatte in 
einer archäologischen Zeitschrift folgendes geschrieben: „... es 
scheint jedoch möglich, daß es sich dabei um ein Instrument 
handelte, das auch bei Bewölkung den Stand der Sonne an- 
zeigen konnte.“ Der Knabe las das; ihm kam vor, als könnte 
es sich dabei um einen Zwielichtkompaß gehandelt haben. 

Der Vater des Knaben, Jörgen Jemen , teilte diese Beobachtung 
Ramskou mit. Ramskou und der Juwelier des Dänischen 
Königshofes sammelten und untersuchten verschiedene in 
Skandinavien gefundene dichroitische Kristalle. Cordierit er¬ 
wies sich dabei als der beste „Sonnenstein“. Ramskou konnte 
damit die Position der Sonne auf ± 2^ ° genau bestimmen und 
bis 7° hinter den Horizont verfolgen. 

Unsere Frage ist nun folgende: Einem im Magazin Time vom 
14. Juli 1967 auf S. 58 erschienenen Artikel zufolge berichten 
die alten Nordischen Sagen, daß die Sonne mit Hilfe der ma¬ 
gischen „Sonnensteine“ immer und bei jedem Wetter geortet 
werden konnte. Glauben Sie das ? Geben Sie eine Erklärung. 


34. Ein „Projektionsoperator“ für Polarisation. Bringt man ein 
Stück linear polarisierendes Polaroid, dessen bevorzugte Durch¬ 
laßrichtung in der x-Richtung liegt, in einen Lichtstrahl, der 
sich aus einer Mischung von allen möglichen Polarisationsrich¬ 
tungen zusammensetzt, so absorbiert das Polaroidfilter alles 
Licht, das nicht längs x linear polarisiert ist. An der Rückseite 
dieses Polarisators tritt Licht aus, das in der x-Richtung linear 
polarisiert ist. Wir nennen dieses Polaroidfilter einen „Projek¬ 
tionsoperator“. Er „projiziert“ das in x-Richtung polarisierte 
Licht ohne Verlust (wenn man von kleinen Reflexionen ab¬ 
sieht) und gibt es an seiner Rückseite ab. Es ist zu beachten, 
daß man diesen „x-Projektionsoperator“ auch verkehrt herum 
verwenden kann, d.h. es ist gleichgültig, welche Seite des Po¬ 
laroidfilters man als Vorderseite (bzw. Eintrittsende) nimmt. 
Betrachten wir nun einen Zirkularpolarisator; dieser besteht 
aus einem Linearpolarisator (Vorderseite) und einem daran¬ 
geklebten \/4 -Plättchen, dessen optische Achse mit der bevor¬ 
zugten Durchlaßrichtung des Polaroidfilters einen Winkel von 
45 einschließt. Dieser Polarisator erzeugt (z.B.) rechtszirkular 
polarisiertes Licht, absorbiert aber die Hälfte von auftreffen¬ 
dem rechtszirkular polarisiertem Licht. Verwendet man ihn 
verkehrt herum, so läßt er einfallendes rechtszirkular polarisier¬ 
tes Licht durch und absorbiert linkszirkular polarisiertes Licht. 
Wenn er aber rechtszirkular polarisiertes Licht durchläßt, das 
auf der Seite des \/4-Plättchens einfällt, so gibt er es auf der 
Seite des Polaroids als linear polarisiertes Licht ab. Er ist also 
nicht das, was wir als Projektionsoperator für Polarisation be¬ 
zeichnen. Ihre Aufgabe besteht nun in folgendem: Ersinnen 
Sie Projektionsoperatoren für Zirkularpolarisation, und zwar 
einen für rechts- und einen für linkszirkular polarisiertes Licht. 
Der Projektionsoperator für rechtszirkulare Polarisation muß 
einfallendes rechtszirkular polarisiertes Licht ohne Verlust 
(abgesehen von geringfügigen Reflexionen) durchlassen und 
wieder als rechtszirkular polarisiertes Licht abgeben. Er muß 
linkszirkular polarisiertes Licht absorbieren. 

Frage: Ist Ihr Projektionsoperator für Zirkularpolarisiation 
reversibel? Ist es gleichgültig, welche Seite Sie als Vorderseite 
benutzen? 

35. Unterdrückung der Blendwirkung - Heimversuch . Angenom¬ 
men, Sie wollen etwas mit einer Taschenlampe durch ein Glas¬ 
fenster hindurch beleuchten. Wie können Sie das lästige Blen¬ 
den, das durch die Reflexion des Lichts am Glas auftritt, un¬ 
terdrücken? Nehmen Sie ferner an, Sie wollen bei Nacht 
durch Regen hindurch einen Gegenstand sehen und richten 
dazu den Strahl Ihrer Taschenlampe darauf. Können Sie mit 
demselben Trick, mit dem Sie das Blenden am Fensterglas 
unterdrückt haben, auch das von den Regentropfen reflektierte 
Licht unterdrücken? Angenommen, Sie verwenden anstelle 
von Licht 10-cm-Mikrowellen, die von ein und demselben 
Antennensystem abgestrahlt und wieder aufgefangen werden, 
also Radar. Wie müssen Sie die Phasenbeziehungen in den bei¬ 
den längs x und y gerichteten Antennen wählen, um die Blend¬ 
wirkung der Regentropfen zu unterdrücken? 

36. Farben in farblosem Kunststoff- Heimversuch. Nehmen Sie 
ein Stück durchsichtigen Kunststoff mit glatten Flächen - z.B. 
eine Plastikschüssel für den Kühlschrank oder sonst irgendein 
Gefäß. Betrachten Sie das Spiegelbild des Himmels bei einem 
Einfallswinkel von ca. 45°. Sehen Sie Farben? (Legen Sie ein 
dunkles Tuch oder Papier unter, um den Hintergrund zu 
schwächen.) Verstärken Sie den Effekt noch, indem Sie sich 
ein Polaroidfilter vor Ihr Auge halten. Erklären Sie, woher 

die Farben kommen. 



9. Interferenz und Beugung 


9.1. Einleitung 

Bis jetzt waren unsere Untersuchungen im wesent¬ 
lichen auf eindimensionale Probleme beschränkt, d.h., 
eine von irgendeinem Punkt ausgehende Welle konnte 
nur auf einem einzigen Weg an einen anderen Ort gelan¬ 
gen. Nun werden wir uns aber mit Situationen beschäf¬ 
tigen, bei denen die Welle verschiedene Wege von ihrem 
Ausgangspunkt zum Detektor nehmen kann. Solche 
Situationen führen zu den sogenannten Interferenz - 
oder Beugungserscheinungen - das Ergebnis einer Ver¬ 
stärkung bzw. Auslöschung durch Überlagerung von 
Wellen verschiedener Phase in Abhängigkeit vom Aus¬ 
breitungsweg. 

Im Abschnitt 9.2 behandeln wir die am Ort des Be¬ 
obachters (Detektors) festgestellte Überlagerung von 
Wellen, die von zwei punktförmigen Quellen gleicher 
Frequenz und konstanter Phasenbeziehung ausgesandt 
werden. Beispiele dafür sind Wasserwellen, die von zwei 
leicht bewegten Schraubenköpfen an der Oberfläche 
einer wassergefüllten Schüssel ausgehen, oder Licht, das 
von den elektrischen Strömen in den Kanten zweier von 
einem leuchtenden Punkt oder einer leuchtenden Linie 
angestrahlten Spalte ausgesandt wird (Übung 18), oder 
Schallwellen von zwei Lautsprechern, die von ein und 
demselben Hörfrequenzgenerator gespeist werden. 

Im Abschnitt 9.3 behandeln wir die Interferenz zwi¬ 
schen zwei „unabhängigen“ Quellen, d.h., zwischen zwei 
Quellen, deren Phasen in keiner festen Beziehung zuein¬ 
ander stehen. Wir werden finden, daß das Interferenz¬ 
muster nur während Zeiten der Größenordnung (Az;) -1 
konstant ist; Av ist dabei die Bandbreite der Quellen. 
Durch genügend schnelle Messung läßt sich jedoch das 
Interferenzmuster bestimmen. 

Im Abschnitt 9.4 wird beschrieben, wie groß eine aus 
unabhängig strahlenden Teilen bestehende Quelle sein 
darf, damit sie sich noch wie eine punktförmige Qublle 
verhält, wenn der Detektor über lange Zeiten (d.h. lang 
gegen (Az;) -1 ) mittelt. Das Ergebnis läßt sich in einem 
einfachen Heimversuch verifizieren (Übung 20). Ein 
weiterer Heimversuch (Übung 21) zeigt die Kohärenz 
an einem Lloydschen Spiegel. 

Im Abschnitt 9.5 bringen wir eine grobe Ableitung des 
Ergebnisses, daß ein Strahl der Breite D um seine vorwie¬ 
gende Ausbreitungsrichtung um einen Winkel (die „Brei¬ 
te“) der Größenordnung A 0 « X/D divergiert. Mathema¬ 
tisch (durch die Theorie der Fourier Analyse) ist diese 
Tatsache auch damit verwandt, daß ein Impuls der Länge 
At ein Frequenzspektrum der Größenordnung (At) -1 
hat. 

Im Abschnitt 9.6 benutzen wir eine von Huygens er¬ 
sonnene Anordnung, um das Interferenzmuster eines 
Einzelspalts bzw. mehrerer Spalte zu erhalten. Dabei 


werden wir besonders auf optische und elektromagneti¬ 
sche Erscheinungen eingehen. Es sind auch einige Heim¬ 
versuche mit Beugungsgittern und verschiedenen Beu- 
gungsmustem angegeben. Wir empfehlen hier dem Stu¬ 
dierenden dringend, sich für diese Versuche eine klare 
Glühlampe mit einem einzigen, geraden, ca. 7,5 cm lan¬ 
gen Glühfaden zu beschaffen. In den meisten Versuchen 
wird eine solche Lampe als „leuchtende Linie“ gebraucht. 

Im Abschnitt 9.7 beschäftigen wir uns mit der soge¬ 
nannten „geometrischen“ Optik. Zuerst leiten wir das 
Reflexionsgesetz und das Snelliussche Brechungsgesetz 
aus den Welleneigenschaften des Lichts ab. Danach be¬ 
handeln wir verschiedene Spiegel, Prismen und dünne 
Linsen. 

9.2. Interferenz zwischen zwei kohärenten, 
punktförmigen Quellen 

Kohärente Quellen. Am einfachsten sind die Inter¬ 
ferenzverhältnisse bei zwei gleichartigen Quellen, die sich 
an zwei verschiedenen Punkten befinden und die beide 
harmonische, laufende Wellen der gleichen Frequenz in 
ein unbegrenztes, homogenes Medium hinaussenden. 
Haben beide Quellen eine genau definierte Frequenz 
(und nicht eine vorherrschende Frequenz und eine end¬ 
liche Bandbreite), so ändert sich der Phasenunterschied 
zwischen den beiden Quellen (d.h. die Differenz zwi¬ 
schen ihren Phasenkonstanten) mit der Zeit nicht und 
die beiden Quellen heißen relativ kohärent oder einfach 
kohärent . (Sie sind auch dann noch „kohärent“, wenn 
beide unterschiedliche Frequenzen aussenden, sofern nur 
jede monochromatisch ist, da ihre relative Phase dann zu 
jeder Zeit genau bestimmt ist.) Sind die Quellen „unab¬ 
hängig“ und haben beide dieselbe vorherrschende Fre¬ 
quenz und die endliche Bandbreite Av , so bleibt ihr Pha¬ 
senunterschied nur während Zeiten der Größenordnung 
(Av)' 1 konstant. Andererseits können zwei Quellen mit¬ 
einander „starr“ in Phase sein, weü beide von derselben 
Kraft erregt werden. Obwohl sich dabei die Phasenkon¬ 
stante jeder Quelle während der Zeit (Az;) -1 (Az; ist die 
Bandbreite der gemeinsamen erregenden Kraft) unkon¬ 
trollierbar um einen Winkel der Größenordnung 2n ver¬ 
schiebt, bleibt der relative Phasenunterschied der beiden 
Quellen konstant. Man sagt dann, die Quellen seien ko¬ 
härent, obwohl sie nicht monochromatisch sind. 

Zwei kohärente Quellen für Wellen sind beispielsweise 
zwei Stäbe, die die Oberfläche eines Gewässers berühren. 
Werden beide Stäbe in gleicher Weise zu Vertikalschwin¬ 
gungen angeregt, so erzeugen sie an der Wasseroberfläche 
Kapillarwellen. Der Phasenunterschied der Stäbe ist kon¬ 
stant, da beide von einer gemeinsamen Quelle erregt wer¬ 
den. Ein weiteres Beispiel für zwei kohärente Quellen sind 
zwei gleichartige Antennen, die von ein und demselben 
Schwingungsgenerator mit konstantem Phasenunterschied 
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Bild 9.1. Zwei kohärente Lichtquellen. 
Die Ströme in den Kanten der Spalte 1 
und 2 werden von den von der punkt¬ 
förmigen Quelle Sq kommenden Wellen 
erregt. Die Phasenkonstante von S 0 kann 
sich plötzlich ändern, der Phasenunter¬ 
schied der Ströme an den Spalten bleibt 
jedoch gleich. 


erregt werden. Dieser Phasenunterschied der beiden 
Antennenströme bleibt konstant, auch wenn der 
Generator nicht vollkommen monochromatische Schwin¬ 
gungen erzeugt. Ein Beispiel für zwei kohärente Quellen 
sichtbaren Lichts sind zwei kleine Löcher oder parallele 
Spalte in einem dunklen, undurchsichtigen Schirm, der 
einseitig von einer entfernten punktförmigen Lichtquelle 
beleuchtet wird. Das elektrische Feld der von der punkt¬ 
förmigen Quelle ausgehenden elektromagnetischen Strah¬ 
lung (Licht) induziert in den Kanten der Spalte Ströme. 
Die beiden Spälte werden dann als kohärente Licht¬ 
quellen bezeichnet (Bild 9.1). 

Verstärkung und Auslöschung durch Interferenz. An 
einigen Punkten des Detektors treffen Wellenberge (bzw. 
-täler) von beiden Quellen stets gleichzeitig ein. Man 
nennt den Bereich um einen solchen Punkt einen Bereich 
der Verstärkung durch Interferenz oder ein Interferenz¬ 
maximum. An anderen Punkten wiederum trifft ein 
Wellenberg von der einen Quelle stets auf ein Wellental 
von der anderen Quelle; dort liegt dann Auslöschung 
durch Interferenz oder ein Interferenzminimum vor. Da 
die beiden Quellen (laut Annahme) in konstanter Phasen¬ 
beziehung stehen, bleibt ein Bereich, in dem zu einem 
bestimmten Zeitpunkt Verstärkung herrscht, immer ein 
Verstärkungsbereich. Ebenso bleibt ein Auslöschungs¬ 
bereich stets ein Auslöschungsbereich. 

Interferenzmuster. Das von den verschiedenen Inter- 
ferenzmaxima und -minima gebildete Muster heißt Inter¬ 
ferenzmuster. Im Sinn der obigen Aussagen ist dieses In¬ 
terferenzmuster stationär, obwohl es von laufenden Wel¬ 
len erzeugt wird. Beachten Sie, daß der Phasenunterschied 


zwischen den Antennenströmen auch dann konstant 
bleibt, wenn der die beiden Antennen speisende Generator 
zuerst abgeschaltet und dann mit einer neuen Phasenkon¬ 
stante wieder eingeschaltet wird. Ebenso bleibt der Pha¬ 
senwinkel zwischen den Strömen an den beiden Spalten 
konstant, auch wenn die punktförmige Quelle, die diese 
Spalte anstrahlt, ab- und angeschaltet wird. Das Inter¬ 
ferenzmuster bleibt stets unverändert. Bewegt sich jedoch 
die punktförmige Quelle so, daß sich ihre Abstände von 
den beiden Spalten um verschiedene Beträge ändern, so 
ändert sich der relative Phasenwinkel zwischen den indu¬ 
zierten Strömen; damit ändert sich auch die Lage der 
Interferenzmaxima und -minima, d.h. das ganze Inter¬ 
ferenzmuster ändert sich. Ebenso ändert sich das Inter¬ 
ferenzmuster, wenn wir zwischen dem Schwingungs¬ 
generator und einer der Antennen ein „Verzögerungs¬ 
kabel“ einschalten, so daß sich der relative Phasenwinkel 
zwischen den Antennenströmen ändert. 

Nahfeld und Femfeld. In den meisten von uns betrach¬ 
teten Fällen ist der Abstand des Detektors von den bei¬ 
den Quellen groß im Vergleich zum Abstand der beiden 
Quellen voneinander. Man sagt dann: Der Detektor be¬ 
findet sich im Fernfeld der Quellen. Gewöhnlich betrach¬ 
ten wir das Femfeld, da wir dann einfache geometrische 
Näherungsannahmen machen können. Bezüglich der Ab¬ 
hängigkeit der Wellenamplitude von der Entfernung 
können wir dann sagen, daß die beiden Quellen im we¬ 
sentlichen gleich weit vom Detektor entfernt sind. Dazu 
tragen laufende Wellen von beiden Quellen mit im wesent¬ 
lichen gleich großen Amplituden bei (vorausgesetzt, daß 
es sich um gleichartige Quellen handelt). 
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Die Zeitabhängigkeit der Gesamt-Wellenfunktion an 
einem gegebenen Beobachtungspunkt (auch Feldpunkt 
oder Aufpunkt P genannt) ist daher durch die Überlage¬ 
rung zweier harmonischer Schwingungen gleicher Fre¬ 
quenz und gleicher Amplitude, aber (im allgemeinen) 
unterschiedlicher Phase, gegeben. Die beiden Phasen¬ 
konstanten (in einem gegebenen Aufpunkt) hängen von 
den Phasenkonstanten der beiden Schwingungsquellen 
und von der jeweiligen Anzahl der Wellenlängen zwischen 
dem Aufpunkt und den Quellen ab. Sind die Abstände 
der beiden Quellen vom Aufpunkt P gleich groß oder un¬ 
terscheiden sie sich um ein ganzzahliges Vielfaches einer 
Wellenlänge, und schwingen die Quellen außerdem noch 
phasengleich, so befindet sich in P ein Interferenzmaxi¬ 
mum. Die Amplitude der harmonischen Schwingung an 
diesem Punkt ist dann doppelt so groß, als wenn nur eine 
der beiden Quellen allein vorhanden wäre. (Schwingen 
sie mit einer Phasenverschiebung von 180°, so befindet 
sich in P ein Interferenzminimum mit der Amplitude 
Null.) Ist die eine Quelle um \ X (plus einer beliebigen 
Anzahl ganzer Wellenlängen) weiter von P entfernt als 
die andere, und schwingen beide Quellen phasengleich, 
so befindet sich bei P ein Interferenzminimum mit der 
Amplitude Null. Die Näherung besteht darin, daß die 
Amplituden der einzelnen Beiträge von den beiden Quel¬ 
len genau gleich gesetzt werden, obwohl die Abstände 
der beiden Quellen vom Aufpunkt im allgemeinen leicht 
verschieden sind und die Amplituden mit der Entfernung 
abnehmen. Die Amplitude in einem Interferenzminimum 
ist daher im allgemeinen nicht exakt Null. 

Eine zweite, wichtige Vereinfachung, die sich auf das 
Fernfeld anwenden läßt, ist die Annahme, daß die Rich¬ 
tung von der Quelle 1 zum Aufpunkt P parallel zur Rich¬ 
tung von der Quelle 2 nach P ist. Diese Näherung werden 
wir bei der Berechnung des Interferenzmusters zweier 
punktförmiger Quellen benutzen. Wir bringen nun ein 
näherungsweise gültiges Kriterium, das angibt, wann die 
Femfeld-Näherung berechtigt ist. Dazu betrachten wir 
einen Aufpunkt P, dessen von der Quelle 1 aus gezogener 
Radiusvektor senkrecht auf der Verbindungslinie der 
Quellen 1 und 2 steht (Bild 9.2). Die Femfeldnäherung 
ist gerechtfertigt, wenn wir den von der Quelle 2 nach P 


gezogenen Radiusvektor als parallel zu dem von der 
Quelle 1 nach P gezogenen Radiusvektor betrachten 
können. Dann kann man nämlich annehmen, daß der 
relative Phasenwinkel zwischen den beiden Beiträgen zur 
Welle in P im wesentlichen gleich dem relativen Phasen¬ 
winkel zwischen den beiden Quellen ist (bei einer Anord¬ 
nung wie in Bild 9.2). Diese Näherung verliert jedoch ihre 
Gültigkeit, wenn die Entfernung L 2 p um eine halbe Wel¬ 
lenlänge (oder mehr) größer als die Distanz L lP ist, da 
sich dann die beiden Wellenanteile in P um einen Phasen¬ 
winkel von 180° (oder mehr) unterscheiden (voraus¬ 
gesetzt, die beiden Quellen sind in Phase). 

„Grenze“ zwischen Nah- und Femfeld. Wir definieren 
grob eine Art „Grenzabstand“ L 0 zwischen den Quellen 
und dem Aufpunkt derart, daß die Fernfeldnäherung gut 
ist, wenn L 1P und L 2P sehr groß gegen L 0 sind. Dann ist 
L 0 also eine grobe Grenze zwischen dem Nah- und Fern¬ 
feld. Die natürliche Wahl für den Grenzabstand L 0 ist 
eine Entfernung L 1P , in der L 2P um genau eine halbe 
Wellenlänge größer als L 1P ist. Einen Näherungsausdruck 
für diese ungefähre Grenze erhalten wir wie folgt: 

Nach Bild 9.2 ist (exakt) 

L 2P = L 2 P + d 2 , 
d.h. 

L 2P - L 2 P = (L 2P - L 1P )(L 2P + L 1P ) = d 2 . 


Im hier interessierenden Fall sind aber L 2P und L 1P nahe¬ 
zu gleich groß und im wesentlichen gleich L 0 , da L 2P um 
- X größer ist als L 1P : 

d 2 = (L 2P - L 1P )(L 2P + L 1P ) (^Ä)(L 0 + L 0 ). 

Grob können wir also sagen, daß die Fernfeldnäherung 
dann gerechtfertigt ist, wenn der Abstand des Aufpunkts 
von den Quellen viel größer als L 0 ist. Dabei genügt L 0 
der Beziehung 


L 0 X « d 2 . 


(9.1) 


Verwendung einer Sammellinse zur Erzeugung eines 
Femfeld-Interferenzmusters. Sie werden Gelegenheit ha¬ 
ben, das Interferenzmuster zweier Spalte mit sichtbarem 


Bild 9.2. Das Fernfeld. Der Detektor 
im Punkt P befindet sich im Fernfeld 
der beiden Quellen, wenn sich die 
Strecke L 2P bei der gezeigten Anord¬ 
nung um viel weniger als eine Wellen¬ 
länge von L 1P unterscheidet. 


Quölle 1 

v'v. 

• P 

d 

j 

V 

Quelle 
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Bild 9.3. Sammellinse. Von den 
Quellen S! und S 2 ausgehende Parallel¬ 
strahlen werden im Punkt P vereinigt, 
wenn beide Quellen mit derselben 
Phasenkonstante schwingen. Bei einer 
Linse, deren Dicke klein gegen f ist, 
heißt der Abstand f von der Linsen¬ 
mitte zum Brennpunkt P die Brenn¬ 
weite der Linse. 


Licht selbst zu untersuchen (Übung 18). Die beiden ko¬ 
härenten Quellen werden wie in Bild 9.1 hergestellt. Ein 
typischer Abstand zwischen den beiden Spalten ist \ mm 
Wir wollen nun ausrechnen, wie weit der Aufpunkt 
„stromabwärts“ von den Spalten entfernt sein muß, da¬ 
mit er sich im Fernfeld des Doppelspalts befindet. Mit 
X = 5 000 Ä = 500 nm und d = \ mm erhalten wir aus 
Gl. (9.1) 


L 0 


d* 

X 


(0,5 • 10 ! cm) 2 
5,0 • 10“ 5 cm 


= 50 cm. 


Um im Fernfeld zu sein, müßte man also ca. 10 L 0 ^ 5 m 
vom Spalt entfernt sein. Das ist aber unpraktisch und 
nicht notwendig. Sie können ein Fernfeld-Interferenz- 
muster auch dann erhalten, wenn Sie den Doppelspalt 
direkt vor Ihren Detektor halten, und zwar auf folgende 
Weise: Der Detektor ist Ihr Auge, das im wesentlichen 
aus einer lichtempfindlichen Schicht (der Netzhaut) und 
einer Linse besteht. (Wir werden Linsen im Abschnitt 9.7 
behandeln.) Die Linse besitzt eine verstellbare Brennweite, 
die sich durch Änderung der Spannung der Akkomoda¬ 
tionsmuskeln des Auges variieren läßt. Bei einem norma¬ 
len Auge sind diese Muskeln beim Betrachten eines ent¬ 
fernten Gegenstandes entspannt; die Form der Linse ist 
dann so, daß Strahlen, die von einer entfernten punkt¬ 
förmigen Quelle kommen und an verschiedenen Punkten 
der Linsenoberfläche auftreffen, auf der Netzhaut in 
einem Punkt vereinigt, fokussiert werden. (Ist die Brech¬ 
kraft der Linse zu stark oder zu schwach, so werden die 
Strahlen nicht auf der Netzhaut fokussiert, und der ent¬ 
fernte Gegenstand erscheint verschwommen.) Diese 
Strahlen sind beinahe parallel, da die Quelle weit ent¬ 
fernt ist. Dieselbe Linse (d.h. wenn die Akkomodations¬ 


muskeln entspannt sind) wird aber alle parallelen Strah¬ 
len auf der Netzhaut fokussieren, ganz gleich, ob sie von 
einer „weit entfernten punktförmigen Quelle“ kommen 
oder nicht. Bild 9.3 zeigt die Sammelwirkung der Linse. 
Obwohl die Entfernung zwischen Quelle 1 und Punkt P 
geringer als die Entfernung zwischen Quelle 2 und Punkt P 
ist, stellt sich heraus (wie wir im Abschnitt 9.7 zeigen 
werden), daß die Anzahl der Wellenlängen gleich ist. Das 
ist deswegen möglich, weil der von Sj nach P gehende 
Strahl innerhalb der Linse, wo ja die Wellenlänge kürzer 
als in Luft ist, einen längeren „optischen Weg“ zurück¬ 
legt. Der Punkt P ist „effektiv“ im Unendlichen; damit 
ist gemeint, daß die von den Quellen 1 und 2 ausgehen¬ 
den parallelen Strahlen bis zum Punkt P dieselbe Anzahl 
von Wellenlängen durchlaufen. Der Punkt P liegt also an 
einem Interferenzmaximum (unter der Annahme, daß 
beide Quellen phasengleich schwingen) genauso, als wenn 
das gesamte Gebiet konstanten Brechungsindex hätte 
und P sich rechts im Unendlichen befände. 

Im folgenden werden wir annehmen, daß sich P im 
Fernfeld der Quellen 1 und 2 befindet, und zwar ent¬ 
weder, weil P tatsächlich sehr weit von den Quellen ent¬ 
fernt ist oder weü wir eine Linse verwenden und P „effek¬ 
tiv“ sehr weit von den Quellen entfernt ist. 

Femfeld-Interferenzmuster. Büd 9.4 zeigt zwei punkt¬ 
förmige Quellen elektromagnetischer Wellen, die an 
einem weit entfernten Aufpunkt P aufgefangen werden. 
Wir betrachten nur das Interferenzmuster in der von den 
beiden Quellen und dem Aufpunkt P aufgespannten 
Ebene. Die daraus folgenden Ergebnisse gelten auch für 
zwei „Linienquellen“ (zwei Spalte im Fall von sicht¬ 
barem Licht), zwei Radioantennen oder Oberflächen¬ 
wellen in Wasser. 
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Bild 9.4. Emission von Wellen durch zwei punktförmige Quellen und Nachweis in einem weit entfernten Aufpunkt P. 


Hauptmaximum. Sind die Abstände ri und r 2 der 
Quellen 1 und 2 vom Aufpunkt P groß im Vergleich zur 
Strecke d, so sind die beiden von den Quellen nach P 
gehenden Strahlen beinahe parallel; beide schließen 
praktisch denselben Winkel 6 mit der z-Achse ein 
(Bild 9.4). Der Wegunterschied (Gangunterschied) r 2 - ri 
ist dann im wesentlichen gleich d sin 6 . Schwingen die 
beiden Quellen in Phase, so liegt P in einem Gebiet der 
Verstärkung durch Interferenz, wenn d sin 6 = 0, ± X, 

± 2X, usw. ist. Das Interferenzmaximum bei 6 = 0 heißt 
Hauptmaximum oder Maximum nullt er Ordnung. Das 
erste Maximum links oder rechts davon, für das d sin 6 
gleich ± X ist, heißt Maximum erster Ordnung , usw. Die 
Stellen, an denen Auslöschung durch Interferenz herrscht 
und die Gesamtwelle immer Null ist, heißen Minima. Sie 
liegen bei Winkeln, für die der Wegunterschied 
d sin 6 = ± \ X, ± f X, usw. ist. 

Unter der Annahme, daß beide Quellen dieselbe har¬ 
monische „Bewegung“ ausführen, jedoch verschiedene 
Phasenkonstanten haben können, werden wir nun einen 
Ausdruck für das gesamte elektrische Feld in P ableiten. 
Unter den Quellen wollen wir uns zwei schwingende 
Punktladungen vorstellen. Wir betrachten nur eine ein¬ 
zige Polarisationsrichtung; diese soll eine der beiden un¬ 
abhängigen Richtungen sein, die transversal in bezug auf 
die Verbindungsgerade Quelle-Aufpunkt sind. Wir brau¬ 
chen keine bestimmte Polarisationsrichtung herauszu¬ 
greifen, da die Ergebnisse unabhängig für beide (und 


ebenso für alle anderen) Polarisationen gelten (z.B. auch 
für links- oder rechtszirkulare Polarisation). Der Anschau¬ 
lichkeit halber wählen wir jedoch konkret eine linear 
polarisierte Schwingung in der y-Richtung, wobei y senk¬ 
recht auf der Zeichenebene von Bild 9.4 stehen soll. Die 
Bewegung der Punktladungen 1 und 2 hat dann nur eine 
y-Komponente: 

yi(t) = y 0 cos (cot + ^0, 

y 2 (t) = y 0 cos (cot + </> 2 ). (9.2) 

Der Aufpunkt P liegt unter dem Winkel 6 (Bild 9.4) in 
der Entfernung r, die das Mittel aus r x und r 2 sein soll 
(d.h. wir legen den Koordinatenursprung in die Mitte 
zwischen die beiden Quellen). Das durch die vorangegan¬ 
gene verzögerte Bewegung yi(ti) erzeugte Strahlungsfeld 
E x (t) ist am Aufpunkt P durch 

qyi(t'i) w 2 qyo c osMi +</>,) 

E i (t) = _ _ 2 = — • - ( 9 - 3 ) 


r, C‘ 


r, c‘ 


gegeben. Das durch y 2 (t 2 ) erzeugte Strahlungsfeld E 2 (t) 
lautet analog. In der Fernfeldnäherung nehmen wir an, 
daß sowohl r x als auch r 2 im großen und ganzen gleich 
dem mittleren Abstand r ist: 


r = f (ri +r 2 ), 

(9.4) 

E! (t) = A(r) cos (cot; +<£ 1 ), 

(9.5) 

E 2 (t) = A(r) cos (cot; + <p 2 ), 


A(r)= . 

V J fC 2 

(9.6) 
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Die Zeitpunkte ti und t 2 , zu denen die im späteren Zeit¬ 
punkt t aufgefangene Strahlung emittiert wurde, sind 
durch 


coti = oj - cot - kr! 

cot 2 = co (t - -y-) = cot - kr 2 


(9.7) 


der beiden Quellen. Um dies zu beweisen, benutzen wir 
die trigonometrischen Identitäten 

cos a cos b = cos [\ (a + b) + \ (a — b)] 

+ cos [\ (a + b) — \ (a - b)] 

= 2 cos \ (a + b) cos \ (a - b), 


gegeben. 


Phasenunterschied durch Wegunterschied. Der Phasen¬ 
unterschied der beiden Wellen in P hängt von 0 ab, da 
auch der Wegunterschied r 2 - r! vom Winkel 0 abhängt. 
Gerade diese Abhängigkeit des Phasenunterschiedes vom 
Winkel ist für das Auftreten eines Interferenzmusters ver¬ 
antwortlich. Dieser, durch den Wegunterschied (Gang¬ 
unterschied) erzeugte Phasenunterschied ist wichtig; wir 
geben ihm daher eine eigene Benennung, Ay: 

A v? = coti - cot 2 
= k(r 2 - r a ) 

= k(d sinfl) 


= 2n 


d sin fl 
X 5 


(9.8) 


dabei ist d sin fl der in Bild 9.4 angegebene Wegunter¬ 
schied. Die einzelnen Zeilen in Gl. (9.8) sind untereinan¬ 
der alle mathematisch gleichwertig, sie sind aber vor¬ 
stellungsmäßig verschieden zu interpretieren und daher 
unabhängig voneinander zu merken. So denken wir bei 
der ersten Zeile an verschiedene Emissionszeitpunkte; 
bei der letzten Zeile denken wir daran, daß der Phasen¬ 
unterschied gleich 2n mal der auf den Wegunterschied 
kommenden Anzahl von Wellenlängen ist; in der zwei¬ 
ten und dritten Zeile denken wir an den Phasenwinkel 
in Radian pro Längeneinheit (die Wellenzahl k), multi¬ 
pliziert mit dem Wegunterschied. Zusätzlich zu dem 
durch Gl. (9.8) gegebenen Ay existiert natürlich noch 
der Phasenunterschied zwischen den Schwingungen der 
beiden Quellen, - $ 2 • 

Das Gesamtfeld E in P ist gleich der Überlagerung 
von Ei und E 2 : 

E(r,fl,t) = E! +E 2 

= A(r) cos (coti + vh) + A(r) cos (cot 2 + y 2 ) 

= A(r) cos (cot + v?i - kr!) 

+ A(r) cos (cot + — kr 2 ). (9.9) 


„Gemittelte“ laufende Welle. Anstatt E als Überlage¬ 
rung von zwei auslaufenden Kugelwellen der Quellen 1 
und 2 darzustellen, können wir es auch als eine einzige 
„gemittelte“ auslaufende Kugelwelle darstellen; die 
Amplitude dieser gemittelten Welle ist dann als Funktion 
der Ausbreitungsrichtung fl moduliert, ihre Phasenkon¬ 
stante ist das Mittel aus den Phasenkonstanten y x und <p 2 


mit 

a = cot + - kri, 

b = cot + — kr 2 . 

Damit ist 

\ (a + b) = cot + f (</>, +<p 2 ) - k-f (r, + r 2 ) 

= cot + «ftnjt - kr, (9.10) 

f ( a — b ) = I (so 2 -^ 2 )-|k(r, — r 2 ) 

= 5(*i-«fc) + ;A*. (9-11) 

Aus Gl. (9.9) wird dann 

E(r,0,t) = {2A(r)cos[|( V 5i -<p 2 ) + \ A<^>]} 

COS (cot + V?mit - kr) 

= A(r, fl) cos (cot + v?mit “ kr), (9.12) 

wobei die Amplitude A(r, fl) durch 

A(r, 0) = 2 A(r) cos [ \ (<fi l - <p 2 ) + \ A<p], 

Av5 = k(r 2 -r,) = 27r(9.13) 
gegeben ist. 

Photonenstrom. Der Photonenstrom im Aufpunkt P 
ist dem zeitlichen Mittel <S> über den Energiestrom pro¬ 
portional. Haben wir nur die eine von uns betrachtete 
Polarisationskomponente in y-Richtung, so ist die Ener¬ 
giestromdichte gleich 

<S> = -p- <E 2 ), 

47T 

wobei 

E = yE(r,0,t). 

Dann ist 

<E 2 > = <[A(r,0)cos(cct + v5mit — kr)] 2 > 

= 2 A 2 (r,0), (9.16) 

wobei 

A 2 (r,0) = {2A(r)cos[l( V J 1 -^ 2 ) +f A^]} 2 . (9.17) 

Interferenzmuster des Doppelspalts. Wir halten r fest 
und betrachten die Änderung des Photonenstroms mit 
dem Winkel fl. Nach den Gin. (9.14) bis (9.17) haben wir 
(wir bezeichnen den Photonenstrom mit 1(0)) 

K 0 ) = Imax COS 2 [ \ ($\ ~ + \ A^]. 


(9.14) 

(9.15) 


(9.18) 
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Bild 9.5. Intensität bei der Überlagerung von Wellen aus zwei phasengleichen Quellen. Der Abstand d ist groß gegen 


Laut Gl. (9.18) ändert sich die Intensität mit dem Quadrat 
des Kosinus des halben Phasenunterschieds ; dabei ist die¬ 
ser Phasenunterschied zum Teil gleich der Phasendiffe¬ 
renz zwischen den Schwingungen der Quellen, zum Teil 
ist er die durch die Winkelabhängigkeit des Wegunter¬ 
schieds hervorgerufene Phasendifferenz. 


Phasengleiche Schwingungsquellen. Ist gleich , 
so ist die Winkelabhängigkeit des Interferenzmusters 
eines Doppelspalts (bzw. zweier punktförmiger Licht¬ 
quellen) gleich 

I(ö) = Imax COS 2 \ Af 


= In 


COS 


d sin# 


(9.19) 


Bild 9.5 zeigt diese Winkelabhängigkeit im Bereich um 
0 = 0 unter der Annahme, daß die Quellen viele Wellen¬ 
längen voneinander entfernt sind (d > X), so daß 1(0) 
viele Maxima und Minima durchläuft, während 0 noch 
klein ist. Dadurch ist es möglich, mehrere Maxima und 
Minima in ein und demselben kleinen Bereich (um 0=0) 
zu zeichnen. 


Nicht phasengleiche Schwingungsquellen. Unterschei¬ 
den sich tpx und <p 2 um einen Phasenwinkel von ± 7r, so 
ist der halbe Phasenunterschied ± - 7r; damit folgt aus 


Gl. (9.18) 

1(0) = Imax sin 2 \Aip 


sin 


7rdsin0 


(9.20) 


Bild 9.6 zeigt Gl. (9.20) im Bereich um 0 = 0, wobei d 
viele Wellenlängen beträgt, so daß im Bereich um 0 = 0 
mehrere Maxima von 1(0) liegen. 

Interferenzmuster in der Umgebung von 0=0°. Beim 
Betrachten einer Lichtlinie durch einen Doppelspalt läßt 
sich gewöhnlich nicht genau sagen, wo 0 = 0 liegt. Die 
Bilder 9.5 und 9.6 enthalten also mehr Information als 
gewöhnlich zu bekommen ist (wenigstens aus den Heim¬ 
versuchen). Die wichtigste Information ist jedoch der 
Winkelabstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ma¬ 
xima bzw. der entsprechende räumliche Abstand auf 
einem Nachweisschirm (z.B. auf Ihrer Netzhaut). Zwei 
aufeinanderfolgende Maxima in den Bildern 9.5 und 9.6 
entsprechen einem Anwachsen des Gangunterschieds um 
eine Wellenlänge, d.h. einem Anwachsen von dsin0 um 
den Betrag X. Für Winkel 0 um 0° können wir die Nähe¬ 
rung sin0 0 (kleine Winkel) verwenden. Damit ist der 
Winkelabstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ma¬ 
xima gleich X/d Radian. Wir bezeichnen diesen Winkel¬ 
abstand mit 0 O : 



Den entsprechenden räumlichen Abstand zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Maxima nennen wir x 0 . Wie aus 
Bild 9.5 oder Bild 9.6 zu entnehmen ist, ist der Abstand 
x 0 für sehr kleine Winkel 0 gleich / • 0 O : 

X 0 ~/0o«^p (9.22) 
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Bild 9.6. Intensität bei der Überlagerung von Wellen aus zwei Quellen mit einer Phasenverschiebung von 180°. 


Erhaltung der Energie. Wird die Quelle 2 abgedreht, 
so ist das elektrische Feld in P nur durch die Quelle 1 
bestimmt: 

E = Ex = A(r)cos(o;t + v?i “ kri). (9.23) 

Der Photonenstrom ist dann proportional zu 

<E?> = A 2 (r)<cos 2 (cot + -kri)> 

= i A2 (r), (9.24) 

also unabhängig von 6 . Ebenso ist der Photonenstrom 
proportional zu 

<El> = ±A 2 (r), (9.25) 

wenn nur die Quelle 2 eingeschaltet bleibt. Sind beide 
Quellen eingeschaltet, so ist der Photonenstrom propor¬ 
tional zu 

<E 2 > = <(E, +e 2 ) 2 > 

= \ A 2 (r,0) 

= \ ■ {2 A(r) cos [ \ («Pi - ^ 2 ) +1 ^]} 2 
= A 2 (r)- 2cos 2 [5(^ 1 -^ 2 ) + i &P] 

(dabei ist die Proportionalitätskonstante dieselbe wie 
vorher). Mit den Gin. (9.24) und (9.25) bringen wir 
diese Beziehung in die Form 

<E 2 > = [<E?> + <El>]2cos 2 [i(^i-^) + | hp], (9.26) 
wobei 

Aip = 2n dsin0/A. (9.27) 


Somit ist der Energiestrom aus beiden, gleichzeitig leuch¬ 
tenden Lichtquellen gleich dem Produkt aus dem winkel¬ 
abhängigen Modulationsfaktor 2 cos 2 [\ (^i - <p 2 ) + \ A</>] 
und der Summe der Energieströme, die jede Quelle allein 
erzeugen würde. Liegen zwischen 0=0° und 6 = 360° 
viele Maxima und Minima, so nimmt der Modulations¬ 
faktor die Werte Null und 2,0 gleich oft an, sein Mittel¬ 
wert ist also gleich Eins. Um jedoch viele Maxima und 
Minima zu erzeugen, müssen die beiden Quellen viele 
Wellenlängen voneinander entfernt sein. Wir sehen also, 
daß die gesamte (in der Zeichenebene der beiden gezeig¬ 
ten Bilder) emittierte Energie gerade gleich der Summe 
der Energien ist, die jede Quelle allein abgeben würde, 
vorausgesetzt, daß die beiden Quellen viele Wellenlängen 
voneinander entfernt sind. Das erscheint vernünftig. 

Eins plus Eins macht Vier. Betrachten wir jedoch den 
Fall, daß die beiden Quellen sehr nahe beieinander liegen. 
Ihr gegenseitiger Abstand d sei viel kleiner als eine Wel¬ 
lenlänge. Sind die Quellen in Phase, so folgt aus den 
Gin. (9.26) und (9.27) 

<E 2 >~2[<E?> + <e1>], (9.28) 

Anstatt also die Summe der von den beiden Quellen ein- 
zeln ausgestrahlten Energie zu erhalten, bekommen wir 
das Doppelte. Das erscheint etwas seltsam. Ist das nicht 
eine Verletzung des Satzes von der Erhaltung der Energie? 
Die Antwort ist: Nein! Wenn nämlich die beiden Quel¬ 
len „aufeinander sitzen“ (und phasengleich schwingen), 
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so emittieren sie doppelt so viel Energie als wenn jede 
für sich allein schwingen würde. Wie kommt es aber dazu? 
Durch Gl. (9.2) haben wir jeder Quelle, unabhängig von 
ihrem gegenseitigen Abstand d, ihre Bewegung vorge¬ 
schrieben. Die abgestrahlte Energie verdoppelt sich nicht, 
weil sich die Bewegung der Quellen ändert, sondern weil 
sich der Widerstand , den die beiden Quellen erfahren, 
verdoppelt hat! Warum? Die „Reibungskraft“, die auf 
die Elektronen in einer Antenne (wir betrachten zwei 
Rundfunkantennen als Beispiel) infolge des Energiever¬ 
lustes durch das abgestrahlte Feld wirkt, wird nicht nur 
durch das von der betrachteten Antenne abgestrahlte 
Feld erzeugt. Sie ist vielmehr gleich dieser Kraft plus der 
vom Feld der anderen Antenne erzeugten „Reibungs¬ 
kraft“. Da die Ströme (laut Annahme) in Phase sind, und 
da die beiden Antennen sehr nahe beisammen liegen, ist 
der auf die Elektronen in einer Antenne wirkende resul¬ 
tierende Widerstand (die „Reibungskraft“) doppelt so 
groß, als wenn die andere Antenne nicht vorhanden wäre. 

Daher muß die Energiequelle doppelt so viel Leistung 
abgeben, um die vorgeschriebene Bewegung aufrecht¬ 
zuerhalten, wir bekommen also auch das Doppelte her¬ 
aus. Das gilt für jede der beiden Antennen. Wir haben 
somit eine Begründung für das Anwachsen der Gesamt¬ 
energie auf den doppelten Betrag gefunden. 

Eins plus Eins macht Null. Schwingen die beiden 
Quellen mit einer Phasenverschiebung von 180° und 
werden sie dann beinahe „aufeinander gesetzt“, so wird 
die resultierende Wellenamplitude beinahe Null. Laut 
Gl. (9.20) ist das Ergebnis dann genau gleich Null, wenn 
die beiden Antennen tatsächlich aufeinander sitzen. Die 
Kraftquelle verrichtet keine Arbeit, es wird keine Energie 
abgestrahlt. Das von der einen Antenne ausgehende Feld 
stößt die Elektronen in der anderen Antenne so an, daß 
es dem Oszillator „hilft“. Im Grenzfall, wenn der Ab¬ 
stand der beiden Antennen gleich Null ist, treiben sich 
die Elektronen in den beiden Antennen gegenseitig an, 
ohne Hilfe vom Oszillator. Wir haben dann ein „geschlos¬ 
senes“ System, bei dem die Energie aus einer Antenne 
in die andere und wieder zurück fließt. Die Antennen 
sind dann nur ein Teil des Oszillator-Schwingkreises, und 
die Energiequelle muß nur die durch den Ohmschen 
Widerstand der Antennen entstehenden Verluste aus- 
gleichen. Der Strahlungswiderstand - die charakteristi¬ 
sche Impedanz - ist Null geworden. 

9.3. Interferenz zwischen zwei unabhängigen 
Quellen 

Unabhängige Quellen und Kohärenzzeit. Nehmen Sie 
an, jede von zwei Quellen habe die Grundfrequenz co 0 
und die Bandbreite Aco. Nehmen Sie weiterhin an, die 
Quellen seien voneinander unabhängig. Das heißt, beide 


werden nicht von derselben Kraft erregt. Dann gibt es 
also nichts, was sie genau in Phase halten würde. Bei 
zwei Radioantennen würde das bedeuten, daß jede von 
ihnen von einem eigenen Oszillator und einer eigenen 
Energiequelle gespeist wird. Bei Licht bedeutet das, daß 
wir zwei unabhängige Quellen haben, zu denen verschie¬ 
dene Atome beitragen. Wir können z.B. eine Quecksilber¬ 
dampflampe (Gasentladung in einer Glasröhre) mit einem 
undurchsichtigen Mantel umgeben, der zwei feine Löcher 
(oder Spalte) besitzt. Jedes Loch wird dann von verschie¬ 
denen Gasatomen beleuchtet. Ebensogut könnten wir 
ein Stück undurchsichtigen Materials, das zwei feine Lö¬ 
cher oder Spalte hat, vor eine gewöhnliche Glühlampe 
halten und die Lampe betrachten. (Wir könnten auch ein 
rotes Gelatinefilter über die Spalte decken, um ein ver¬ 
nünftig schmales Frequenzband zu erhalten.) 

Wir nehmen an, daß die Breite Av des Frequenzban¬ 
des klein gegen die Grundfrequenz v 0 ist. Dann finden 
während eines Zeitraums (Av)' 1 viele Schwingungen der 
Frequenz v 0 statt. Der Zeitraum (A^) -1 heißt Kohärenz¬ 
zeit, tk 0 h. Das ist derjenige Zeitraum, innerhalb dessen 
die beiden Randfrequenzen des Frequenzbandes eine 
Phasenverschiebung von ca. 2n erfahren. Ist also t koh 
durch 

Acot koh % 27r (9.29) 

definiert, so sehen wir, daß t ko h gleich 2n/Aoj, also 
gleich (Ai;) -1 ist. Für Zeiten kleiner als (Av)~ l können 
wir den Phasenunterschied zwischen den beiden Quellen 
im wesentlichen als konstant ansehen. (Während eines 
solchen Zeitraums können viele Schwingungen statt- 
finden, da wir ja annehmen, daß v 0 (Av)~ 1 groß ist.) 

Interferenz „inkohärenter“ Quellen. Wir wollen nur 
den Fall betrachten, bei dem der Abstand d zwischen 
den beiden Quellen groß gegen die Wellenlänge X ist. Zu 
einem Zeitpunkt, an dem der Phasenunterschied zwischen 
den beiden Quellen zufällig gerade Null ist, sieht dann 
das Interferenzmuster so wie in Bild 9.5 aus. Ist der Pha¬ 
senunterschied 180°, so ergibt sich das Muster wie in 
Bild 9.6. Liegt der Phasenunterschied zwischen 0 und 
180°, so liegt das Interferenzmuster zwischen den in den 
Bildern 9.5 und 9.6 gezeigten Mustern. 

Benötigt der Detektor lange Zeit, um die Intensität an 
einem gegebenen Ort nachzuweisen (wie z.B. das Auge, 
das eine Zeitauflösung von etwa ^ s hat), so ist das Zeit¬ 
mittel der Intensität unabhängig von 6 , da das Interferenz¬ 
muster während einer Zeit, die lang gegen (Ap)” 1 ist, alle 
Formen zwischen den in den Bildern 9.5 und 9.6 gezeig¬ 
ten Grenzfällen annimmt und jeder Wert von d sin 6 die¬ 
selbe mittlere Intensität empfängt. Man sagt dann, die 
beiden punktförmigen Quellen seien „inkohärent“. Das 
Zeitmittel über den Energiestrom (den Photonenstrom) 
ist dann gleich der Summe der Energieströme, die man 
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von jeder Quelle einzeln erhalten würde. Das Interferenz¬ 
muster ist wegen der Mittelung während des Maßvorgangs 
über eine lange Zeit „verwaschen“. Algebraisch läßt sich 
das dadurch ausdrücken, daß Gl. (9.26) den von 0 unab¬ 
hängigen Ausdruck <E 2 ) «s (E 2 ) + <E 2 > ergibt, wenn der 
Phasenunterschied —<p 2 alle möglichen Werte annimmt. 
Dabei soll jeder Wert des Phasenunterschieds zwischen 
Null und 2n ungefähr gleich lang Vorkommen. Das folgt 
aus 

<cos 2 [±(<p, + i Ad> = 5. (9.30) 

für festgehaltenes A</>, wenn - </> 2 im Intervall zwischen 
Null und 27r gleichmäßig verteilt ist. 

Natürlich gibt es keine „an sich“ inkohärenten Quellen. 
„Inkohärenz“ ist lediglich das Ergebnis eines Meßvorgan¬ 
ges bei dem Information verlorengeht, die sonst aus dem 
Interferenzmuster zu bekommen ist, wenn man die Mög¬ 
lichkeit hat, während Zeiträumen zu beobachten, die ver¬ 
gleichbar mit (A^) _1 oder noch kürzer sind. Die Kohä¬ 
renzzeit für sichtbares Licht ist von der Größenordnung 
10" 9 ... 10" 8 s (bei einer Quelle, die aus unabhängig strah¬ 
lenden Atomen besteht, wie z.B. bei einer Gasentladungs¬ 
röhre); man braucht dazu also schon etwas experimen¬ 
telle Findigkeit, um das Interferenzmuster zu messen, 
bevor es sich wieder ändert. R. Brown und R. Twiss 1 ) 
haben das in einem sehr schönen Versuch zuwege gebracht. 

Der Versuch von Brown und Twiss. Brown und Twiss 
„lasen“ das Interferenzmuster auf folgende Weise in weni¬ 
ger als 10” 8 s ab: Sie stellten zwei Photomultiplier an 
verschiedenen Stellen x (nach der Definition in den Bil¬ 
dern 9.5 und 9.6) mit variablem Abstand x x - x 2 auf. 

Der Strom I x am Ausgang des einen Photomultipliers 


*) R. Hanbury Brown und R. O. Twiss , „The Question of 
Correlation between Photons in Coherent Light Rays“ („Die 
Frage der Korrelation zwischen Photonen in kohärenten Licht¬ 
strahlen“), Nature^ 178, 1447 (1956). Über einen neueren 
Versuch mit Lasern siehe: R. Pfleegor und L. Mandel , 
„Interference of Independent Photon Beams“ („Interferenz 
unabhängiger Photonenbündel“), Phys. Rev ., 159, 1084(1967). 


wird mit dem Strom I 2 am Ausgang des anderen Multi¬ 
pliers multipliziert. Dieser andere Multiplier befindet sich 
in einem „schnellen“ Stromkreis, der den Stromschwan¬ 
kungen innerhalb von etwa 10" 8 s folgen kann. (Der 
schnelle Kreis hat eine Bandbreite von 100 MHz.) Das 
Produkt I X I 2 wird „momentan“, d.h. innerhalb eines 
Zeitintervalls von der Größenordnung 10" 8 s bestimmt; 
der Mittelwert (i! I 2 > dieses Produkts wird jedoch über 
einen langen Zeitraum (mehrere Minuten) gemessen. 

Man variiert nun den Abstand x x - x 2 der beiden Photo¬ 
multiplier und bestimmt den zeitlichen Mittelwert über 
das Produkt aus den Strömen bei jedem Wert dieses Ab¬ 
standes. Schließlich trägt man das Zeitmittel über das 
Produkt aus den Strömen als Funktion von x x - x 2 in 
einem Diagramm auf. Der Momentanwert des Stroms in 
den beiden Photomultipliern ist dem Energiestrom des 
Lichts, also der Größe 1(0) an dem betreffenden Photo¬ 
multiplier, proportional. Wir betrachten zunächst den 
Fall x x - x 2 = 0, d.h. beide Photomultiplier empfangen 
denselben momentanen Lichtstrom. Wir wollen nun den 
Mittelwert über das Produkt aus den Strömen überschlags¬ 
mäßig bestimmen. Wir stellen uns vor, daß 1(0) nur die 
vier in Bild 9.7 mit a, b, c und d bezeichneten Werte an¬ 
nimmt. Wir nennen die entsprechenden Ströme a, b, c 
und d und geben sie in solchen Einheiten an, daß a = 0, 
b = \, c = 1 und d = \. Während eines Viertels der Zeit¬ 
intervalle (die ungefähr 10" 8 s dauern) herrscht im Photo¬ 
multiplier 1 (PM1) ein Strom I x von ungefähr der Stär¬ 
ke a. Im selben Augenblick ist I 2 ebenfalls gleich a, da 
sich PM2 am selben Ort wie PM 1 befindet. Während 
eines Viertels des Zeitintervalls herrscht in beiden Photo¬ 
multipliern der Strom b, in einem weiteren Viertel der 
Strom c und in einem weiteren Viertel der Strom d, 
gerade so, wie sich das Interferenzmuster verlagert. So¬ 
mit ist (in unserer groben Näherung) das Zeitmittel des 
Produkts aus den beiden Strömen für x x = x 2 gleich 

(Ii l 2 )mit = { (aa + bb + cc + dd) 

= 5(°' 0 + l'i + 1 ■ 1 + f l) = i- (9.3 i) 



Bild 9.7 

Intensität als Funktion von x zu einem 
gegebenen „Zeitpunkt“ von weniger 
als (A v)~ l Dauer. 




9.4. Wie groß kann eine „punktförmige“ Lichtquelle sein? 


Nun bestimmen wir den Mittelwert von G I 2 , wenn 
der Abstand Xi - x 2 gleich dem Abstand zwischen einem 
augenblicklichen Interferenzmaximum und dem benach¬ 
barten Minimum ist. Das heißt, wenn dieser Abstand 
gleich der Hälfte von x 0 ist; dabei ist x 0 (nach Bild 9.7) 
der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maxi- 
ma des augenblicklichen Doppelspalt-Interferenzmusters. 
(Er ist durch Gl. (9.22) gegeben.) Wenn x 2 - Xi = |x 0 , 
so fließt im PM2 der Strom c, während (nach Bild 9.7) 
im PM1 im selben Augenblick der Strom a fließt. Fließt 
im PM 1 der Strom b, so fließt im PM2 der Strom d, usw. 
Das Zeitmittel über die vier herausgegriffenen Ströme 
a, b, c, d im PM 1 wird also 

Ol l 2 )mit = I (ac + bd + ca + db) 

= i(o-i+H + i-o + H). ( 9 - 32 ) 

Wie man sieht, ist (G I 2 )mit für x 2 - Xi = 0 dreimal so groß, 
als wenn der Abstand x 2 - Xi gleich dem halben Abstand 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maxima des augen¬ 
blicklichen Interferenzmusters ist. Wir sehen also, daß sich 
der Phasenunterschied Ay = d sin0/A bestimmen läßt, 
wenn man (G I 2 )mit als Funktion von x 2 - Xi aufträgt. 

Der springende Punkt beim Verfahren von Brown und 
Twiss ist, daß beide Ströme im Produkt GI 2 nur über 
Zeiten der Größenordnung 10“ 8 s gemittelt werden, und 
daß die Ströme während dieser Zeit praktisch konstant 
sind. Der über einen Zeitraum von einigen Minuten ge¬ 
nommene Mittelwert <I X I 2 > gibt das gleiche Ergebnis 
wie bei einer Mittelung über ein paar Dutzend Kohärenz¬ 
zeiten, sagen wir über 10“ 6 s. {Brown und Twiss mittein 
über weit längere Zeiten, um den Rauschhintergrund des 
Photomultipliers herauszumitteln und aus anderen ex¬ 
perimentellen Gründen.) Andererseits ist das Produkt 
<G > <I 2 > unabhängig von Xi - x 2 , weü beide Photomul¬ 
tiplier während der Zeit der Mittelung Gelegenheit haben, 
das gesamte Interferenzmuster auszumessen. Wesentlich 
ist, herauszufinden, bei welchen Werten des Abstands 
Xi - x 2 die Werte G und I 2 groß bzw. klein sind (z.B. 
wenn Xi - x 2 gleich Null ist), und bei welchen Abständen 
G klein und I 2 groß ist, bzw. umgekehrt. 

Im Photonenbüd ist für Xi = x 2 die Wahrscheinlich¬ 
keit dafür, ein Photon in PM2 nachzuweisen, größer als 
im Durchschnitt, wenn „soeben“ (innerhalb von 10' 8 s) 
ein Photon in PM 1 nachgewiesen wurde. Die Wahrschein¬ 
lichkeit ist kleiner als im Durchschnitt, wenn x l -x 2 = 

= \ x 0 . Interferiert z.B., grob und „halbklassisch“ ge¬ 
sprochen, eine Welle, deren Intensität ungefähr 100 Pho¬ 
tonen entspricht, mit einer anderen Welle von ebenfalls 
100 Photonen, so kann die Überlagerung der beiden Wel¬ 
len eine Gesamtintensität von 400 Photonen (volle Ver¬ 
stärkung) oder aber auch Null (vollständige Auslöschung) 
ergeben, je nachdem wie sich die Wellenzüge eben über¬ 
lappen. Das läßt sich (mit dem Verfahren von Brown und 
Twiss ) experimentell von dem Fall unterscheiden, bei dem 
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sich die Wellenzüge nie überdecken, bei dem man also 
immer ungefähr 100 +100 Ä 200 Photonen beobachtet. 

Bei dieser Betrachtungsweise sieht man ein, daß eine star¬ 
ke Lichtquelle dem Experiment nur zuträglich sein kann 
(da dann die Wahrscheinlichkeit einer Überdeckung der 
Wellenzüge zweier Photonen größer ist), ebenso wie 
Photonen mit einer geringen Bandbreite (da die Länge 
eines Wellenzuges im wesentlichen gleich c mal der mitt¬ 
leren Zerfallzeit r (also c/Ah) ist, und ein langer Wellen¬ 
zug größere Wahrscheinlichkeit für Überdeckung bedeutet). 


9.4. Wie groß kann eine „punktförmige" 
Lichtquelle sein? 

Im Büd 9.1 haben wir gezeigt, wie man zwei kohären¬ 
te Lichtquellen, also Lichtquellen mit konstantem Pha¬ 
senunterschied erhält, indem man zwei Spalte in einem 
undurchsichtigen Schirm mit einer „punktförmigen“ 
Lichtquelle anstrahlt. Ist jedoch die Lichtquelle so breit, 
daß der eine Spalt vorwiegend durch eine Gruppe von 
Atomen, der andere Spalt von einer anderen unabhängi¬ 
gen Gruppe von Atomen bestrahlt wird, so sind die bei¬ 
den Spalte vollkommen inkohärent, d.h. ihre Phasen 
stehen miteinander nicht in Beziehung (bei Meßzeiten, 
die lang gegen (A^)“ 1 sind). Diese beiden Grenzfälle sind 
auf Büd 9.8 abgebüdet. 

Die klassische Punktquelle. Ein einzelnes Atom kommt 
einer punktförmigen Quelle am nächsten. Nach der klas¬ 
sischen Vorstellung sendet dieses Atom nach allen Rich¬ 
tungen elektromagnetische Wellen aus und regt in den 
Spalten (Büd 9.8 a) elektrische Ströme in gleicher Phase 
an. (Im Endeffekt folgt aus der Quantentheorie dasselbe 
Ergebnis.) Eine wirkliche Lichtquelle besteht aus einer 
ungeheuer großen Anzahl von strahlenden Atomen. 
Würden sie aüe an genau ein und demselben Punkt sitzen, 
so hätten wir eine punktförmige Lichtquelle. (Eine solche 
Quelle wäre sogar noch eher eine klassische Punktquelle 
als ein einzelnes Atom.) Bei jeder wirklichen Lichtquelle 
befinden sich die Atome aber in einem endlichen Bereich. 
Wie groß darf nun eine Lichtquelle sein, damit sie noch 
als punktförmig gelten kann (d.h. damit die von der 
Punktquelle angeregten Ströme am Doppelspalt einen 
konstanten Phasenunterschied haben)? 

Eine einfache ausgedehnte Quelle. Wir betrachten eine 
sehr einfache, nicht punktförmige QueUe. Sie bestehe aus 
drei unabhängigen punktförmigen Quellen S a , Sb und S c , 
die wie in Büd 9.9 angeordnet sind; alle drei Quellen sol¬ 
len dieselbe Grundfrequenz, Bandbreite und mittlere 
Intensität haben. Angenommen, zunächst sei nur die 
PunktqueUe S a eingeschaltet. Die beiden Spalte 1 und 2 
werden dann mit konstantem Phasenunterschied (bei uns 
im Büd gleich Null) angeregt und sind über beliebige 
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Bild 9.8 

a) Die Quellen 1 und 2 werden von einer einzelnen punktförmigen 
Quelle angeregt; ihr Phasenunterschied ist konstant. Sie sind 
kohärent. 

b) Die Quellen 1 und 2 werden von verschiedenen Gruppen unab¬ 
hängig strahlender Atome angeregt. Sie sind für Meßzeiten, die 
lang gegenüber (Ai>) -1 sind, inkohärent. 


Zeiten kohärent. Als nächstes werden die beiden Quellen S a 
und S c eingeschaltet. Die Quelle S c hat dieselbe Frequenz 
und die gleiche Bandbreite wie die Quelle S a , sie steht 
aber mit S a in keiner Phasenbeziehung. Daher besteht auch 
zwischen S c und S a während Zeiten, die lang gegen (Ap) _1 
sind, kein konstanter Phasenunterschied. Trotzdem bleibt 
der Phasenunterschied zwischen den Spalten 1 und 2 
immer Null, weil sowohl Quelle S c als auch Quelle S a die 
Ströme an den Spalten mit dem Phasenunterschied Null 
anregen. Die Ströme in den Spalten sind die Überlagerung 
der von den beiden Quellen induzierten Ströme. Wenn 
also jeder Beitrag der beiden Quellen die Ströme an den 
Spalten mit der Phase Null anregt, so gilt das auch für 
die Überlagerung dieser Beiträge. Daraus schließen wir, 
daß sich die punktförmige Quelle längs der Verbindungs¬ 
linie zwischen S a und S c erstrecken kann, ohne die Ko¬ 
härenz der Spalte 1 und 2 zu stören. 

Betrachten wir nun den Fall, daß die beiden Quellen 
S a und S b eingeschaltet sind (während S c ausgeschaltet 
ist). Die Quellen S a und S b sind zwei unabhängige Quel¬ 
len derselben Frequenz, Bandbreite und mittleren Inten¬ 
sität. Für Zeiten, die kurz im Vergleich zu (Ap) -1 sind, 
sind die Amplitude und die Phase jeder der beiden Quel¬ 
len konstant. Wir nehmen an, die Amplitude von S b ist 
in einem gegebenen Augenblick zufällig sehr klein gegen 
die Amplitude von S a . Unter einem Augenblick verstehen 
wir hier eine Zeitspanne, die kurz gegen die Kohärenz¬ 
zeit (Ap) _1 , aber immer noch lang genug ist, um wenig¬ 
stens eine vollständige Schwingung zu enthalten, so daß 
wir die Amplitude und Phase bestimmen können. Die 
beiden Spalte werden dann in guter Näherung nur von S a 
angestrahlt, so daß der Phasenunterschied zwischen den 
Strömen an den Spalten Null ist. Nun warten wir eine 
Zeit, die lang gegen die Kohärenzzeit der beiden Quellen 



Bild 9.9. Kohärenz. Die Spalte 1 und 2 werden von den drei unabhängigen Quellen S a , S b und S c angeregt. Müssen 
die drei Quellen in einem Punkt vereinigt werden, damit die Spalte 1 und 2 kohärent sind? 




9.5. Divergenz eines „Bündels" laufender Wellen 
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S a und S b ist, und sehen dann wieder hin. Die Schwin¬ 
gungsamplituden von S a und S b sollen jetzt zufällig prak¬ 
tisch gleich sein. Dann wird der Schirm mit den Spalten 
von dem Doppelspalt-Interferenzmuster, das wir auf den 
Bildern 9.5, 9.6 und 9.7 gesehen haben, bestrahlt. Die 
Lage der Maxima und Minima hängt vom Phasenunter¬ 
schied der beiden Quellen S a und S b ab. Was uns hier 
interessiert ist, ob die beiden Spalte 1 und 2 auch jetzt 
noch mit dem Phasenunterschied Null angeregt werden. 
Wir wissen, daß die Amplitude des Interferenzmusters 
ihr Vorzeichen wechselt, wenn wir von einem Interferenz¬ 
maximum zum nächsten übergehen. (Laut Gl. (9,13) ist 
die Amplitude A(r,0) dem Kosinus der Größe 
\ (<Pi " ^ 2 ) + Tr d sin 0/X proportional. Sie wechselt also 
ihr Vorzeichen, wenn d sin 6 um den Betrag X anwächst 
und zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maxima.) Wir 
sehen, daß die beiden Spalte nur dann die meiste Zeit 
mit dem Phasenunterschied Null angeregt werden, wenn 
ihr gegenseitiger Abstand viel geringer als der Abstand x 0 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maxima des Doppel- 
spalt-Interferenzmusters ist. (Auch wenn die Spalte sehr 
nahe aneinander liegen, kann es passieren, daß eine Null¬ 
stelle des Doppelspaltmusters, von dem sie beleuchtet 
werden, zwischen die beiden Spalte fällt; in diesem Fall 
werden die Spalte mit einem Phasenunterschied von 
180° angeregt. Das geschieht aber in immer kürzeren 
Zeitbruchteilen, je näher die Spalte aneinander rücken.) 

Es muß also gelten 

D < x 0 , (9.33) 

wobei x 0 der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgen¬ 
den Maxima ist; laut Gl. (9.22) ist er gleich 

x 0 = /-|. (9.34) 


Kohärenzbedingung. Die aus den Punkten S a , S b und 
S c bestehende „ausgedehnte Quelle“ verhält sich also wie 
eine effektiv punktförmige Quelle, wenn sie die Kohärenz¬ 
bedingung 


D< 

oder 

d< 

oder 


l\ 
d ’ 

(9.35) 

l\ 

D ’ 

(9.36) 

dD 

(9.37) 

“T 


erfüllt; dabei ist die eine oder die andere Form dieser 
Bedingung am günstigsten, je nachdem, welche Parameter 
im Experiment variabel sind. (Sie können Gl. (9.37) in 
einem einfachen Heimversuch (Übung 20) nachprüfen. 
Bei diesem Versuch ist / die Variable.) Am leichtesten 
merkt man sich die Kohärenzbedingung in der Form 


dD <l\ 


(9.38) 


die aussagt, daß das Produkt der beiden quer gemessenen 
Breiten d und D klein gegen das Produkt der beiden längs 
gemessenen Längen / und X sein muß. 

Besteht die Quelle aus einer großen Anzahl von Punk¬ 
ten zwischen S a und S b , so daß sie die Breite d besitzt, 
so güt Gl. (9.38) für die gesamte Quelle, wenn sie für die 
beiden äußeren Punkte S a und S b gilt (d.h. punktförmige 
Quellen, deren gegenseitiger Abstand geringer als d ist, 
sind kohärent, wenn Quellen mit dem Abstand d kohärent 
sind). Wenn wir (siehe weiter unten) mehrere oder viele 
Spalte in einem Schirm behandeln, so werden wir die 
Kohärenzbedingung (9.58) auf die ganze Anordnung der 
Spalte anwenden können; D ist dann der Abstand der 
beiden äußeren Spalte voneinander. 


9.5. Divergenz eines „Bündels" laufender Wellen 

Ein „Bündel“ laufender Wellen ist ein endlich breites 
Muster von Wellen, die sich in einer bestimmten Richtung 
bewegen. Der Strahl sichtbaren Lichts aus einer Taschen¬ 
lampe oder ein (aus Mikrowellen bestehender) Radar¬ 
strahl wird dadurch erzeugt, daß man eine kleine Quelle 
elektromagnetischer Strahlung in den Brennpunkt eines 
parabolischen Reflektors bringt. Die kleine Quelle stößt 
die Elektronen in der Metalloberfläche des Reflektors mit 
genau der richtigen Phasenbeziehung an, so daß sich die 
von allen Punkten der Oberfläche reflektierte Strahlung 
entlang der Strahlrichtung durch Interferenz verstärkt. 
Anders läßt sich ein Lichtbündel dadurch erzeugen, daß 
man Licht von einer kleinen oder weit entfernten Quelle 
(z.B. der Sonne) an einem kleinen ebenen Spiegel reflek¬ 
tiert. Anstelle eines Spiegels können wir auch ein Loch 
in einem undurchsichtigen Schirm verwenden. Ist die 
Quelle genügend weit entfernt und genügend klein, so 
kann die am Spiegel (oder Loch) einfallende Strahlung 
näherungsweise als ebene Welle betrachtet werden, d.h. 
als Welle, die überall in ein und derselben Richtung läuft. 
Der Spiegel reflektiert dann „einen Teil der ebenen Welle“. 
Ebenso verhält sich das Strahlungsbündel bei einer klei¬ 
nen Quelle im Brennpunkt eines Parabolspiegels (wenn 
die Quelle genügend klein und der Spiegel ein vollkom¬ 
menes Paraboloid ist) näherungsweise wie ein „Segment 
einer ebenen Welle“, in der sich die gesamte Strahlung in 
der gleichen Richtung ausbreitet. Alle diese Überlegungen 
gelten genauso für Schall- und Wasserwellen. 

Die Beugung beschränkt die Divergenz eines Bündels. 
Nun kommen wir zu einer interessanten und überaus 
wichtigen Frage: Kann man durch äußerst vorsichtiges 
Vorgehen ein Wellenbündel erzeugen, das sich genau wie 
ein „Querschnitts-Segment“ einer ebenen Welle verhält, 
d.h., in dem alle Wellen in genau derselben Richtung lau¬ 
fen, so daß ein vollkommen paralleles Bündel vorliegt, 
das seine Breite ein für allemal beibehält? Nein. Die 
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Strahlen im Bündel sind nie vollkommen parallel, wie 
klein auch die punktförmige Quelle im Brennpunkt einer 
idealen Parabel sein mag. Ist die z-Richtung die „vorwie¬ 
gende“ Richtung und hat das Bündel (an einem gegebe¬ 
nen Punkt z, z.B. am Reflektor) die Breite D, so divergie¬ 
ren die Ausbreitungsrichtungen um einen Betrag, dessen 
„volle Breite bei der Hälfte des Intensitätsmaximums“ 
ungefähr X/D ist. (Wir werden das weiter unten bewei¬ 
sen.) Trifft eine vollkommen ebene Welle von einer weit 


entfernten punktförmigen Quelle auf ein Loch der Breite 
D (oder einen Spiegel der Breite D), so ist die Divergenz 
des durchgehenden Bündels ebenfalls ungefähr X/D. Nur 
wenn D Unendlich (oder X Null) ist, kann die Divergenz 
Null sein. Man sagt: Die Beugung beschränkt die Diver¬ 
genz des Strahlenbündels. Büd 9.10 zeigt einige Beispiele 
für Strahlenbündel. Ist die ursprüngliche Breite des Bündels 
gleich D und versucht man, die Strahlen so gut wie mög¬ 
lich parallel zu machen, so ist die Breite W des Bündels 
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den Betrag W X/D. 

a) Erzeugung eines Bündels durch Punktquelle und Parabolspiegel. 

b) Erzeugung eines Bündels durch Einfall einer ebenen Welle auf ein Loch in einem undurchsichtigen Schirm. 

c) Erzeugung eines Bündels durch Einfall einer ebenen Welle auf einen ebenen Spiegel. 

d) Emission eines Bündels von einem ebenen Strahler, dessen einzelne Teile alle phasengleich schwingen. 
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nach Durchlaufen einer größeren Distanz / ungefähr 
gleich der ursprünglichen Breite D plus / mal der Diver¬ 
genz X/D des Bündels. Für genügend große / können wir 
die ursprüngliche Breite D vernachlässigen. Wir haben also 


Divergenz: 



Breite des Strahlenbündels: W 



(9.39) 

(9.40) 


„steuern“, die nicht senkrecht auf der Strahleroberfläche 
steht. Genau das geschieht in Bild 9.10c, wo die verschie¬ 
denen Teilstücke des um 45° gegen die einfallende Plan¬ 
welle geneigten Spiegels von der einfallenden Welle in un¬ 
terschiedlicher Phase angeregt werden, so daß der Bereich 
des Interferenzmaximums - die Richtung des reflektier¬ 
ten Strahls - nicht senkrecht auf dem Spiegel steht, son¬ 
dern dem „Reflexionsgesetz“ entspricht.) 


Jede der vier Skizzen in Bild 9.10 kann als Darstellung 
von Wasserwellen, Schallwellen oder elektromagnetischen 
Wellen (z.B. sichtbarem Licht der Wellenlänge 5 • KT 5 cm, 
oder Mikrowellen der Wellenlänge 10 cm) angesehen 
werden. 

Ein Strahlenbündel ist ein Interferenzmaximum. Wir 
bringen nun eine grobe Ableitung der Gl. (9.39). (Eine 
exakte Ableitung werden wir im Abschnitt 9.6 geben.) 

Das Ergebnis ist von der Art der Wellen und von der Art 
ihrer Erzeugung unabhängig. Wir können also gleich die 
einfachste Quelle - vermutlich den in Bild 9.10d gezeig¬ 
ten ebenen Strahler - verwenden. Bei Schallwellen kann 
das z.B. ein im Freien schwingender Kolben sein. Bei 
elektromagnetischen Wellen kann es sich um eine endlich 
große schwingende Ladungsschicht, z.B. um eine ebene 
Antennenanordnung (z.B. Rahmenantenne), handeln. 

Auf jeden Fall ist der gesamte Strahler kohärent. Das be¬ 
deutet, daß sich alle „beweglichen Teile“ phasengleich 
bewegen. (Ist das nicht der Fall, so ist die Winkel Streuung 
größer als der in Gl. (9.39) angegebene Wert. Ist der Strah¬ 
ler im Grenzfall inkohärent, dann gibt es überhaupt kein 
Strahlenbündel.) Ein Aufpunkt, der sich in der Haupt¬ 
richtung des Bündels in genügend großem Abstand vom 
Strahler befindet, ist von allen Punkten des Strahlers un¬ 
gefähr gleich weit entfernt. Daher addieren sich die Wellen 
von allen Teilen des Strahlers mit demselben Phasenunter¬ 
schied und wir haben ein Interferenzmaximum. Das ist 
die Definition für die Hauptrichtüng des Strahlenbündels. 
(Variiert man den Phasenunterschied über die Oberfläche 
des Strahlers, so kann man das Bündel in eine Richtung 


Divergenz des Strahlenbündels. In einem weit entfern¬ 
ten Aufpunkt, der sich nicht ganz in der Mitte des Bündels 
befindet, herrscht keine vollständige Verstärkung. Wir tei¬ 
len den Strahler in zwei Hälften, eine obere und eine un¬ 
tere, und bestimmen die erste Nullstelle des Interferenz¬ 
musters. Zu diesem Zweck nehmen wir an, der Strahler 
bestehe näherungsweise aus zwei kohärenten Punkt- oder 
Linienquellen, von denen sich eine in der Mitte der obe¬ 
ren Hälfte, die andere in der Mitte der unteren Hälfte des 
Strahlers befindet. Diese beiden Quellen sind um die 
Strecke \ D voneinander entfernt. Das erste Interferenz¬ 
minimum (d.h. das erste Minimum beiderseits des Haupt¬ 
maximums entlang der Strahlrichtung) tritt bei einem 
Gangunterschied von einer halben Wellenlänge auf, d.h. 
wenn (\ D) sin 6 gleich \ X ist. Für kleine Winkel setzen 
wir sin 9 = 6 und erhalten 


Halbe Divergenz 

_ X 

bis zum ersten Minimum 

D ‘ 


Bild 9.11 zeigt den Sachverhalt. 

Wo liegt das nächste Maximum? Wären die Punkte S x 
und S 2 in Bild 9.11 tatsächlich punktförmige (oder line¬ 
are) Quellen, so würde das nächste Maximum dort liegen, 
wo die Wegstrecke von der Quelle Si zum Aufpunkt um 
eine Wellenlänge größer ist als der Weg von der Quelle Si 
zum Aufpunkt. Die obere Hälfte ist dann wohl mit der 
unteren Hälfte in Phase, doch liefern beide keinen Beitrag! 
Wenn man nämlich sowohl die obere als auch die untere 
Hälfte wieder halbiert, so daß der ganze Strahl in vier 


Bild 9.11 

Ebener Strahler. Quelle Sj stellt die 
Beiträge der oberen Hälfte, Quelle S 2 
die Beiträge der unteren Hälfte dar. 
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Viertel geteilt ist, so ist der Beitrag vom ersten Viertel ge¬ 
gen den vom zweiten Viertel um 180° phasenverschoben 
und löscht diesen aus ; ebenso ist der Beitrag vom dritten 
Viertel gegen den Beitrag vom vierten Viertel um 180° 
phasenverschoben und löscht ihn aus. Das erste Neben¬ 
maximum tritt also nicht auf, wenn wir zwei Hälften ha¬ 
ben, deren Beiträge einen Phasenunterschied von 2n auf¬ 
weisen (da wir ja dann auch vier Viertel haben, deren 
Phasenunterschied jeweils i r ist), sondern wenn wir den 
Strahler in drei Drittel teilen, wobei sich nebeneinander¬ 
liegende Drittel jeweils um den Phasenwinkel i r unter¬ 
scheiden. Zwei der Drittel löschen sich gegenseitig aus, 
doch das dritte Drittel bleibt übrig. Die Amplitude des 
ersten Nebenmaximums ist also wenigstens um den Fak¬ 
tor | kleiner als die Amplitude des Hauptmaximums 
(in Wirklichkeit ist sie wegen der Phasenunterschiede in¬ 
nerhalb des übriggebliebenen Drittelbeitrages noch klei¬ 
ner). Wir sehen, daß die Nebenmaxima im Vergleich zum 
zentralen Maximum, das die ,,Strahlrichtung“ ergibt, 
kleine Amplituden besitzen. Eine exakte Untersuchung 
ergibt, daß die halbe Divergenz bis zur ersten Nullstelle 
gleich der gesamten Divergenz bei ungefähr der Hälfte 
der Maximalintensität ist; so haben wir aber die Diver¬ 
genz des Strahlenbündels in Gl. (9.39) definiert. Wir ha¬ 
ben somit Gl. (9.39) grob abgeleitet. (Büd 9.14 in Ab¬ 
schnitt 9.6 zeigt das exakte Ergebnis.) 


Anwendungsbeispiel: Laserstrahl gegen Taschen - 
lampenstrahl Nehmen Sie an, Sie hätten einen durch 
Beugung beschränkten Laserstrahl vom Durchmesser 
D = 2 mm und von der Wellenlänge 6000 Ä = 600 nm. 
Um wieviel verbreitert sich der Strahl auf eine Entfer¬ 
nung von 15 m? Die Winkelverbreiterung des Strahls 
ist gleich 


A 6 


X ^ 6 • 10 5 cm 

D % 0,2 


3 • 10" 4 rad. 


Die Winkelverbreiterung, multipliziert mit der Ent¬ 
fernung / = 1500 cm, gibt eine Verbreitemng von 
W « 1500 • 3 • IO" 4 « 0,5 cm = 5 mm. (Mit einem 
Laser läßt sich das im Hörsaal gut demonstrieren.) An¬ 
genommen, Sie haben eine Kleinsttaschenlampe (Stift¬ 
lampe), deren Strahl von einem „punktförmigen“ Glüh¬ 
faden im Brennpunkt einer Linse erzeugt wird und beim 
Austritt aus der Linse einen Durchmesser von 2 mm hat. 
Wie klein müßte der Glühfaden sein, damit der Strahl der 
Lampe durch Beugung beschränkt ist? Ist der Glühfaden 
kein Punkt, dann liefern seine einzelnen Teüe „unabhän¬ 
gige“ Strahlen. Die durch die endliche Größe des Glüh¬ 
fadens erzeugte Winkelverbreiterung ist ungefähr gleich 
der Breite des Glühfadens, dividiert durch die Brenn¬ 
weite f: 



Wollen wir einen Strahl erzeugen, der mit einer Breite 
von 2 mm beginnt und durch die Beugung (anstatt durch 
die Größe des Glühfadens) beschränkt ist, so muß das 
vom Glühfaden herrührende A 6 kleiner als die „Beugungs¬ 
divergenz“ (die nach unserer obigen Berechnung ungefähr 
3 • 10" 4 rad beträgt) sein. Der Glühfaden einer gewöhn¬ 
lichen Stiftlampe befindet sich ungefähr 0,5 cm hinter 
der Linse, d.h. f « 0,5 cm. Die Querabmessung Ax des 
Glühfadens müßte also durch 

Ax< f A0 « 0,5 • 3 • 10~ 4 « 1,5 • IO' 4 cm 
gegeben sein. So ein kleiner Glühfaden ist schwer herzu¬ 
stellen. 


9.6. Beugung und das Huygenssche Prinzip 

Der Unterschied zwischen Interferenz und Beugung. 

Im Abschnitt 9.5 behandelten wir die Divergenz eines 
durch Beugung beschränkten Strahlenbündels. Wir brach¬ 
ten eine grobe Ableitung für das Beugungsmuster, das 
man erhält, wenn eine unendlich ausgedehnte Planwelle 
auf eine Öffnung in einem undurchsichtigen Schirm 
(Büd 9.10b) oder auf einen Spiegel (Büd 9.10c) trifft 
oder von einem ebenen Strahler emittiert wird (Büd 9. lOd). 
In den vorangegangenen Abschnitten behandelten wir das 
von zwei punktförmigen oder linearen Quellen herrühren¬ 
de Interferenzmuster. Welcher Unterschied besteht zwi¬ 
schen einem Interferenzmuster und einem Beugungs¬ 
muster? Eigentlich gar keiner. Aus historischen Gründen 
nennt man gewöhnlich das Amplituden- oder Intensitäts¬ 
muster, das durch Überlagerung der Beiträge einer end¬ 
lichen Anzahl diskreter kohärenter Queüen entsteht, ein 
Interferenzmuster. Das durch Überlagerung der Beiträge 
einer „kontinuierlichen“ Verteüung kohärenter Quellen 
erzeugte Amplituden- oder Intensitätsmuster wird gewöhn¬ 
lich Beugungsmuster genannt. So spricht man vom Inter¬ 
ferenzmuster zweier schmaler Spalte, vom Beugungsmuster 
eines breiten Spalts oder vom kombinierten Interferenz- 
und Beugungsmuster zweier breiter Spalte. 

Im Abschnitt 9.5 hatten wir angenommen, daß durch 
Beugung beschränkte Strahlenbündel, die durch den Ein¬ 
fall einer ebenen Welle auf eine Öffnung in einem Schirm 
(Büd 9.10b) oder von einem ebenen Strahler (der die 
Größe der Öffnung hat und der überaü phasengleich und 
mit derselben Amplitude schwingt) erzeugt werden 
(Büd 9.10d), gleichwertig sind. Wir werden versuchen, 
diese Annahme von der Äquivalenz im vorliegenden Ab¬ 
schnitt zu rechtfertigen. Dabei werden wir finden, daß 
diese Äquivalenz nicht exakt güt. Sie ist jedoch eine nütz¬ 
liche Näherung und vereinfacht die Berechnung von Beu- 
gungsmustem wesentlich. Sie kann nur dann verwendet 
werden, wenn die Öffnung groß im Vergleich zur Weüen- 
länge ist. Trifft das zu, so ist die Näherung für die Berech¬ 
nung der Strahlung, die unter nicht zu großen Winkeln 
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(gerechnet von der Strahlrichtung) emittiert wird, und 
somit auch für die Berechnung von Intensität und Ampli¬ 
tude in einer genügend großen Entfernung von der Öff¬ 
nung bzw. vom äquivalenten Strahler recht brauchbar. 

Sie ist jedoch vollkommen unbrauchbar, wenn man etwas 
über die Felder in der Öffnung selbst wissen möchte. Die 
Methode, bei der diese hypothetische Äquivalenz ver¬ 
wendet wird, heißt Huygenssche Konstruktion. Wir wer¬ 
den sie bei der Berechnung des Beugungsmusters, das 
beim Auftreffen einer ebenen Welle (die z.B. von einer 
weit entfernten punktförmigen Quelle erzeugt wurde) 
auf ein Loch in einem undurchsichtigen Schirm entsteht, 
benutzen. 

Die Wirkungsweise eines undurchsichtigen Schirms. 
Jede elektromagnetische Strahlung geht letztlich auf die 
Schwingung geladener Teilchen zurück. Das gesamte elek¬ 
trische (und magnetische) Feld in irgendeinem Punkt ist 
eine Überlagerung der Wellen, die von allen Quellen, d.h. 
von allen schwingenden Ladungen erzeugt werden. Beim 
hier betrachteten Problem ist die weit entfernte punkt¬ 
förmige Quelle, die die am Schirm auftreffende ebene 
Welle erzeugt, eine dieser Quellen. Wir nennen sie die 
Quelle S. Hinter dem undurchsichtigen Schirm ist die ge¬ 
samte Wellenamplitude gleich Null (laut Annahme, denn 
das verstehen wir unter einem undurchsichtigen Schirm). 
Diese gesamte Welle ist eine Überlagerung der Welle von S 
und der Wellen, die von schwingenden Elektronen im 
Schirmmaterial emittiert werden. Der Schirm verschluckt 
also die von S einfallende Welle nicht einfach. Seine Elek¬ 
tronen werden von der einfallenden Strahlung (und von 
der Strahlung, die die anderen Elektronen im Schirm aus¬ 
senden) angeregt, und erst die Überlagerung aller Wellen, 
also derjenigen von S und von allen Elektronen, ergibt 
hinter dem Schirm Null. Falls Ihnen dies merkwürdig er¬ 
scheint, so versuchen Sie, sich zu erinnern, wieso ein elek¬ 
trostatisches Feld in einem guten metallischen Leiter zu¬ 
sammenbricht. Der Leiter frißt das äußere Feld nicht auf. 
Dieses Feld existiert im Leiter, doch die Ladungen im 
Leiter bewegen sich (bis das statische Gleichgewicht er¬ 
reicht ist) und kommen an der Oberfläche erst dann zum 
Stillstand, wenn die Überlagerung der Felder der Ober¬ 
flächenladungen und des äußeren Feldes im Leiter das 
Gesamtfeld Null ergibt. Alle elektromagnetischen Felder 
rühren von geladenen Teilchen her, und auch ein „Null¬ 
feld“, wie das hinter einem undurchsichtigen Schirm, ist 
das Ergebnis einer Überlagerung. 

Wenn Sie sich die elektrischen Kraftlinien eines gela¬ 
denen Teilchens wie einen kleinen Strom von Projektilen, 
die von der Punktladung mit Lichtgeschwindigkeit aus¬ 
gesandt werden, vorstellen, so werden Sie auf Schwierig¬ 
keiten stoßen. Für kleine Projektile gilt nicht das Super¬ 
positionsprinzip. Sie können sich nicht ungestört durch¬ 
dringen. Zwei Projektile können sich nicht gegenseitig 
auslöschen. Mit einer solchen irreführenden Vorstellung 


werden Sie sich wahrscheinlich auch die Wirkung eines 
metallischen Leiters auf ein elektrostatisches Feld so vor¬ 
stellen, daß dieser Leiter „die Projektile wie eine Art 
Schutzpanzer aufhält“. Ebenso könnten Sie sich dann 
auch fälschlicherweise einen für sichtbares Licht undurch¬ 
lässigen Schirm wie einen Schutzpanzer vorstellen, der 
das Licht aufhält, verschluckt und es dabei in Wärme um¬ 
wandelt (wenn der Schirm schwarz ist) bzw. die Projek¬ 
tile abprallen läßt (wenn der Schirm eine glänzende Metall¬ 
folie ist). Diese Vorstellung ist schlecht. Sollten Sie sie 
haben, so sind Sie nicht der erste - sie ist jedoch falsch. 
Sehen Sie zu, daß Sie sie loswerden. 

Der glänzende und der schwarze undurchsichtige 
Schirm. Unter den verschiedenen undurchsichtigen Schir¬ 
men gibt es zwei Extremfälle. Einer davon ist der glän¬ 
zende undurchsichtige Schirm (z.B. ein Stück undurch¬ 
sichtige Aluminiumfolie). Die Elektronen in Metall wer¬ 
den vom örtlichen elektrischen Feld angeregt, folglich 
emittieren sie elektromagnetische Wellen. Die Überlage¬ 
rung der einfallenden Welle mit den Wellen von den Elek¬ 
tronen ergibt in der Vorwärtsrichtung (d.h. der Richtung 
der einfallenden Strahlung) Null. In der Rückwärtsrich¬ 
tung ergibt sich eine reflektierte Welle. Weit weg von 
irgendeiner Resonanzfrequenz wird die Bewegung eines 
herausgegriffenen Elektrons nur durch die Amplitude der 
elastischen Schwingung bestimmt, die Geschwindigkeit 
ist also gegen das gesamte elektrische Feld am Ort des 
Elektrons um 90° phasenverschoben. Daher wird während 
eines vollständigen Zyklus am Elektron keine Arbeit ge¬ 
leistet. (Das Elektron leitet die Strahlungsenergie sozu¬ 
sagen um, ohne etwas von der Energie für sich zu behal¬ 
ten.) 

Der andere Extremfall ist der schwarze undurchsich¬ 
tige Schirm (z.B. schwarzer Karton oder ein Mikroskop- 
Objektträger mit einer Rußschicht). Auch hier werden 
die Elektronen von der einfallenden Strahlung angeregt. 

Sie erfahren ebenfalls den Widerstand des Mediums und 
befinden sich stets auf ihrer Endgeschwindigkeit. Ihre 
Strahlung in der Vorwärtsrichtung weist gegenüber der 
einfallenden Strahlung eine Phasenverschiebung von 180° 
auf, die Überlagerung der beiden Strahlungen ergibt da¬ 
her Null (wenn der Schirm dick genug ist). Die Geschwin¬ 
digkeit eines herausgegriffenen Elektrons ist mit der ge¬ 
samten elektrischen Kraft am Ort des Elektrons immer 
in Phase; daher wird am Elektron Arbeit verrichtet. Diese 
Arbeit überträgt sich auf das Medium und erwärmt es. 

Es gibt keine resultierende reflektierte Welle - die Bei¬ 
träge aus den verschiedenen Schichten des Schirms über¬ 
lagern sich und ergeben in der Rückwärtsrichtung Null. 

Die Wirkung eines Lochs in einem undurchsichtigen 
Schirm. Wir schneiden jetzt ein kleines Loch (oder einen 
Spalt) in unseren undurchsichtigen Schirm. Zuerst mar¬ 
kieren wir das Material, das entfernt werden soll. Wir 
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Bild 9.12. Einfall ebener Wellen von einer weit entfernten punktförmigen Quelle S auf einen undurchsichtigen Schirm. 
Die Überlagerung der Felder von den Ladungen in S, a, b und Stöpsel 1 gibt hinter dem Schirm Null. 


werden dieses Loch „Spalt 1“ nennen, also markieren 
wir das zu entfernende Material mit „Stöpsel 1“. Das 
Material oberhalb und unterhalb von Stöpsel 1 bezeich¬ 
nen wir mit a (oberhalb) und b (unterhalb). Das Gesamt¬ 
feld hinter dem Schirm, das ja gleich Null ist, ist die Über¬ 
lagerung der von der Quelle S, dem Material a und b und 
vom Stöpsel 1 emittierten Felder. Bevor wir also das Ma¬ 
terial für den Spalt 1 entfernen , haben wir 

E = 0 = E s +E a + E b +E 1 . (9.42) 

Bild 9.12 zeigt diese Situation. 

Nun entfernen wir das Material aus Spalt 1 (den Stöp¬ 
sel 1). Wir nehmen an , daß die Bewegung der Elektronen 
in den Gebieten a und b durch das Herausnehmen des 
Stöpsels nicht verändert wird. (Das ist nur eine Näherung, 
da die Elektronen in den Gebieten a und b vom Gesamt¬ 
feld am jeweiligen Ort angeregt werden, und dieses Ge¬ 
samtfeld enthält auch das Feld der Elektronen, die im 
Stöpsel waren. Diejenigen Elektronen in a und b, die nur 
wenige Wellenlängen weit von den Kanten des Spalts ent¬ 
fernt sind, werden durch das Herausnehmen des Stöpsels 
am meisten beeinflußt, da die von einem bestimmten Elek¬ 
tron ausgehende Strahlung mit wachsender Entfernung 
schwächer wird, so daß die nächsten Nachbarn am wich¬ 
tigsten sind.) Unter dieser Annahme ist das Gesamtfeld 
hinter dem Schirm nicht mehr die durch Gl. (9.42) gege¬ 
bene Überlagerung, die ja Null ergibt. Das Gesamtfeld ist 
vielmehr gleich dieser Überlagerung minus dem Beitrag 
vom Stöpsel 1: 

E = E s + E a + E b 
= (Es +E a + E b + E^ — E x 
«O-Ej 

«-Ei. (9.43) 


Wir sehen, daß das resultierende Feld - also die Über¬ 
lagerung der Beiträge der Quelle S und dem übriggeblie¬ 
benen Material des Schirms (a und b) - bis auf das Vor¬ 
zeichen gleich dem Feld ist, das der Stöpsel emittierte, 
als er noch an seinem Platz war. Wir finden also das Feld 
hinter dem Schirm dadurch, daß wir uns vorstellen, wir 
ersetzen die Quelle und den Schirm mit dem Spalt durch 
ein einfacheres System, nämlich durch den Stöpsel selbst, 
ohne Quelle S und ohne den Rest des Schirms; dabei sol¬ 
len alle Elektronen im Stöpsel mit derselben Phase und 
Amplitude schwingen, mit der sie wirklich schwingen, 
wenn sich der Stöpsel an seinem Platz befindet. Damit 
haben wir eine einfache Methode zur Berechnung von 
Interferenzmustem, die von Spalten in undurchsichtigen 
Schirmen erzeugt werden. Die Methode ist deshalb so ein¬ 
fach, weil wir die Amplituden- und Phasenänderungen der 
schwingenden Elektronen im Stöpsel als Funktion des 
Orts entlang der Strahlrichtung gar nicht erst kennen wol¬ 
len. (Der Schirm hat natürlich eine endliche Dicke.) Wür¬ 
den wir sie kennen, so könnten wir etwas über die „Rück¬ 
wärtsstrahlung“ des Stöpsels aussagen, d.h. wir könnten 
zwischen einem glänzenden und einem schwarzen un¬ 
durchsichtigen Schirm unterscheiden. Wir nehmen aber 
statt dessen bloß an, daß das vom Stöpsel erzeugte Feld E t 
durch eine unendlich dünne Schicht von Ladungen, die 
alle mit gleicher Phase und Amplitude schwingen, erzeugt 
wird. 

Das Huygenssche Prinzip. Dieses oben beschriebene 
Verfahren heißt Huygenssches Prinzip. Es läßt sich für 
eine beliebige Anzahl von Spalten ebenso wie für einen 
einzelnen breiten Spalt anwenden. Die Grundlage dafür 
steckt in den Gin. (9.42) und (9.43). Beachten Sie, daß 
der in Gedanken als Ersatz verwendete dünne „strahlende 
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Stöpsel“ nur hinter dem Schirm das richtige Interferenz¬ 
muster liefert. Ein reeller „strahlender Stöpsel“, also eine 
„Flachantenne“, strahlt in allen Richtungen. Ein reeller 
undurchsichtiger Schirm mit einem Loch erzeugt viel 
oder wenig Rückwärtsstrahlung (reflektierte Strahlung), 
je nachdem, ob er glänzend oder schwarz ist. Zur Berech¬ 
nung des Feldes links vom Schirm (wenn die einfallende 
Strahlung, wie im Bild, von links kommt) läßt sich der 
„Huygenssche Stöpsel“ nicht benutzen, da wir die Phasen- 
und Amplitudenänderung zwischen der Vorder- und Hin¬ 
terfläche des Stöpsels vernachlässigt haben. Diese Ände¬ 
rung hängt davon ab, ob der Schirm glänzend oder 
schwarz ist. 

Außerdem ist noch zu beachten, daß wir beim Auf¬ 
stellen der Gl. (9.43) angenommen hatten, E a und E b 
seien mit und ohne Stöpsel gleich. Wie bereits erwähnt, 
stimmt das nur näherungsweise. Hat man z.B. einen ein¬ 
zelnen breiten Spalt und berechnet die Felder rechts des 
Schirms sowie im Spalt selbst mit dem Huygensschen 
Verfahren, so findet man: Das Huygenssche Verfahren 
liefert für genügend große Entfernungen rechts vom 
Schirm eine sehr gute Näherung, wenn man sich nahe 
genug an der Vorwärtsrichtung befindet und wenn der 
Schirm viele Wellenlängen breit ist. In der Nähe des 
Schirms selbst ist die Näherung jedoch sehr schlecht. 

Vom Spalt aus gesehen sind die schwingenden Ladungen 
in der Nähe der Kante des Spalts (im Schirmmaterial) am 
wichtigsten, weü sie am nächsten sind. Aber gerade diese 
Ladungen werden durch das Herausnehmen des Stöpsels 
am meisten beeinflußt. Das Feldmuster kann im Spalt 
und besonders in der Nähe seiner Kanten, wo die näch¬ 
sten schwingenden Ladungen vorherrschen, sehr kom¬ 
pliziert sein. Sie werden vielleicht fragen: „Warum löst 
man das Problem nicht einfach exakt? “ Das ist aber sehr 
schwierig. Man muß die Maxwellschen Gleichungen im 
gesamten Vakuumbereich und im Material lösen, die 
Materialeigenschaften genau angeben und an den Rändern 
alles aneinander anfügen. Es gibt keine allgemeine Lösungs¬ 
methode und nur sehr wenige dieser Probleme sind bis 
jetzt exakt gelöst. 

Berechnung des Beugungsmusters eines Einzelspalts 
mit dem Huygensschen Verfahren. Wir wollen nun das 
Beugungsmuster berechnen, das entsteht, wenn eine (bei¬ 
spielsweise von einer weit entfernten punktförmigen Quel¬ 
le emittierte) ebene Welle auf einen Spalt trifft. Nach dem 
Huygensschen Verfahren denken wir uns die einfallende 
ebene Welle (bzw. die weit entfernte punktförmige Quelle) 
und das Material des Schirms durch eine Platte aus strah¬ 
lendem Material - den „Huygensschen Stöpsel“ - ersetzt. 
Wir müßten eigentlich über die Beiträge infinitesimaler 
Elemente der Platte integrieren (die Beiträge überlagern), 
da die schwingenden Ladungen kontinuierlich über die 
Platte verteüt sind. Anstatt über eine kontinuierliche Ver- 


teüung zu integrieren, können wir (und werden wir auch) 
die Summe über die diskreten Beiträge von n gleichartigen, 
regelmäßig angeordneten „Antennen“ betrachten. Geht n 
gegen Unendlich, dann haben wir eine kontinuierliche Ver- 
teüung von Strahlungsquellen. (Der Vorteü der Verwen¬ 
dung von n diskreten Quellen anstelle einer kontinuier¬ 
lichen Verteüung liegt darin, daß wir zugleich auch das 
Strahlungsmuster erhalten, das von n Antennen oder n 
schmalen Spalten — beliebiges n von n = 2 bis Unendlich — 
erzeugt wird.) 

Die Gesamtbreite des breiten Einzelspalts sei D. Dann 
ist D die Breite des Bereichs, der unsere lineare Anord¬ 
nung von n „Huygensschen Antennen“ enthält. Der Ab¬ 
stand zwischen zwei benachbarten Antennen sei d. Dann 
haben wir D = (n - l)d. Die ebene Welle falle in der posi¬ 
tiven z-Richtung ein, und die n Spalte seien entlang der 
x-Richtung angeordnet (Büd 9.13). 

In einem entfernten Aufpunkt P liefert jede Antenne 
einen Beitrag derselben Amplitude A(r) (weil P weit ge¬ 
nug entfernt ist, so daß wir für die Entfernungsabhängig¬ 
keit der Amplitude annehmen können, daß alle Antennen 
ungefähr gleich weit von P entfernt sind). Nach unserer 
Annahme schwingen alle Antennen phasengleich. Das elek¬ 
trische Feld E im Punkt P ist daher gleich der Überlage¬ 
rung 

E = A(r) cos (kr! - cot) + A(r) cos (kr 2 - cot) + ... 

+ A(r) cos (kr n - cot). (9.44) 

Wir wollen nun diese Überlagerung von n laufenden Wel¬ 
len in der Form einer einzigen laufenden Welle ausdrücken; 
diese Welle soll sich von der Mitte der Antennenanordnung 
aus ausbreiten, und ihre Amplitude soll als Funktion des 
Emissionswinkels moduliert sein. (Dasselbe haben wir im 
Abschnitt 9.2 bei der Behandlung des Interferenzmusters 
zweier punktförmiger Quellen getan. Für n = 2 sollten 
sich hier die alten Resultate ergeben.) Die Rechnung läßt 
sich mit Hüfe von komplexen Zahlen vereinfachen. Der 
Realteü der komplexen Größe E c stellt das Feld E dar. 

Es ist 

E c = A(r) e -itJt (e ikri + e*' 2 + ... + e ikr "). (9.45) 

Nach Bild 9.13 ist aber 
r 2 = r x + d sin0, 
r 3 = ri + 2d sin0, 


r n =r i +(n- l)dsin0. (9.46) 

Somit wird aus Gl. (9.45) 

E c = A(r)e- itJt e ikr i(l +e ik(r 3" r i> + ...) 

= A(r)e~ iuJt e ikri S, (9.47) 

wobei 

S = 1 + e ik(r2 ’ ri) + e ik(r3 - r i > + ... 

= 1+a + a 2 + ... + a n_1 , (9.48) 
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Bild 9.13. n Antennen bzw. n schmale Spalte, deren Ladungen alle phasengleich schwingen. 


mit 

a = e ik(r 2 -r!) _ e ik(dsin0) 
hier ist 

27r 

Ai/? = kd sin 0 = -y d sin 0 


(9.49) 


(9.50) 


der Phasenunterschied zwischen den Wellen (in P), die von 
benachbarten Antennen stammen. Die geometrische Reihe 
(9.48) genügt der Beziehung 
aS - S = a n - 1, 
a n - 1 


S = 


a — 1 

e in Al#> - 1 

p iA V> _ 1 


gi(l/2)n Ap ^gi(l/2)n Aip _ e -i(l/2)n Av> j 
j e i(l/2)A^ _ e -i(l/2)A^] 

sin \ n A <p 


i( 1/2) Aip 


= e i(l/2)(n-l)A.p 


sin \ Ai p 


(9.51) 


Dann wird aus Gl. (9.47) 

E c = A(r)e -icJt e ik l r i + ( 1 / 2 )(" - Dd sin e ] 
sin | n Ai p 


sin r n Ai p 


sin \ Ai/; 


= A(r)e~ ia,t e ikr 


sin -z Ai/? 


(9.52) 


wobei die Größe 

r = ii + \ (n - l)d sin0 
= r t + \ D sin 0 


(9.53) 


den Abstand von P zur Mitte der Antennenanordnung 
darstellt. Nehmen wir nun den Realteil der GL (9.52), so 
erhalten wir das Feld im Punkt P: 


E(r,0,t) = 


r A(r) sin ^nAf 


sin \ Ai/? 

= A(r,0)cos(kr - cot) 


cos (kr - cot) 


(9.54) 


Wir wollen uns noch überzeugen, daß Gl. (9.54) für 
n = 2 unser bereits von früher bekanntes Resultat, näm¬ 
lich Gin. (9.12) und (9.13) liefert. Dazu benutzen wir die 
Identität sin 2x = 2 sin x cos x mit x = \ Ai/?: 

2sin^ Ai/? cos^ Ai/? 

E(r, 0, t) = A(r)- — x -cos (kr - cot) 

sin 5 Ai p 

= [2Acos| Ai/?] cos (kr - cot). 

Das stimmt mit den früheren Ergebnissen überein. 


Beugungsmuster des Einzelspalts. Wir lassen n gegen 
Unendlich gehen und halten D konstant. Der Abstand d 
geht gegen Null. Auch die relative Phasenverschiebung Ai p 
zwischen den Wellen, die von benachbarten Antennen 
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stammen, geht gegen Null. Die gesamte Phasenverschie¬ 
bung <t> zwischen dem Beitrag der ersten und dem der 
n-ten Antenne in P ist genau gleich (n - 1)A<p. Für sehr 
große n ist das ungefähr gleich nAy : 

$> = (n - l)Ay = kD sin 0 (9.55) 

$«nA(/), n>l. (9.56) 


Die modulierte Amplitude in Gl. (9.54) ist also 


A(r,0) = A(r) 


sin \nAy 
sin \ A 


' A(r) 


sin^ <t> 


sin [\ (<t>/n)J 


. (9.57) 


Für genügend große n lassen sich in Gl. (9.57) alle Glieder 
der Taylorreihe für sin \\ (<t>/n)|, mit Ausnahme des ersten, 
vernachlässigen: 


. 1 <t> 1 <t> 

sin ——« — —, 

2 n 2 n 

sin \ <t> 

A(r,0) = nA(r) , 


(9.58) 

(9.59) 


Wir können noch eine Vereinfachung vornehmen. Wäh¬ 
rend n gegen Unendlich geht, müssen wir A(r) so gegen 
Null gehen lassen, damit A(r) konstant ist, da wir von 
jedem infinitesimalen Element dx der kontinuierlichen 
Anordnung denselben Beitrag wollen, gleichgültig, wie 
viele Antennen das gerade herausgegriffene Element ent¬ 
hält. (Erinnern Sie sich: wir verwenden die Antennen in 
einer Huygensschen Konstruktion.) Wir können n und 
A(r) aus Gl. (9.59) eliminieren, wenn wir beachten, daß <t> 
gegen Null und das Verhältnis sin \ $/\ $ gegen Eins 
geht, wenn 6 gegen Null geht: 


sinx 


x-ix 3 + 


— = 1 — \ x 2 + ... = 1 für x = 0 . 


Nach Gl. (9.59) ist also A(r, 0) gleich nA(r) mal Eins. 
Schließlich haben wir 


E(r,0, t) = A(r, 0) 


sin^<t> 


. 3 * 


cos (kr - cot), 


(9.60) 


mit 

<t> = 2 tt 


D sin# 
X 


(9.61) 


Wie aus Gl. (9.60) zu entnehmen ist, weist der zeitliche 
Mittelwert der Energiestromdichte (bei festgehaltenem r) 
folgende Winkelabhängigkeit auf: 


IM) = Imax 


sin 2 5 <P 


(9.62) 


Die durch die Gin. (9.60) und (9.62) beschriebenen Am¬ 
plituden- und Intensitätsverhältnisse sind im Büd 9.14 
dargestellt. 


Die Divergenz eines durch Beugung beschränkten 
Strahlenbündels. Wir haben nun das im Abschnitt 9.5 
gebrachte Ergebnis - die volle Divergenz A0 eines „Bün¬ 


dels“ der Breite D sei annähernd gleich X/D - gerecht¬ 
fertigt. Bild 9.14 zeigt den genauen Verlauf der Ampli¬ 
tude und der Intensität als Funktionen von 6 . Das Haupt¬ 
merkmal der Intensitätskurve ist, daß die Intensität nur 
im Winkelbereich zwischen ungefähr 0 = — \ X/D und 
9 = + \ X/D groß ist: 

M \ • (9-63) 

Das Beugungsmuster eines Einzelspalts läßt sich am 
einfachsten auf folgende Weise hersteilen: Schneiden Sie 
sich zwei Papierstückchen so zurecht, daß jedes eine gera¬ 
de Kante besitzt. Dann nehmen Sie eines in die linke, das 
andere in die rechte Hand und halten sie es so, daß die 
geraden Kanten der Papierstückchen parallel sind und 
einen Spalt veränderlicher Breite bilden. Durch diesen 
Spalt betrachten Sie nun eine punktförmige Lichtquelle 
oder eine leuchtende Linie (wobei der Spalt parallel zur 
Linienquelle sein muß). Halten Sie den Spalt knapp vor 
ein Auge und stützen Sie dabei eine Hand mit der ande¬ 
ren, um nicht zu wackeln. Variieren Sie die Spaltbreite 
von „Null“ bis „Unendlich“, wobei „Null“ tatsächlich 
Null und „Unendlich“ ungefähr 1 mm ist. Einen besseren 
Einzelspalt erhält man, indem man zwischen den Zinken 
einer gewöhnlichen Speisegabel hindurchblickt. Halten 
Sie einmal eine Gabel knapp vor eines Ihrer Augen. Der 
Abstand zwischen den Zinken ist noch zu groß; Sie müs¬ 
sen die Gabel also drehen, bis die Projektion der Spalt¬ 
breite genügend klehust. Diese läßt sich dann variieren; 
dabei können Sie beobachten, wie sich das Beugungsmu¬ 
ster verändert. Durch eine rasch ausgeführte (und grobe) 
Messung können Sie Gl. (9.63) überschlagsmäßig verifizie¬ 
ren (Übung 17). 

Das Auflösungsvermögen des menschlichen Auges. 
Betrachten Sie eine Millimeterskala oder markieren Sie 
Millimeterabstände auf einem Blatt Papier (oder betrachten 
Sie die Seite einer Zeitung) und stellen Sie fest, in welcher 
Entfernung die Linien miteinander zu verschmelzen be¬ 
ginnen, also nicht mehr aufgelöst werden (bzw. in welcher 
Entfernung Sie die Zeitung nicht mehr lesen können). Sie 
werden höchstwahrscheinlich finden, daß 1 mm auf 2 m 
gerade noch, auf 4 m jedoch überhaupt nicht mehr auf¬ 
gelöst wird. Somit ergibt sich für das Winkelauflösungs¬ 
vermögen des menschlichen Auges in der Mitte des Ge¬ 
sichtsfeldes (d.h. wenn man die Linien direkt ansieht) 
der Wert A6 « 1 mm/2 m = 1/2000. Sehen Sie nun in 
den Spiegel und messen Sie den Durchmesser D Ihrer 
Pupille, indem Sie ein Lineal nahe an Ihr Auge halten. 

Ein typischer Wert ist D « 2 mm. Das Winkelauflösungs- 
vermögen Ihres Auges wird durch die Beugung begrenzt; 
es ist durch die Winkelgröße des Bildes, das von einer aus 
einer weit entfernten Punktquelle stammenden Plan welle 
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Bild 9.14. Beugungsbild des Einzelspalts. 

a) Amplitude. 

b) Intensität. Das Band Ad zwischen - \ \/D und + \ \/D entspricht näherungsweise (für kleine Winkel) der „vollen Breite bei halber 
Intensität“. Anstatt um die Hälfte ist die Intensität um den Faktor (2/7r) 2 = 0,41 kleiner. 


auf Ihrer Netzhaut erzeugt wird, gegeben. Die volle Win¬ 
kelbreite Ad des Bildes eines weit entfernten Punktes ist 
also: 

_ 5,5-KT 5 ^ 1 

A0 (Beugungsgrenze) - - - - 4 ÖÖÖ ' 

Das Gehirn (oder wenigstens meines) möchte also, daß 
zwei Punkte um einen Winkelabstand von ungefähr der 
doppelten Beugungsbreite („Beugungsdivergenz“) vonein¬ 
ander entfernt sind, wenn sie getrennt wahrgenommen 
werden sollen. 


Um sich zu überzeugen, daß die (grobe) Übereinstim¬ 
mung zwischen dem Auflösungsvermögen des Auges und 
der Beugungsbreite nicht rein zufällig ist, wiederholen Sie 
bitte das oben angegebene Experiment und sehen Sie 
durch ein feines Loch in einem Stück Papier (oder in 
einem undurchsichtigen Band, in einer Metallfolie, o.ä.). 
Das Loch soll einen Durchmesser von ca. 1 mm haben 
(wenn wir annehmen, daß Ihre Pupille ungefähr 2 mm 
weit ist). Wird Ihr Auflösungsvermögen schlechter? Um 
den Faktor 2? 
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Das Rayleighsche Kriterium. Beträgt der Winkelab¬ 
stand zweier Punkte voneinander genau eine Beugungs¬ 
breite X/D, so fällt das Intensitätsmaximum des einen 
Punktes auf das erste Intensitätsminimum im Beugungs¬ 
muster des anderen Punktes (Bild 9.14b). Man sagt dann. 
Die beiden Punkte werden nach dem Rayleighschen Kri¬ 
terium gerade noch aufgelöst. 

Die tatsächliche Breite des Bildes eines weit entfern¬ 
ten Punktes auf der Netzhaut ist ungefähr gleich der 
Brennweite der Augenlinse, multipliziert mit der Winkel¬ 
breite des Bildes. Die Brennweite f ist gleich dem Innen¬ 
durchmesser des Auges, also ungefähr 3 cm (bei Betrach¬ 
tung eines weit entfernten Gegenstandes). Die Breite des 
Bildes eines weit entfernten Punktes ist also annähernd 
f(X/D) = (3*5* 10" 5 /0,2)cm « 8jum. Die Tatsache, daß 
Ihr Auge ungefähr bis zur Beugungsgrenze auflöst, be¬ 
deutet implizit, daß die Lichtrezeptoren im Zentrum der 
Netzhaut (die sogenannten Zäpfchen) nicht weiter als 
8 jum voneinander entfernt sind. 

Ein in einer Höhe von ca. 250 km kreisender Astronaut 
sagte einmal, er könne die einzelnen Häuser in den unter 
ihm vorüberstreichenden Dörfern ausmachen. Glauben 
Sie ihm das? 

Bezeichnungsweise: Fraunhofersche und Fresnelsche 
Beugungserscheinungen. Bei der Behandlung des Beu¬ 
gungsmusters des Einzelspalts (oder einer einzelnen Öff¬ 
nung) nahmen wir an, die von einer weit entfernten Punkt¬ 
quelle S her einfallende Welle sei eine ebene Welle. Weiter¬ 
hin nahmen wir an, daß wir die vom Spalt unter einem 
gegebenen Winkel ausgesandte Strahlung nachweisen. Das 
bedeutet aber, daß wir im Beobachtungspunkt P eine 
Überlagerung von parallel laufenden Wellen betrachteten, 
und daß entweder P sehr weit vom Spalt entfernt war, 
oder daß wir eine Linse (z.B. die Linse des Auges) ver¬ 
wendeten, um die Wellen in P (z.B. auf der Netzhaut) 
zu vereinigen. Beugungserscheinungen, die unter diesen 
beiden Bedingungen — Einfall einer ebenen Welle und 
Emission der gebeugten Welle in einer gegebenen Rich¬ 
tung - zu beobachten sind, werden als Fraunhofersche 
Beugungserscheinungen bezeichnet. Benutzt man keine 
Linse, so müssen sich sowohl die Punktquelle S als auch 
der Detektor P im „Fernfeld“ des Spalts befinden. Um 
festzustellen, ob dies z.B. für S zutrifft, legen wir eine 
gedachte Ebene in den Spalt, und zwar so, daß sie senk¬ 
recht auf der von S zum Zentrum des Spalts gezogenen 
Verbindungslinie steht. Betrachten Sie nun die Gesamt¬ 
heit aller von S zu allen Punkten des Spalts gezogenen 
Geraden. Wenn alle diese Geraden unsere gedachte Ebene 
in „praktisch demselben“ Abstand von S schneiden, so 
befindet sich S im Femfeld des Spalts. „Praktisch der¬ 
selbe“ Abstand bedeutet hier, daß die Unterschiede zwi¬ 
schen den Abständen viel kleiner als eine halbe Wellen¬ 
länge sind. Dann läßt sich auch die Strahlung von S prak¬ 


tisch nicht von einer ebenen Welle unterscheiden. Das 
analoge Kriterium güt auch für den Beobachtungspunkt P. 

Man kann leicht zeigen, daß sich ein Punkt im Abstand 
/ von einem Spalt der Breite D im Femfeld befindet, wenn 

/X > (jDcosfl) 2 , 

dabei ist \ D cos 0 die Projektion der halben Spaltbreite 
senkrecht auf die gerade Verbindungslinie (Sehlinie) zwi¬ 
schen dem Spalt und dem Punkt. Ist eine dieser beiden 
Bedingungen nicht erfüllt, d.h. ist entweder die Punkt¬ 
quelle S oder der Beobachtungspunkt P nicht im Fem¬ 
feld des Spalts, dann haben wir es mit sogenannten Fres- 
nelschen Beugungserscheinungen (auf die wir aber nicht 
näher eingehen werden) zu tun. 

Fourier-Analyse der transversalen Ortsabhängigkeit 
einer kohärenten Quelle. Das Ergebnis Gl. (9.63) läßt sich 
in eine andere, interessante Form bringen. Stellen wir uns 
eine einzelne Frequenzkomponente unserer laufenden 
Welle vor. Wir können diese Komponente als exakt mono¬ 
chromatisch betrachten. Dann ist die Bandbreite Acc 
gleich Null. Was geschieht mit dem Wellenvektor? Das 
Quadrat des Wellenvektors (k 2 ) ist gleich oc 2 /c 2 (für 
Licht im Vakuum). Daher muß k 2 einen genau definier¬ 
ten Wert haben, sofern das auch für co 2 gilt. Das heißt 
aber nicht, daß jede Komponente von k einen genau de¬ 
finierten Wert haben muß! Die Größe k 2 ist ja die Sum¬ 
me der Quadrate der Komponenten von k: 

k 2 = kx + ky + k 2 , (9.64) 

dabei ist k x der in Radian gemessene Phasenwinkel pro 
Längeneinheit in der x-Richtung, k y ist der in Radian 
gemessene Phasenwinkel pro Längeneinheit in der y-Rich- 
tung und k z ist der in Radian gemessene Phasenwinkel 
pro Längeneinheit in der z-Richtung. Wäre das Strahlen¬ 
bündel eine echte in der positiven z-Richtung laufende 
Planwelle und nicht ein durch Beugung beschränktes 
Bündel, so wären k x und k y gleich Null. Für eine Fourier- 
Komponente eines durch Beugung beschränkten Bündels, 
dessen Wellenvektor in der xz-Ebene liegt und mit der 
z-Achse einen kleinen Winkel 0 einschließt, gilt k y = 0, 
k x = k sin 6 und k z = k cos 6. Für kleine Winkel 6 ist 
sin0 annähernd gleich 6 und cos 6 annähernd gleich 1. 
Dann gilt für die x-Komponente 

k x ~k0. (9.65) 

Wir haben jedoch schon gesehen, daß das Bündel in der 
vorherrschenden Richtung (die z-Richtung) um den Betrag 

(9.66) 

divergiert. Somit folgt aus den Gin. (9.65) und (9.66) für 
die Verbreiterung von k x die Beziehung 

Ak x «kA0 = 
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bezeichnen wir die volle Breite D des Bündels in der 
x-Richtung mit Ax, so haben wir 

Ak x Ax > 27T. (9.67) 

(Die Ungleichung bringt uns auch in Erinnerung, daß sich 
die Beugungsgrenze nur dann erreichen läßt, wenn alle 
Quellen kohärent sind und phasengleich schwingen.) 

Wir können aber noch weiter ins Detail gehen. Nach 
unserer Huygensschen Konstruktion haben wir eine strah¬ 
lende Platte aus Quellen, die in der x-Richtung zwischen, 
sagen wir, x = — \D und x = + |D gleichmäßig verteilt 
sind. Alle Quellen sind gleich stark und haben dieselbe 
Phasenkonstante. Trägt man die Quellstärke f(x) im Be¬ 
reich von x = — 00 bis + 00 als Funktion von x auf, so 
ergibt sich überall Null, außer in einem Bereich der Breite 
D um den Ursprung. Wir haben also eine „Rechteckwelle“ 
in x vor uns, die wir nach den Ortsfunktionen sin k x x 
und cosk x x in eine Fourier-Reihe zerlegen können; ge¬ 
nauso haben wir ja auch einen Rechteckimpuls als Funk¬ 
tion der Zeit in eine Fourier-Reihe nach sin cot und 
cos cot zerlegt. In Gl. (6.95) hatten wir gefunden, daß die 
Fourier-Transformierte eines Rechteckimpulses f(t) (als 
Funktion der Zeit) der Höhe 1/At und Breite At durch 


B(co) = 


1 sin^coAt 
n At 


(9.68) 


gegeben ist. Analog sollte ein Rechteckimpuls f (x) in x 
mit der Breite D und mit der Höhe 1/D die Fourier-Trans¬ 
formierte 


B(k x ) = 


1 sin|k x D 

17 2 k X° 


(9.69) 


haben. Es güt aber noch 


k x D = kD sin0 = 3>. 


(9.70) 


Daher haben wir 

1 sin^ 

B ^ = ^- 


(9.71) 


Der Vergleich der Gin. (9.71) und (9.60) zeigt, daß die 
unter dem Winkel 9 (der durch k x gegeben ist) beobach¬ 
tete Feldamplitude bis auf eine Proportionalitätskonstante 
gleich der Fourier-Transformierten der Quellstärke im 
Spalt (also der Rechteckwelle) ist. Im Spalt ist die Schwin¬ 
gungsamplitude gleich f(x) cos cot; dabei ist f(x) die über 
die Spaltöffnung konstante Quellstärke. Im Abstand r und 
in der Richtung 6 erhält man die laufende Welle, indem 
man cos cot durch cos (cot - kr) und die Größe f (x) 
durch ihre Fourier-Transformierte B(k x ) ersetzt. Für die 
y-Richtung - die zweite Richtung quer zum Bündel - güt 
eine zu Gl. (9.67) analoge Beziehung, nur ist dabei x 
durch y zu ersetzen. 


Wichtige Ergebnisse der Fourier-Analyse. Rufen wir 
uns die Ergebnisse der Fourier-Analyse nach der Längs¬ 
komponente k z des Wellenvektors und nach der Frequenz 
in Erinnerung; wir können diese Ergebnisse folgender¬ 
maßen zusammenfassen: 


Ak x Ax > 2n 
Ak y Ay > 2n 
Ak z Az > 2n 
Aco At > 2n. 


(9.72) 


Die Fourier-Analyse ist ein überaus vorteühaftes Verfah¬ 
ren zur Berechnung von Beugungsmustem. Wir werden 
jedoch dieses Thema hier nicht weiter behandeln (siehe 
Übung 59). 

Das Beugungsmuster zweier breiter Spalte. Stellen Sie 
einen Doppelspalt her. (Streichen Sie einfach ein Stück 
Süberpapier glatt und befestigen Sie es mit etwas Klebe¬ 
band auf einen Mikroskop-Objektträger. Legen Sie eine 
Rasierklinge zur Führung an die gerade Kante eines an¬ 
deren Objektträgers an und schneiden Sie einen Schlitz 
in das Süberpapier. Ritzen Sie den zweiten Schlitz so 
knapp wie möglich neben dem ersten ein, ohne jedoch 
diesen zu beschädigen - ein Abstand von weniger als 
|mm läßt sich leicht erreichen.) Betrachten Sie Ihre leuch¬ 
tende Linie mit und ohne Rotfilter, wobei Sie den Spalt 
vor ein Auge halten. Die eng beisammen liegenden „Inter¬ 
ferenzstreifen“ entsprechen dem Interferenzmuster des 
Doppelspalts; sie sind also um einen Winkel von X/d rad 
voneinander getrennt (dabei wurde die für kleine Winkel 
gültige Näherung sinö ^ 6 benutzt). Schneiden Sie am 
selben Objektträger noch einen Einzelspalt derselben 
Breite ein (verwenden Sie also dieselbe Rasierklinge und 
ritzen Sie genauso wie vorher, oder machen Sie einfach 
von Anfang an einen der beiden Spalte des Doppelspalts 
etwas länger). Vergleichen Sie nun die Beugungsmuster 
von Einzel- und Doppelspalt. Sie werden bemerken, daß 
das Beugungsmuster des Doppelspalts mit dem Beugungs¬ 
muster des Einzelspalts moduliert ist (Büd 9.15). Gewöhn¬ 
lich ist es ziemlich schwierig, überhaupt etwas vom Beu¬ 
gungsmuster des Doppelspalts zu sehen, außer im Zentral¬ 
maximum der Einzelspalt-Modulation. (Vielleicht haben 
Sie Erfolg, wenn Sie das Rotfilter verwenden und einen 
guten Doppelspalt haben.) 

Die Erklärung für das Auftreten des Beugungsmusters 
ist folgende. Jeder Spalt liefert am Detektor (beispiels¬ 
weise Ihrer Netzhaut) ein elektrisches Feld mit bestimm¬ 
ter Amplitude und bestimmtem Phasenwinkel. Der Pha¬ 
senwinkel des Beitrages aus dem gesamten Spalt ist gleich 
dem Phasenwinkel des Teübeitrages (der „Antenne“) in 
der Mitte des Spalts. Dies ergibt sich daraus, daß die Welle 
mit dem Faktor cos (kr - cot) behaftet ist, wobei r der 
Abstand zwischen Spaltmitte und dem Detektor ist (siehe 
Gin. (9.60) und (9.53)). Die Amplitude ist der Größe 



9.6. Beugung und das Huygenssche Prinzip 


283 


Bild 9.15 

Beugungsbild des Doppelspalts. Der Spalt¬ 
abstand d ist viermal so groß wie die 
Breite D jedes der Spalte. Bei den Aus¬ 
drücken für den Winkelabstand X/d und 
die volle „Winkelbreite“ 2X/D zwischen 
zwei Modulationsnullstellen wurde die 
für kleine Winkel gültige Näherung 
sin 0 =0 benutzt. 



D 


sin proportional; dabei ist <t> der Phasenunter¬ 

schied der Beiträge aus den gegenüberliegenden Kanten 
des Spalts. Sind zwei solcher Spalte um den Abstand d 
voneinander entfernt, so liefert jeder Spalt einen Beitrag, 
der dieselbe Phase hat wie der Beitrag, den man von einem 
in der Mitte des tatsächlichen Spalts gedachten engen 
Spalt erhalten würde. Bezüglich der Amplitude aber haben 
wir den Faktor sin Das Muster ist also gerade 

das des Doppelspalts, nur ist die von den beiden Spalten 
gelieferte konstante Amplitude A(r) nun durch eine mit 
sin multiplizierte Konstante ersetzt. Mit anderen 

Worten: Das Doppelspalt-Muster, das man von zwei un¬ 
endlich engen Spalten erhalten würde, ist durch Multipli¬ 
kation mit dem Faktor sin moduliert. Verbinden 

wir unsere früher erhaltenen Resultate für das Beugungs¬ 
muster des Doppelspalts (Gl. (9.13)) mit dem Modulations¬ 
faktor und werden beide Spalte mit derselben Phase er¬ 
regt, so finden wir für das Strahlungsmuster den folgenden 
Ausdruck: 


E(0, t) = A(0) cos (kr - cot), 


(9.73) 


A(0) = A(0) • 


sin | j 

cos -A<p, 


3* 


= kD sin 0 = 2tt 
Ay = kd sin 0 = 2tt 


D sin0 
X : 
d sin0 
X 5 


(9.74) 

(9.75) 

(9.76) 


dabei ist D die Breite eines Spalts, d ist der gegenseitige 
Abstand der beiden Spalte (gemessen von Mitte zu Mitte) 
und r ist die Entfernung des Beobachtungspunktes P von 
einem Punkt in der Mitte zwischen den Mittelpunkten 
der beiden Spalte. Geht D gegen Null, so bedeckt das Zen¬ 


tralmaximum „das gesamte Gesichtsfeld“ und wir erhal¬ 
ten das im Abschnitt 9.2 für zwei enge Spalte gefundene 
Ergebnis. 


Das Intensitätsmuster 1(0) ist dem Zeitmittel über das 
Quadrat der elektrischen Feldstärke proportional; aus den 
Gin. (9.73) und (9.74) folgt also 

-sin^l 2 

(9.77) 


1(0) = 1(0) 


5 * 


2 1 A 

cos — A<^ 


Der Faktor cos 2 \ A<p liefert die schnelle, für das Beugungs¬ 
muster des Doppelspalts charakteristische Änderung mit 
dem Winkel, bei der der Winkelabstand der Maxima von¬ 
einander jeweils X/d beträgt. Der Faktor (sin 
ergibt die Einzelspalt-Modulation mit einer vollen Winkel¬ 
breite von X/D bei ungefähr halber Intensität, bzw. mit 
der vollen Winkelbreite von 2X/D zwischen den Null¬ 
stellen zu beiden Seiten des Zentralmaximums. Sie kön¬ 
nen das Verhältnis d/D für Ihren Doppelspalt abschätzen, 
indem Sie die Anzahl der „Doppelspalt“-Streifen im 
Zentralmaximum der „Einzelspalt-Modulation“ abzählen. 
Das von Gl. (9.77) beschriebene Intensitätsmuster ist 
im Bild 9.15 aufgetragen. 


Das Beugungsmuster für viele gleichartige parallele 
breite Spalte. Aus unserer Besprechung der beiden brei¬ 
ten Spalte sollte hervorgehen, daß man das Beugungs¬ 
muster für viele gleichartige breite Spalte leicht findet, 
indem man zunächst schmale Spalte annimmt und dann 
das Ergebnis mit dem Amplitudenmodulationsfaktor 
sin \$/\$ des Einzelspalts multipliziert. 

Das Mehrspalt-Interferenzmuster. Überlegen wir uns 
nun, wie das Interferenzmuster für n Antennen (Büd 9.13) 
von n abhängt. (Es läuft auf dasselbe hinaus, ob wir n 
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schmale Spalte oder n Antennen betrachten.) Die Ampli¬ 
tude für n schmale Spalte folgt aus Gl. (9.54), die wir hier 
einfach abschreiben: 


E(r, 0, t) = A(r, 0) cos (kr - cot), 

(9.78) 

sin^n Ay 

A(r,0) = A(r) 2 , 

sin j A</> 

(9.79) 

* „ d sin 0 

Anp = 27r 

X 

' (9.80) 


Hauptmaxima, Zentralmaximum, weiße Lichtquelle. 

Die Winkel, bei denen der Nenner (und Zähler) der 
Gl. (9.79) verschwindet, sind durch \ A</> = 0, ± 7r, ± 2tt 
usw. gegeben. Bei diesen Winkeln ist der Gangunterschied 
d sin 0 gleich Null, ± X, usw., bei ihnen herrscht also Ver¬ 
stärkung durch Interferenz zwischen allen n Antennen. 
Diese Stellen der Verstärkung nennt man Hauptmaxima : 

d sin0 = 0, ± X, ± 2X,..., mX, m = 0, ± 1, ± 2,... 

(9.81) 

Das Maximum bei 0 = 0 heißt Zentralmaximum oder 
Maximum nullter Ordnung. Die Maxima mit m = ± 1 
heißen Maxima erster Ordnung, usw. In einem wichtigen 
Punkt unterscheidet sich das Zentralmaximum von allen 
übrigen Hauptmaxima: Alle Spalte liefern phasengleiche 
Beiträge, unabhängig von der Wellenlänge. Für eine weiße 
Lichtquelle ist daher das Zentralmaximum weiß. Bei allen 
anderen Hauptmaxima (mit Ausnahme des Zentralmaxi¬ 
mums) hängt der Winkel des Maximums von der Wellen¬ 
länge, d.h. von der Farbe ab. 

Die Gesamtamplitude in einem Hauptmaximum ist 
gerade das n-fache der von jedem der Spalte stammenden 
Amplitude. Das ist physikalisch einzusehen. Es folgt auch 
aus Gl. (9.79): Für das Zentralmaximum gilt A y = 0. 
Weiterhin benutzen wir (mit | A \p - x) die Beziehung 

sin nx _ nx ~ \ ( nx ) 3 + • • • 
sinx X _I X 3 + 

[l-^(nx) 2 + ...] 

= n- 1—- -— = n fürx-*0. (9.82) 

Ähnlich läßt sich für das Maximum erster Ordnung mit 
m = + 1 zeigen, daß der Grenzwert von sinnx/sinx für x 
gegen 7r gleich ± n ist. Man braucht nur nach dem klei¬ 
nen Winkel, um den sich x von 7r unterscheidet, zu ent¬ 
wickeln : 

x = 7T — e 

sinnx _ sin(n7r-ne) =r _ n n+i sin ne 
sinx sin(Tr-e) 1 } sine * 1 ' 

Läßt man e gegen Null gehen, so findet man (-l) n+1 n = ±n 
als Grenzwert des Bruchs. 


Winkelbreite eines Hauptmaximums. Die Breite der 
Hauptmaxima nimmt mit zunehmendem n ab. Der halbe 
Winkelabstand von einem Hauptmaximum bis zur ersten 
Nullstelle links oder rechts des Maximums folgt aus 
Gl. (9.79). Für ein Hauptmaximum sind Zähler und Nen¬ 
ner Null. Der Zähler von Gl. (9.79) wird wieder Null, 
wenn das Argument \nAy der Sinusfunktion um tt an¬ 
gewachsen ist. (Der Nenner verschwindet dann aber nicht.) 
Somit wächst der Phasenunterschied A \p beim Übergang 
von einem Hauptmaximum zur benachbarten Nullstelle 
der Amplitude um 27r/n an. Das bedeutet, daß der Gang¬ 
unterschied dsin0 beim Übergang von einem Haupt¬ 
maximum zu einer benachbarten Nullstelle der Ampli¬ 
tude um X/n anwächst. Nun ist aber der Gangunterschied 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Hauptmaxima gleich 
X. Wir sehen also: Während sich sin0 zwischen zwei auf¬ 
einanderfolgenden Hauptmaxima um X/d ändert, fällt 
die Amplitude in einem n mal schmäleren Bereich der 
Funktion sin 0 von ihrem Maximum auf Null ab. 

Bei großem n, oder bei geradzahligem n (gleichgültig 
ob groß oder klein), sieht man leicht ein, warum die erste 
Nullstelle (neben einem Hauptmaximum) bei einem Gang¬ 
unterschied dsin0 von X/n auftritt. Angenommen, wir 
haben sechs Antennen. Die erste Nullstelle tritt dann auf, 
wenn sich die ersten drei Antennen mit den letzten drei 
Antennen paarweise „auslöschen“, wenn sich also 1 und 4, 
2 und 5 sowie 3 und 6 gegenseitig auslöschen. Das ge¬ 
schieht dann, wenn zwischen den Antennen 1 und 4 ein 
Gangunterschied von \\ besteht (ebenso auch bei den 
anderen Paaren). Dann besteht zwischen 1 und 2 der 
Gangunterschied X/6, also X/n. Ist n ungeradzahlig, so läßt 
sich diese Erklärung nicht verwenden, weil ja dann die 
Antennen einander nicht paarweise zugeordnet werden 
können. Das Einfachste in diesem Fall ist, das Ergebnis 
„optisch“ (anstatt algebraisch) zu ermitteln und ein 
Vektordiagramm der beteiligten Amplituden in der kom¬ 
plexen Ebene zu zeichnen. Man sieht dann leicht, daß 
sich die n komplexen Amplituden zu einem Polygon 
schließen, also die Gesamtamplitude Null ergeben, wenn 
Aip gleich 27r/n ist (Übung 52). Bild 9.16 zeigt, wie das 
Interferenzmuster bei festgehaltenem Spaltabstand d 
von n abhängt. 

Auf folgende Weise können Sie sich vor Augen führen, 
wie die Hauptmaxima schmäler werden, wenn n von 2 
auf 3 anwächst: Heften Sie ein Stück Aluminiumfolie 
auf einen Objektträger und ritzen Sie mit einer Rasier¬ 
klinge einen dreifachen Spalt ein. Machen Sie zwei der 
Spalte länger als den dritten, so daß Sie nur den Objekt¬ 
träger vor Ihrem Auge etwas zu verschieben brauchen, 
um vom Doppelspalt zum Dreifachspalt überzugehen. 

Nach einem halben Dutzend von Versuchen wird es Ihnen 
vielleicht gelingen (mir ist es geglückt!), drei vernünftige 
Spalte herzustellen, die ungefähr gleich weit und weniger 
als \ mm voneinander entfernt sind. (Halten Sie die 
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Bild 9.16 

Mehrspalt-Interferenzmuster. Zwei Haupt- 
maxima sind abgebildet. Die Winkel sind 
als klein vorausgesetzt, so daß sinö = <9. 
Für große n hat jedes Hauptmaximum die 
Form des in Bild 9.14b gezeigten Einzel¬ 
spalt-Interferenzmusters. 



Anordnung nach jedem Versuch zur Überprüfung gegen das 
Licht. Ein einfaches Vergrößerungsglas mit zwei- bis drei¬ 
facher Vergrößerung ist dabei recht nützlich.) Betrachten 
Sie Ihre Linienquelle durch einen Doppelspalt, so sehen 
die hellen Streifen etwas breiter als die dazwischenliegen¬ 
den „schwarzen“ Bereiche aus. Gehen Sie aber auf den 
Dreifachspalt über, dann sehen die hellen Stellen schma¬ 
ler als die Dunkelstellen aus. Natürlich erhalten Sie die 
hier besprochenen Muster nur dann, wenn Ihre Spalte 
halbwegs einheitlich und gleich weit voneinander entfernt 


sind; sind sie das nicht, dann sehen die Beugungsmuster 
anders aus. 

Beugungsgitter für Durchlicht. Anstelle von n Anten¬ 
nen oder n Spalte in einem undurchsichtigen Schirm 
könnten wir es auch mit n parallelen Strichen zu tun ha¬ 
ben, die auf einem glatten Stück Glas oder Kunststoff 
der Breite D eingeritzt sind. Wären keine Striche vorhan¬ 
den, so würde das Licht das einem einzelnen breiten Spalt 
der Breite D entsprechende Beugungsmuster liefern. Die 
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Striche wirken wie „Antennen“. Sie liefern ein „n-Strich“- 
Interferenzmuster; es ist dasselbe Muster, das wir für n 
Spalte gefunden haben, mit einer Ausnahme: Zum Zen¬ 
tralmaximum (bei 0°) liefern nicht nur die Striche, son¬ 
dern auch das zwischen den Strichen liegende durchsich¬ 
tige Material einen Beitrag. Wir erwarten daher, daß das 
Zentralmaximum bedeutend heller als die übrigen Haupt- 
maxima ist. 

Betrachtet man eine leuchtende Linie, die monochro¬ 
matisches Licht aussendet, durch ein Beugungsgitter, so 
sieht man, daß jedes Hauptmaximum dasselbe Intensitäts¬ 
profil (Intensität als Funktion des Winkels) wie das Beu¬ 
gungsmuster des Einzelspalts (Bild 9.14b) hat. 

Das Beugungsgitter Ihrer Optik-Versuchsausrüstung 
hat 13 400 Striche pro inch « 5 276 Striche pro cm; 
daraus folgt d = 1,90 • 10" 4 cm, also 1,9 jum. Wie viele 
Hauptmaxima glauben Sie mit grünem Licht der Wellen¬ 
länge von ca. 5 500 Ä = 550 nm (d.h. 0,55 pm) wahrneh¬ 
men zu können? Laut Gl. (9.81) liegen die Hauptmaxi¬ 
ma bei sin0 = 0, X/d, usw.; sin0 kann natürlich nicht 
größer als 1 sein. Mit X = 0,55 jurn ergibt sich für unser 
Gitter d « 3,5 X. Wenn also sin0 = mX/d, so kann m die 
Werte 0, ±1, ±2 und ± 3, nicht aber die Werte ± 4 
annehmen. Betrachten Sie nun eine Glühlampe durch Ihr 
Beugungsgitter. Die Lampe, die Sie „direkt“ sehen, ist 
das Zentralmaximum. Bei 0 = 0 überdecken sich alle Far¬ 
ben. Die seitlichen Farbränder sind die verschiedenfarbi¬ 
gen Bilder der Glühlampe unter den verschiedenen Win¬ 
keln, die in erster Ordnung einem Gangunterschied d sin 0 
von X, in zweiter Ordnung einem solchen von 2X usw. 
entsprechen. Sehen Sie alle drei Ordnungen? (Wenn Sie 
vier sehen, dann stimmt etwas nicht.) Wollen Sie die Far¬ 
ben einer Glühlampe so sehen, wie sie wirklich sind, so 
sollten Sie keine große Lampe verwenden, da gerade die 
Größe für die Überschneidung der verschiedenen farbigen 
Glühlampenbilder verantwortlich ist. Halten Sie entweder 
einen schmalen, senkrechten Spalt vor Ihre Glühlampe 
(und halten Sie das Gitter so, daß es die Farben waage¬ 
recht aufspaltet) oder, noch besser, besorgen Sie sich eine 
„Schaufensterlampe“. (So eine Lampe hat einen klaren 
Glaskörper und einen geraden, ca. 7,5 cm langen Glüh¬ 
faden. 

Sie können die Größe d Ihres Beugungsgitters leicht 
messen, wenn Sie wissen, daß (z.B.) grünes Licht eine 
Wellenlänge von 5 500 Ä = 550 nm hat. Sie brauchen nur 
eine Glühlampe zu betrachten und den Winkel (oder sei¬ 
nen Sinus oder Tangens) zwischen Zentralmaximum und 
„Grün“ im Bogenmaß zu messen. Sie strecken dazu am 
besten einen Arm aus und messen mit der Hand oder Sie 
halten ein Lineal mit gestrecktem Arm und bringen mit 
der anderen Hand das Gitter knapp vor ein Auge. Dann 
wenden Sie Gl. (9.81) an. Erhalten Sie d « 3,5 X? Die 
Heimversuche geben Ihnen weitere Möglichkeiten, die 
Eigenschaften Ihres Beugungsgitters zu untersuchen. 


Beugung an einem undurchsichtigen Hindernis. Auf 
Bild 9.12 zeigten wir eine Punktquelle S und einen aus 
den Teilen a, b und 1 bestehenden undurchsichtigen 
Schirm. Wir betrachteten das „Nullfeld“ hinter dem 
Schirm als die Überlagerung E s + E a + E b + Ei =0. Wir 
nahmen an, daß das Feld E s + E a + E b nach dem Heraus¬ 
nehmen des Stöpsels 1 gleich dem Feld vor der Heraus¬ 
nahme des Stöpsels, also gleich -E Y (bevor der Stöpsel 
herausgenommen wurde) sei. Daraus ergab sich das Huy- 
genssche Prinzip zum Auffinden des Beugungsmusters 
des Schirms ohne den Stöpsel 1, d.h. eines Schirms mit 
einer Öffnung von der Form des Stöpsels. Nun wollen 
wir feststellen, was geschieht, wenn wir den Stöpsel an 
seinem Platz belassen und den Rest des Schirms entfer¬ 
nen. Wir erhalten das Beugungsmuster eines undurchsich¬ 
tigen Hindernisses. 

Bevor irgend etwas entfernt wird, güt E s + E a + E b + 

Ei = 0. Nun entfernen wir a und b und nehmen an, daß 
sich die Bewegung der Elektronen im Stöpsel 1 (dem un¬ 
durchsichtigen Hindernis) dadurch nicht ändert. (Das ist 
nur näherungsweise richtig, da diese Elektronen sowohl 
durch die Strahlung der Elektronen in a und b als auch 
durch die Strahlung von S angeregt werden.) Das Feld 
hinter dem Stöpsel ist dann gleich E s + E x . Im Bereich 
knapp hinter dem Stöpsel (wir werden dieses „knapp“ 
gleich definieren) wird das Feld im wesentlichen wie bei 
Vorhandensein des ganzen Schirms sein, denn die Gebiete 
a und b waren auch bei Vorhandensein des ganzen 
Schirms verhältnismäßig weit entfernt (im Vergleich zu 
Stöpsel 1) und lieferten Beiträge, die klein gegen Es + Ei 
waren. Daher sollte das elektrische Feld im Gebiet knapp 
hinter dem Stöpsel im wesentlichen gleich Null sein. Das 
ist der „Schatten“ des Stöpsels. Er wird dadurch erzeugt, 
daß das Feld in einem Punkt knapp hinter dem Schirm 
(wo es ja gleich Null ist) im wesentlichen nur von S und 
den benachbarten Ladungen, die in diesem Fall die La¬ 
dungen um Stöpsel 1 sind, stammt. Knapp hinter dem 
Schirm löschen sich also das Feld Ei und das Feld E s 
gegenseitig aus. Folglich sendet der Stöpsel 1 einen „Teil 
einer ebenen Welle“ in die Richtung der von der weit ent¬ 
fernten Punktquelle S her einfallenden ebenen Welle; die¬ 
ser „Teil einer ebenen Welle“ hat dieselbe Amplitude wie 
die ebene Welle aus S, ist jedoch dagegen um 180° phasen¬ 
verschoben, so daß die Überlagerung E s + Ei Null gibt. 
Auf diese Art kommt der Schatten zustande. Das undurch¬ 
sichtige Hindernis „verschluckt“ das einfallende Licht 
nicht; es emittiert vielmehr ein Lichtbündel mit „nega¬ 
tiver Amplitude“ (d.h. negativ in bezug auf das einfallen¬ 
de Licht) nach vorne, das sich mit der einfallenden Welle 
überlagert und knapp hinter d*m Hindernis Null ergibt. 

Wie weit reicht ein Schatten? Der Stöpsel emittiert 
nun keine echte Planwelle „negativer Amplitude“, da er 
ja eine endliche Breite (bzw. einen endlichen Durchmesser) 
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D besitzt, sondern ein „Bündel“ in der Richtung der ebe¬ 
nen Welle E s mit der Divergenz A 6 « A/D. Während sich 
das Bündel um die Strecke / vom Schirm (vom Stöpsel) 
her ausbreitet, verbreitert es sich um den Betrag W, der 
annähernd durch W «/ A0 «/ (X/D) gegeben ist; dabei 
nimmt seine Amplitude natürlich ab. (Jede Punktladung 
im Stöpsel liefert einen Beitrag, der proportional dem 
Reziprokwert der Entfernung sinkt. Oder nehmen Sie an, 
der Stöpsel strahle selbst; würde dann die abgestrahlte 
Energie über eine größere Fläche verteilt, so würde auch 
ihre Amplitude in jedem Punkt abnehmen.) Nur wenn die 
Amplitude seines elektrischen Feldes denselben Betrag 
(und entgegengesetztes Vorzeichen) wie die ebene Welle E s 
hat, kann es sich mit E s auslöschen. Der Schatten ver¬ 
schwindet also langsam in genügend großem Abstand 
„stromabwärts“. Grob gesprochen können wir sagen, daß 
das vom angeregten Stöpsel ausgesandte Licht „negativer 
Amplitude“ bedeutend geschwächt ist, sobald das Bündel 
wegen der durch Beugung hervorgerufenen Divergenz auf 
die doppelte Breite angewachsen ist. Daraus folgt ein gro¬ 
ber „Grenzabstand“ / 0 , bei dem D « W 0 . Da aber W 0 «/ 0 
(X/D), erhalten wir 


/ 0 X^D 2 . 


(9.84) 


Wir erwarten also für / < / 0 einen schönen schwarzen 
Schatten hinter dem Hindernis (außer in der Nähe des 
Bandes, wo die Annahme, E 2 bleibe auch nach dem Ent¬ 
fernen von a und b unverändert, bei weitem nicht mehr 
güt). Für l > l 0 erwarten wir, daß es schwierig sein wird, 
überhaupt einen Einfluß des Hindernisses festzustellen, 
da dann der vom Hindernis gelieferte Beitrag zum elek¬ 
trischen Feld klein im Vergleich zu dem der ebenen Welle 
E s ist. Um jedoch diesen Einfluß leicht nachzuweisen, 
können Sie sich der „gerichteten“ Information bedienen; 
Sie können eine Linse benutzen. Die ebene Welle E s wird 
dann in einem kleinen Fleck in der Brennebene vereinigt; 
die Größe dieses Flecks ist fX/D L i nse , wobei D^nse der 
Durchmesser und f die Brennweite der Linse ist. Das vom 
Hindernis ausgesandte Licht negativer Amplitude gibt ein 
Bild der Breite f X/D. Ist D Linse viel größer als das Hinder¬ 
nis (D), so verdunkelt der von der ebenen Welle herrühren¬ 
de helle Fleck nur ein kleines Gebiet in der Mitte des Büdes. 


Sie können die Beugungsmuster von Hindernissen un¬ 
tersuchen, indem Sie eine Taschenlampe (ohne Linse und 
mit abgedecktem Reflektor) als Punktquelle, und Steck¬ 
nadeln und Haare als Hindernisse verwenden. Ein erstaun¬ 
liches Ergebnis ist der „helle Fleck“ in der Mitte des 
Schattens bei Abständen l > / 0 (siehe Übung 34). 

Gl. (9.84) läßt sich auch mit anderen Wellen nachprü¬ 
fen ; Sie können z.B. einem Bündel laufender Wasserwel¬ 
len in einem flachen Gefäß oder in einer Badewanne ein 
Hindernis in den Weg stellen. Für / < l 0 ist der „Schat¬ 
ten“ gut ausgeprägt, für / > / 0 ist er verschwunden (siehe 
Übung 29). 


9.7. Geometrische Optik 

Der Ausdruck „geometrische Optik“ bezieht sich auf 
die Untersuchung des Verhaltens von Lichtbündeln in op¬ 
tischen Instrumenten (die aus verschiedenen reflektieren¬ 
den und brechenden Flächen bestehen). Dabei beschränkt 
man sich auf die Näherung, daß man nur die Hauptrich¬ 
tungen der Strahlenbündel berücksichtigt und sich um die 
Verbreiterung der Bündel durch Beugung nicht kümmert. 
(Als „physikalische Optik“ bezeichnet man oft Unter¬ 
suchungen, die die Wellennatur des Lichts berücksichtigen 
und daher auch Interferenz und Beugung mit einbeziehen.) 
Die Grundgesetze der geometrischen Optik sind: das 
Reflexionsgesetz und das Snelliussche Brechungsgesetz . 
Natürlich gehen auch diese beiden Gesetze auf die Wellen¬ 
natur des Lichts zurück; beide sind das Ergebnis einer 
besonderen Art von Verstärkung durch Interferenz. 

Spiegelung ist das Ergebnis einer Verstärkung durch 
Interferenz. Die Elektronen im Material werden von der 
einfallenden Welle angeregt. Sie reemittieren die auftref¬ 
fende Strahlung. Bei der Spiegelung ist der reflektierte 
Strahl die Richtung eines Interferenzmaximums. 

Das läßt sich am einfachsten bei der Betrachtung un¬ 
serer bereits vertrauten linearen Antennenanordnung ver¬ 
stehen. Wir nehmen an, die Antennenströme werden vom 
elektrischen Feld einer nicht senkrecht einfallenden ebe¬ 
nen Welle (Büd 9.17) angeregt. 

Spiegelung. Spiegelung tritt auf, wenn eine ebene Welle 
auf eine glatte, flache Oberfläche irgendeines Materials 
trifft. Das heißt: 

a) Es existiert ein reflektierter Strahl, der in der Einfalls¬ 
ebene (der Ebene, die den einfallenden Strahl und das 
Einfallslot (die Oberflächennormale im Einfallspunkt) 
enthält) liegt. 

b) Der Reflexionswinkel ist gleich dem Einfallswinkel 
(beide Winkel werden von der Normalen aus gemessen). 


Anleuüe n 






Büd 9.17. Die Antennenanordnung wird von einer nicht senkrecht 
einfallenden Planwelle erregt. Die gestrichelte Linie ist das Lot auf 
die Ebene der Antennen. Die Pfeile geben die Ausbreitungsrichtung 
an. Der Einfallswinkel ist 6. 
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Bild 9.18 

Richtungen der Interferenzmaxima für 
Antennen, die in der im Bild 9.17 ge¬ 
zeigten Phasenbeziehung erregt werden. 


Wir untersuchen nun die von den Antennenströmen 
allein herrührende Strahlung im Femfeld. Zunächst be¬ 
trachten wir das zentrale Interferenzmaximum. Man sieht 
leicht ein, daß dieses Maximum in der Ausbreitungsrich¬ 
tung des einfallenden Strahlenbündels auftritt; Antenne 1 
wird (der Phase nach) vor Antenne 2 angeregt und strahlt 
daher auch um denselben Betrag vor Antenne 2 ab. Die 
Strahlung der Antennen 1 bis n wird an einem weit ent¬ 
fernten Punkt P genau phasengleich sein, wenn die Aus¬ 
breitungsrichtung der Antennenstrahlung mit der Aus¬ 
breitungsrichtung der einfallenden Welle zusammenfällt; 
ein von der Antenne 1 ausgehender Wellenberg legt einen 
weiteren Weg zurück, als ein Wellenberg von der Antenne 
n, er ist aber gerade um den richtigen Betrag früher ab¬ 
gegangen. 

Wegen der Symmetrie der Antennenanordnung ist es 
ohne weiteres einzusehen, daß Antennen, die so wie im 
Bild 9.17 angeregt werden, nicht nur „rechts“ (im Bild), 
sondern auch „links“ ein zentrales Interferenzmaximum 
bilden. Dieses „Bild“ des Maximums (d.h. das Maximum 
links) ist die gespiegelte Strahlung. Bild 9.18 zeigt, daß 
der Reflexionswinkel gleich dem Einfallswinkel ist. 

Spiegelung an einer glatten, ebenen Fläche ist das Er¬ 
gebnis einer Verstärkung durch Interferenz, wie sie auch 
bei eng beisammen liegenden Antennen auftritt. 

Reflexion an einer regelmäßigen Anordnung. Das Zen¬ 
tralmaximum und sein Spiegelbild sind nicht die einzigen 
Interferenzmaxima, die von der in den Bildern 9.17 und 
9.18 gezeigten Antennenanordnung erzeugt werden. Zu¬ 
sätzlich zu diesen Durchlicht- und Reflexionsmaxima 
„nullter“ Ordnung existieren auch noch Maxima für die¬ 
jenigen Richtungen, für die der Gangunterschied von be¬ 
nachbarten Antennen bis zum Beobachter um ein ganz¬ 
zahliges Vielfaches einer Wellenlänge größer (oder kleiner) 
als der Unterschied für ein Maximum nullter Ordnung ist. 
Das Interferenzmuster der durchgehenden (im Bild 9.18 
nach rechts laufenden) Wellen ist einfach gleich dem In¬ 
terferenzmuster eines n-spaltigen Beugungsgitters für 
Durchlicht, wenn das Licht nicht senkrecht einfällt. 


Das Interferenzmuster der reflektierten Wellen ist natür¬ 
lich dem der durchgehenden Wellen ähnlich, nur ist die 
Reflexion nullter Ordnung (das Spiegelbild) wahrschein¬ 
lich nicht so hell wie das durchgehende Licht nullter Ord¬ 
nung (Zentralmaximum). Sie können die Existenz eines 
Interferenzmusters für das von einer regelmäßigen Anord¬ 
nung reflektierte Licht überprüfen, indem Sie das Durch- 
licht-Beugungsgitter aus Ihrer Optik-Versuchsausrüstung 
als Reflexionsgitter verwenden, das heißt, indem Sie das 
Gitter nahe vor ein Auge halten und so das Spiegelbild 
einer Punktquelle betrachten. Die Reflexion nullter Ord¬ 
nung (also das eigentliche Spiegelbild) ist leicht zu erken¬ 
nen, da sie „weiß“ ist. Die Reflexionsmaxima der anderen 
Ordnungen ähneln den Durchlicht-Beugungsmaxima 
unter demselben (nicht senkrechten) Einfallswinkel. 

Ist der Zwischenraum zwischen den Antennen geringer 
als eine Wellenlänge, so tritt nur in der Richtung der Ma¬ 
xima nullter Ordnung, also im Zentralmaximum und in 
seinem Spiegelbild, vollständige Verstärkung durch Inter¬ 
ferenz auf. Wenn wir geometrische Optik treiben und 
optische Instrumente untersuchen, so haben wir es ge¬ 
wöhnlich mit dem Einfall von sichtbarem Licht auf Glas¬ 
oder Metallflächen zu tun. Die Atome in der Oberfläche 
sind dabei die „angeregten Antennen“; sie sind ca. 

10“ 8 cm voneinander entfernt. Mit sichtbarem Licht, das 
eine Wellenlänge von ungefähr 5•10“ 5 cm hat, erhalten 
wir also bloß die Maxima nullter Ordnung. (Mit Röntgen¬ 
strahlen, die eine Wellenlänge von weniger als 10“ 8 cm 
haben, erhält man bei Reflexion an der Oberfläche von 
Einkristallen auch Maxima höherer Ordnung.) Wir werden 
aber von nun an nur die spiegelbildliche Reflexion berück¬ 
sichtigen, da wir ja optische Geräte behandeln wollen, es 
also mit sichtbarem Licht zu tun haben werden. 

Das Spiegelbild einer Punktquelle — virtuelle und 
reelle Quelle. Die Flächen konstanter Phase für die Strah¬ 
lung einer Punktquelle sind Kugelflächen. Ein genügend 
kleiner Bereich auf einer dieser Kugelflächen kann durch 
eine Ebene angenähert werden; wir nennen die (ange¬ 
näherte) ebene Welle, die durch diesen kleinen Bereich 
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Bild 9.19. Virtueller Bildpunkt S' einer reellen Punktquelle S in einem ebenen Spiegel. 


tritt, einen Strahl Bild 9.19 zeigt, wie man eine Punkt¬ 
quelle in einem Spiegel sieht. Man kann sich die Strah¬ 
lung, die in die Linsenöffnung (Pupille) des Auges tritt, 
als „Strahlenbündel“ vorstellen. Zwei der Strahlen sind 
im Bild 9.19 gezeichnet. Jeder der beiden Strahlen wird 
am Spiegel reflektiert. Das ins Auge eintretende Licht 
scheint von einer Punktquelle S' hinter dem Spiegel zu 
kommen; diese Quelle S' bezeichnet man als virtuelle 
Quelle , da sich ja in S' keine wirkliche Strahlungsquelle 
befindet. (Die Quelle S bezeichnet man als reelle Quelle .) 

Brechung — Brechungsgesetz — Fermatsches Prinzip. 
Wir haben das Snelliussche Brechungsgesetz bereits zwei¬ 
mal abgeleitet. Beim ersten Mal benutzten wir eine einfache 
geometrische Konstruktion (Abschnitt 4.3). Beim zweiten 
Mal gingen wir von der Tatsache aus, daß die Anzahl der 
Wellenberge pro Längeneinheit längs der Grenze zu beiden 
Seiten der Grenze gleich groß ist (Abschnitt 7.2). Bei al¬ 
len beiden Ableitungen verwendeten wir ebene Wellen. 

Da man aber in der geometrischen Optik immer mit Strah¬ 
len, d.h. mit dünnen Lichtbündeln anstatt mit ebenen 
Wellen arbeitet, werden wir hier eine dritte Ableitung 
bringen; dabei werden wir anstelle einer ebenen Welle ein 
durch Beugung beschränktes Strahlenbündel verwenden. 
Die Verbreiterung des Bündels durch Beugung wird uns 
aber nicht weiter interessieren, wir werden also auch nicht 
darauf eingehen. 

Betrachten wir zunächst ein Strahlenbündel, das sich in 
einem homogenen Stück Glas mit dem Brechungsindex n 
ausbreitet. Büd 9.20 zeigt diese Situation schematisch. 

Wir betrachten das Atom a in der Mitte des Strahlenbün¬ 
dels. Es wird von diesem Bündel angeregt und strahlt in 


alle Richtungen. Seine Strahlung wirkt bei der Anregung 
der Atome b, c und d mit. Deren Strahlung überlagert sich 
und hilft wieder bei der Anregung des Atoms e (das sich 
auch in der Mitte des Strahlenbündels befindet). Nun ist 



Bild 9.20. Lichtstrahl in Glas. Die Pfeüe zeigen in die Ausbreitungs¬ 
richtung und geben die Breite des Strahlenbündels an. Die Punkte a, 
b, c, d und e stellen Atome im Glas dar. 


20 Berkeley Physik Kurs III 
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das Strahlenbündel das Ergebnis einer Verstärkung durch 
Interferenz. Das bedeutet aber: Liegen b und d beider¬ 
seits nahe genug bei c, so liefern alle drei Atome b, c und 
d in e einen Beitrag derselben Phase, da sie ja alle von a 
angeregt wurden. In anderen Worten: Die mit der Phasen¬ 
geschwindigkeit c/n laufenden Wellen müssen die Weg¬ 
strecke von a über b nach e, von a über c nach e und von 
a über d nach e in fast derselben Zeit durchlaufen, 
wenn a, c und e genau am Weg des Strahls und b und d 
genügend nahe bei c liegen. Wäre das nicht der Fall, so 
würde sich die Strahlung von den verschiedenen angereg¬ 
ten Atomen nicht so überlagern, daß sie durch Interferenz 
(Verstärkung) einen Strahl aufrechterhalten würde. 

Aus Bild 9.20 ist ersichtlich, daß die Wegstrecken abe 
und ade etwas länger als ace sind, wenn a, c und e auf 
dem Strahl liegen. Wenn wir sagen, daß diese Wegstrecken 
fast gleich äce sind, so meinen wir folgendes: Istz.B. 
b um das kleine Stück x von c entfernt, so ist der Weg abe 
nicht um eine der ersten Potenz, sondern um eine dem 
Quadrat der kleinen Größe x proportionale Größe länger 
als äce. In einer Taylor-Entwicklung der Weglänge nach 
dem Parameter x verschwindet also die erste Ableitung 
(da dieses Glied in der Reihenentwicklung einen in x line¬ 
aren Beitrag gibt). 

Eigentlich spielt aber nur die Laufzeit und nicht die 
Länge des Weges eine Rolle. Es gilt also folgendes Prinzip: 
Ein Lichtstrahl breitet sich längs einer Wegstrecke so aus, 
daß die Ableitung der Laufzeit nach x verschwindet; da¬ 
bei ist x ein Parameter, der auf dem Weg des Strahls (wie 
z.B. auf der Strecke äce ) gleich Null, auf einem benach¬ 
barten Weg (wie z.B. abe oder ade ) jedoch ungleich Null 
ist. Diese Bedingung besagt, daß die Laufzeit (das ist die 
Ausbreitungszeit) längs des Strahls einen Extremwert 
besitzt. Das ist das von Fermat stammende Prinzip der 
kürzesten Laufzeit oder kurz das Fermatsche Prinzip. 

Wir werden nun das Fermatsche Prinzip zur Ableitung 
des Brechungsgesetzes benutzen. Büd 9.21 zeigt ein 
Atom a in einem Medium 1 und ein Atom e in einem 
Medium 2 (diese Atome sind die Analoga der Atome a 
und e im Bild 9.20). Der mit P bezeichnete Schnittp unkt 
des Strahls mit der Trennfläche ist variabel. Der Weg aPe 
und Pe, für die das Licht die Laufzeiten ti = l\n x jc bzw. 
t 2 = / 2 n 2 /c benötigt. Die Strecken cti und ct 2 werden 
als die optischen Wege (oder Lichtwege) ni und n 2 / 2 
bezeichnet. Der gesamte optische Weg (kurz o.W.) ist ein 
Minimum, wenn die gesamte verstrichene Zeit ein Mini¬ 
mum ist. Wir wollen also den Punkt P finden, für welchen 

o.W. = n! /i + n 2 / 2 = minimum. (9.85) 

Aus Bild 9.21 folgt 

o.W. = ni (y \ + x? ) 1/2 + n 2 (yi + x| ) 1/2 . (9.86) 

Nun verrücken wir P um ein infinitesimales Stück aus 
seiner (noch unbekannten) Lage, die den o.W. zu einem 



Bild 9.21 

Brechung. Der optische Weg njlj + n 2 l 2 variiert in Abhängigkeit 
vom Ort des Punktes P. Der Weg, den ein Lichtstrahl tatsächlich 
von a nach e nimmt, läßt sich durch Variation der Lage von P 
finden; dabei muß nach dem Fermatschen Prinzip der optische 
Weg zu einem Minimum werden. Dann liegt der Weg aPe auf 
einem Interferenzmaximum und entspricht dem Weg äce im 
Büd 9.20. 


Minimum macht. Mit d(o.W.) bezeichnen wir die Ände¬ 
rung des o.W., die durch die Verrückung verursacht wird; 
um dieses d(o.W.) zu finden, differenzieren wir Gl. (9.86). 
Die einzigen Veränderlichen sind Xi und x 2 , da ja P auf 
der Trennfläche bleibt. Die Summe aus Xi und x 2 ist na¬ 
türlich konstant (da die Atome a und e festgehalten sind), 
so daß der Zuwachs dx 2 gleich dem negativen Wert des 
Zuwachses dXi bei der Verschiebung von P ist. Wir haben 
also 

d(o.W.) = n! d/i + n 2 d/ 2 

= n, d(y? + xf ) 1/2 + n 2 d(y^ + x|) 1/2 
nxXxdxx n 2 x 2 dx 2 
= (y 2 + x 2 )" 2 + (y 2 +x 2 ) 1/2 

^dx.^C-dx,). (9.87) 

n h 

In Gl. (9.87) wurden die Glieder höherer Ordnung mit dx?, 
dx? usw. vernachlässigt. Nun nehmen wir P so an, daß aPe 
auf dem Strahl liegt; dann verschwindet nach dem Fermat- 
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Bild 9.22. Ellipsoidspiegel 


sehen Prinzip die Variation erster Ordnung des o.W. mit 
Xi. Gl. (9.87) ergibt dann 


d(o.W.) = 0 = 


~niX t 

L h 


d.h. 


n 2 x 2 - 
_ 


dx x , 


also 

n x sin 0 1 = n 2 sin 0 2 , (9.88) 

was nichts anderes als das Brechungsgesetz ist. 

Wir werden nun im folgenden einige der wichtigsten 
Bauteile optischer Geräte behandeln. 

Der Ellipsoidspiegel. Bild 9.22 zeigt schematisch ein 
hohles Rotationsellipsoid mit reflektierender Innenfläche 
und mit einer punktförmigen Lichtquelle in F, einem der 
beiden Hauptbrennpunkte. Nach der Definition der Ellip¬ 
se ist der Abstand von F zum anderen Brennpunkt F' für 
jeden Weg gleich (ausgenommen der direkte Weg ohne 
Reflexion). Daher ist der Brennpunkt F' ein Gebiet voll¬ 
ständiger Verstärkung für die von den Elektronen in der 
Oberfläche ausgesandte Strahlung, die durch die von F 


ausgehende Strahlung angeregt wird. Wir sagen, die Quelle 
in F wird im Punkt F' abgebildet. 

Das Bild in F' ist kein Punkt; die Phase des resultieren¬ 
den Feldes in einem Punkt in der Nähe von F' ist bis auf 
einen kleinen Unterschied von höchstens ± n gleich der 
Phase in F', vorausgesetzt, daß dieser Punkt innerhalb 
einer Kugel mit dem Radius X/4 um F' liegt. Daher ist 
dies ungefähr die Größe des Bildes in F'. 

Der konkave Parabolspiegel. Stellen Sie sich vor, der 
Brennpunkt F und die Brennweite f des im Bild 9.22 dar¬ 
gestellten Ellipsoids seien festgehalten und der Brenn¬ 
punkt F' wandere nach rechts; die Ellipse werde also 
„gedehnt“. Wandert F' nach rechts bis ins Unendliche, 
dann entartet das Ellipsoid zu einem Paraboloid. Strah¬ 
len, die von F ausgehen, bilden dann ein paralleles Bündel 
(da sie nach wie vor in F' vereinigt werden, doch F' ist 
nun im Unendlichen). Bild 9.23 zeigt diesen Sachverhalt. 

Hat der Parabolspiegel den Durchmesser D, so erzeugt 
eine in F befindliche Punktquelle kein vollständig paral¬ 
leles Strahlenbündel. Die Divergenz des Interferenzmaxi¬ 
mums ist A0 « X/D. Ist D „unendlich“, dann erhalten 
wir von dieser Punktquelle eine vollkommen ebene Welle. 
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Bild 9.23. Parabolischer Hohlspiegel 


Umgekehrt wird eine einfallende Welle (deren Einfalls¬ 
winkel genau definiert ist) nur dann in F zu einem punkt¬ 
förmigen Bild vereinigt, wenn D unendlich ist. Sonst hat 
das Bild die Breite Ax « f Ad « f X/D. 

Der sphärische Hohlspiegel. Eine Kugel „schmiegt“ 
sich an den Scheitel eines Paraboloids an, wenn sie das 
Paraboloid in diesem Punkt berührt und denselben Krüm¬ 
mungsradius wie das Paraboloid im Scheitel hat. Es läßt 
sich leicht zeigen, daß der Radius einer solchen Kugel 
gleich 2f ist (Bild 9.24). 

Sphärische Aberration. Bei kleinem Öffnungsdurch¬ 
messer D<2f ist ein Kugelspiegel im wesentlichen mit 
dem gedachten sich anschmiegenden Parabolspiegel „in 
Berührung“. Eine Punktquelle in F erzeugt dann ein fast 
paralleles Strahlenbündel. Bei großem Öffnungsdurch¬ 
messer (d.h. bei großer „Blende“ bzw. „Blendenöffnung 4 ) 
gibt die Abweichung der Kugelfläche von der Fläche 
eines Paraboloids Anlaß zur sogenannten „sphärischen 
Aberration“ (Bild 9.24). 

Eine Behandlung der Bildentstehung an Hohlspiegeln 
finden Sie in PSSC, Physik x ), Kapitel 12. Mit einem ein- 

l ) Deutsche Ausgabe Friedr. Vieweg + Sohn, Verlagsgesellschaft 

mbH, Braunschweig 1974 


Bild 9.24. Sphärischer Hohlspiegel (der sich an einen gedachten 
Parabolspiegel anschmiegt). Der Mittelpunkt der Kugel liegt in C; 
ihr Radius ist 2f. Der von der Kugel reflektierte Strahl a ist nicht 
parallel zur Achse; der vom Paraboloid reflektierte Strahl a' jedoch 
ist parallel zur Achse. Das veranschaulicht die sphärische Aberration. 


fachen Rasierspiegel können Sie z.B. das Bild einer Ker¬ 
zenflamme oder Ihres Gesichts herstellen und so etwas 
Erfahrung über Hohlspiegel sammeln. (Die Hohlseite eines 
glänzenden neuen Löffels funktioniert fast genauso gut.) 
Um Erfahrung mit Konvexspiegeln zu gewinnen, spielen 
Sie einmal mit einer Christbaumkugel! (Oder drehen Sie 
den Löffel um.) 

Ablenkung eines Lichtstrahls bei fast senkrechtem Ein¬ 
fall auf ein dünnes Glasprisma. Ein Prisma wird als „dünn“ 
bezeichnet, wenn sein Scheitelwinkel a so klein ist, daß 
die für kleine Winkel gültige Näherung sin a « a und 
cos a « 1 angewandt werden kann. Bei fast senkrechtem 
Einfall können wir diese Näherung auch für den Einfalls¬ 
winkel verwenden. Eine monochromatische ebene Welle 
wird also bei fast senkrechtem Einfall um einen Winkel 5 
zur Basis des Prismas hin abgelenkt; dieser Winkel ist durch 

6 = (n - l)a (9.89) 

gegeben. Die Ablenkung 5 ist eine vom Einfallswinkel un¬ 
abhängige Konstante, solange wir es mit beinahe senkrech¬ 
tem Einfall zu tun haben. Gl. (9.89) läßt sich auf folgende 
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Bild 9.25 

Ablenkung durch ein dünnes Prisma 



Weise einfach ableiten (Bild 9.25): Die Wellenfront durch¬ 
läuft die Entfernung / an der Basis des Prismas mit der 
Geschwindigkeit c/n. Am Scheitel des Prismas ist die 
Geschwindigkeit n mal so groß (da die Dicke des Prismas 
dort Null ist), folglich durchläuft dort dieselbe Wellen¬ 
front in derselben Zeit die Strecke n /. Daher ist die Wel¬ 
lenfront an der Spitze des Prismas um die Strecke (n -1)/ 
voraus. Diese Strecke, dividiert durch die Breite d des 
Prismas, gibt (für kleine Winkel) den Ablenkungswinkel 
5 = (n - l)(//d) = (n - l)a, also Gl. (9.89). 

Farbdispersion eines Prismas. Als Beispiel für ein dün¬ 
nes Prisma wählen wir ot = 30° (bei diesem Wert ist die 
Näherung für kleine Winkel für unsere Zwecke noch nicht 
allzu schlecht) und n = 1,50. Nach Gl. (9.89) ist die Ab¬ 
lenkung dann gleich 15°. Das ist eigentlich nur die mitt¬ 
lere Ablenkung, denn typisches Glas mit einem mittleren 
Brechungsindex von 1,5 hat für blaues Licht mit einer 
Wellenlänge von 0,45 /im einen um 0,01 größeren Bre¬ 
chungsindex als für rotes Licht mit der Wellenlänge 
0,65 /im. Daher wird blaues Licht um ungefähr 0,01 ot 
weiter abgelenkt als rotes Licht. Für ot = 30° wird Blau 
um ungefähr 0,3° weiter als Rot abgelenkt. Im Bogenmaß 
ist das ungefähr ^ rad, da 30° ungefähr gleich einem hal¬ 
ben rad ist (1 rad = 57,3°). Auf einem Schirm einen Meter 
hinter dem 30°-Prisma werden also Rot und Blau unge¬ 
fähr ^cm weit voneinander entfernt sein. Diese Disper¬ 
sionswirkung von Glasprismen macht man sich im Prismen¬ 
spektrometer zur Spektralanalyse zunutze. In optischen 
Geräten mit Linsen führt die Dispersion zur sogenannten 


chromatischen Aberration, das heißt, Strahlen verschie¬ 
dener Farben werden nicht am selben Ort vereinigt. In 
einem Teleskop läßt sich die chromatische Aberration 
dadurch beseitigen, daß man anstelle einer brechenden 
Linse einen Parabolspiegel verwendet, um das Licht in 
einem Brenn-„punkt“ zu sammeln. (Das Reflexionsgesetz 
gilt für alle Farben.) Man kann die chromatische Aberra¬ 
tion auch durch Verwendung zweier verschiedener Glas¬ 
sorten mit unterschiedlicher Dispersion ausschalten (siehe 
Übuir§ 53). 

Fokussierung achsennaher Lichtstrahlen durch eine 
dünne Linse. Angenommen, eine Glaslinse mit zwei nach 
außen gekrümmten (konvexen) Kugelflächen stehe senk¬ 
recht auf einer gemeinsamen Symmetrieachse, die wir 
mit z bezeichnen; das umgebende Medium sei Luft. Ein 
Lichtstrahl falle von links parallel zur Symmetrieachse 
der Linse in einem Abstand y = h von der Achse ein. Wir 
bezeichnen eine Linse dann als „dünn“, wenn wir die 
vom Strahl beim Durchtritt durch die Linse erfahrene 
Änderung von y vernachlässigen können; außerdem ver¬ 
nachlässigen wir auch die Dicke der Linse im Vergleich 
zu ihrer Brennweite. Wenn wir sagen, wir betrachten nur 
achsennahe Strahlen, so meinen wir damit, daß wir h im 
Vergleich zu den Krümmungsradien der beiden Flächen 
klein halten, so daß wir für alle in Frage kommenden Win¬ 
kel die Näherung für kleine Winkel anwenden können. 

Wir suchen nun den Brennpunkt F, in dem ein parallel 
zur Symmetrieachse einfallender Strahl diese nach Ablen¬ 
kung durch die Linse schneidet (Bild 9.26). Geht der 
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einfallende Strahl durch F, so muß er eine Ablenkung 
um den kleinen Winkel 

5 = j (9.90) 

erfahren haben. 

Notwendige Bedingung für die Existenz eines Brenn¬ 
punkts. Die notwendige Bedingung für die Existenz eines 
gemeinsamen Brennpunkts für alle parallel einfallenden 
achsennahen Strahlen ist also die, daß die Ablenkung dem 
Achsenabstand h des Strahls direkt proportional sein muß. 
Ist also Gl. (9.90) für alle h erfüllt (wobei aber immer 
noch die Annahme kleiner Ablenkungswinkel gilt), so 
werden alle parallelen Strahlen im selben Abstand f hinter 
der Linse fokussiert. Diese Bedingung gilt auch für jedes 
ähnliche Problem, z.B. für die Fokussierung eines Bündels 
geladener Teilchen durch eine magnetische Linse. 

Es bleibt noch zu zeigen, ob eine von Kugelflächen 
begrenzte dünne Linse die Gl. (9.90) erfüllt und ob dabei 
f von h unabhängig ist. Man kann das auf folgende Weise 
zeigen: Der im Bild 9.26 gezeichnete Strahl hätte eben¬ 
sogut durch ein äquivalentes dünnes Prisma abgelenkt 
werden können. Die erste Fläche schließt mit der Nor¬ 
malen (an den Punkt, auf dem der Strahl auftrifft) den 
Winkel h/R! ein. Die zweite Fläche bildet mit der in ent¬ 
gegengesetzter Richtung weisenden Normalen den Winkel 
h/R 2 . Der Winkel a des äquivalenten Prismas ist daher 


gleich hR x 1 + hR 2 1 . Die Ablenkung 5 durch das äqui¬ 
valente dünne Prisma ist gleich (n - l)a, so daß 

5=(n-l)h(Rr 1 + R 2 -1 )- (9.91) 

Die Linsengieichung des Optikers. Wir sehen, daß 
Gl. (9.91) die Bedingung für einen Brennpunkt - nämlich, 
daß 5 proportional zu h ist - erfüllt; die Brennweite f ist 
durch den Ausdruck (siehe Gl. (9.90)) 

gegeben. Man nennt Gl. (9.92) auch die Linsengleichung 
des Optikers. 

Die Brennebene. Wir betrachten nun ein Bündel paral¬ 
leler Strahlen, die jedoch nicht parallel zur Symmetrie¬ 
achse sind, sondern mit ihr einen Winkel 6 einschließen. 
Die Ablenkung durch ein dünnes Prisma ist (für kleine 
Winkel) vom Einfallswinkel unabhängig. Daher wird ein 
Strahl, der im Abstand h von der Linsenmitte auf die 
Linse auftrifft, unabhängig von seinem Einfallswinkel um 
den Winkel 5 = h/f abgelenkt. Das heißt, daß jedes Paral¬ 
lelstrahlenbündel in einer in der Entfernung f hinter der 
Linse liegenden Ebene - der Brennebene - zu einem 
Punkt vereinigt wird; der Abstand dieses Punktes in der 
Ebene von der Achse ist gleich fd , wie aus Bild 9.27 
ersichtlich ist. 



Bild 9.26. Dünne Linse. Der einfallende Strahl verläuft parallel zur Achse. 



Bild 9.27. Brennebene 
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Bild 9.28. Reeller Bildpunkt eines punktförmigen Gegenstandes. 


Der reelle Bildpunkt eines punktförmigen Gegenstands. 
Wir haben bereits den Bildpunkt eines Parallelstrahlen¬ 
bündels, d.h. eines Strahlenbündels, das von einem links 
im Unendlichen liegenden punktförmigen Gegenstand 
(von einer Punktquelle) ausgeht, gefunden. Betrachten 
wir nun einen punktförmigen Gegenstand O, der im Ab¬ 
stand g links von unserer Sammellinse liegt; wir suchen 
sein Büd I im Abstand b rechts von der Linse. Wir neh¬ 
men an, 0 liege auf der Symmetrieachse; dann wird 
auch I auf der Symmetrieachse liegen. Sehen wir uns nun 
Büd 9.28 an. Beginnen wir mit einem Vektor, der von O 
aus in die +z-Richtung weist, und führen wir die Drehun¬ 
gen +0!, -6 und +6 2 aus, dann kommen wir offensicht¬ 
lich wieder zur +z-Achse zurück: 

0!-8+0 2 =O. (9.93) 


Die Linsengleichung für dünne Linsen. Es gilt jedoch 

01 = g’ 02 = l und 6 = T 

(Die Ablenkung ist immer gleich h/f, unabhängig vom 
Einfallswinkel.) Daher folgt aus Gl. (9.93) 

h = h h 

f g b’ 

also 




1 

f ' 


(9.94) 


Dies ist die elementare Linsengleichung für dünne Linsen. 


Seitenvergrößerung. Der Winkel, um den ein Strahl 
durch eine dünne Linse abgelenkt wird, bleibt unverän¬ 
dert, wenn die Linse ein wenig um eine durch ihre Mitte 
gehende und senkrecht auf der Zeichenebene von Büd 
9.28 stehende Achse gedreht wird. Der vom Gegenstands¬ 
punkt durch den Linsenmittelpunkt gehende Strahl bleibt 


also weiterhin unabgelenkt, und ein Strahl, der im Ab¬ 
stand h von der Linsenmitte auf die Linse auftrifft, wird 
um den Winkel h/f abgelenkt. Daher bleiben Gegenstands¬ 
und Büdpunkt im Büd 9.28 unverändert, wenn die Linse 
etwas um ihren Mittelpunkt gedreht wird. (Wird jedoch 
die Linse senkrecht zu ihrer Achse um ein Stück verscho¬ 
ben, so verschiebt sich auch der Büdpunkt. Sein neuer 
Ort ergibt sich aus der Bedingung, daß der durch die 
Mitte der Linse verlaufende Strahl nicht abgelenkt wird.) 
Anstatt jedoch die Linse um ihren Mittelpunkt zu drehen, 
halten wir sie fest und verschieben den Gegenstandspunkt 
ein wenig senkrecht zur Achse der Linse nach oben. Dann 
kann die Zeichnung des Strahlengangs um die Linsen¬ 
mitte gedreht werden (weü die Ablenkung bei fast senk¬ 
rechtem Einfall unabhängig vom Einfallswinkel ist). Wir 
sehen also: Wird der Gegenstandspunkt um die Strecke y 
nach oben verschoben, so verschiebt sich der Büdpunkt 
nach unten , und zwar um eine Strecke, die um das Ver¬ 
hältnis der „Hebelarme“ g und b größer als y ist. Man 
drückt das so aus, daß man sagt, die Seitenvergrößerung 
sei — b/g: 


Seitenvergrößerung = - 


b 

g ' 


(9.95) 


Das negative Vorzeichen sagt uns, daß sich der Büdpunkt 
nach unten verschiebt, wenn der Gegenstand nach oben 
verschoben wird. Ist der Gegenstand kein einzelner Punkt, 
sondern ein realer Gegenstand - z.B. ein kleiner Pfeü 
mit Spitze und Federn - so stellt sich heraus, daß das 
Büd auf dem Kopf steht. 

Die Sammellinse. Die im Büd 9.28 gezeichnete Linse 
ist eine Sammellinse. Befindet sich ein Gegenstand vor 
einer Sammellinse in einer Entfernung, die größer als die 
Brennweite f ist, so ist sein Bild reell und seitenverkehrt. 
„Reell“ bedeutet hier, daß am Ort des Büdes tatsächlich 
Licht vorhanden ist. Im Gegensatz dazu ist das Büd in 
einem gewöhnlichen Planspiegel „virtuell“ - hinter der 
Spiegeloberfläche ist kein Licht. 
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Virtuelle Bilder. Befindet sich der Gegenstandspunkt 
im Bild 9.28 in der Entfernung f links von der gezeich¬ 
neten dünnen Sammellinse, so ist die Ablenkung h/f, die 
die im Abstand h von der Linsenmitte verlaufenden Strah¬ 
len erfahren, gerade so groß, daß diese Strahlen die Linse 
rechts als Parallelstrahlenbündel verlassen. Liegt der Ge¬ 
genstandspunkt näher als f an der Linse, dann ist die Ab¬ 
lenkung h/f nicht mehr stark genug, um den Strahl wieder 
zur Achse hin zurückzulenken. Daher schneidet der Strahl 
die Achse nie mehr wieder. Es gibt also auch kein reelles 
Büd. Der Strahl scheint von einem „virtuellen“ Punkt 
links von der Linse zu kommen. Man spricht in so einem 
Fall von einem virtuellen Bild (Bild 9.29). Es läßt sich 
leicht zeigen (Sie können das selbst tun), daß sich das 
virtuelle Bild trotzdem noch an dem durch die Linsen- 
gieichung (9.94) gegebenen Ort befindet, wenn man den 
negativen Wert von b als den links von der Linse gemesse¬ 
nen Abstand ansieht. 

Die Zerstreuungslinse. Eine Zerstreuungslinse ist in der 
Mitte dünner als am Rand (vorausgesetzt, es handelt sich 
um eine Glaslinse in Luft). Stellen wir uns (wie vorhin bei 
der Sammellinse) vor, die Linse sei aus lauter dünnen Pris¬ 


men zusammengesetzt; dann liegt der Scheitel jeder die¬ 
ser Prismen näher bei der Achse als seine Basis. Die Strah¬ 
len werden von der Linsenachse weg gebrochen (während 
sie bei der Sammellinse zur Achse hin gebrochen werden). 
Ein von links einfallendes Parallel strahlenbündel wird zu 
einem divergenten Strahlenbündel, das von einem virtu¬ 
ellen Brennpunkt links der Linse aus zu divergieren 
scheint (Büd 9.30). Es läßt sich leicht zeigen (wir über¬ 
lassen das Ihnen), daß alle für dünne Sammellinsen abge¬ 
leiteten Gleichungen auch für dünne Zerstreuungslinsen 
verwendet werden können, wenn man die Bedeutung 
negativer Größen passend interpretiert. Wenn wir also 
sagen, eine Zerstreuungslinse habe die negative Brenn¬ 
weite f = - | f |, so güt die elementare Linsengleichung 
als Beziehung zwischen Gegenstands- und Büd weite. 

Z.B. sind im Büd 9.30 die Größen der Gleichung 

g^ + b- 1 = r 1 

durch g = + °°, b = — | f | und f = — | f | realisiert. 

Brechkraft in Dioptrien. Der reziproke Wert der Brenn¬ 
weite einer Linse wird gewöhnlich in Dioptrien, d.h. in 
m" 1 , gemessen und dann als Brechkraft der Linse bezeich¬ 
net. Eine Sammellinse mit einer Brennweite von 50 cm 




Bild 9.30. Zerstreuungslinse 
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hat also eine Brechkraft von +2 dpt (Dioptrien). Eine 
Zerstreuungslinse mit einer Brennweite von —50 cm hat 
eine Brechkraft von -2 dpt. Der reziproke Wert der 
Brennweite (die Brechkraft) hat die angenehme Eigen¬ 
schaft, im folgenden Sinn linear zu sein: Folgt auf eine 
dünne Linse direkt eine zweite, so ist die gesamte Brech¬ 
kraft der beiden sich berührenden dünnen Linsen gleich 
der Summe der beiden Einzelbrechkräfte. Das läßt sich 
auf folgende Weise leicht einsehen. Die erste Linse lenkt 
einen Strahl um den Winkel h/fi zur Achse hin ab; dabei 
ist fj für eine Sammellinse positiv und für eine Zerstreu¬ 
ungslinse negativ. Befindet sich die zweite Linse am Aus¬ 
trittsende der ersten Linse, dann hat der Strahl keine 
Möglichkeit, seinen Querabstand h von der gemeinsamen 
Achse der beiden Linsen zu ändern. Er trifft daher auf 
beide Linsen im selben Achsenabstand h auf. Daher er¬ 
fährt er aber durch die zweite Linse die Ablenkung h/f 2 . 
Die gesamte, von beiden Linsen bewirkte Ablenkung ist 
gleich h/fj + h/f 2 . Genau dieselbe Ablenkung würde der 
Strahl aber auch beim Durchtritt durch eine einzige, äqui¬ 
valente Linse der Brennweite f erfahren, wenn 
1/f = 1/fi + l/f 2 . Die gesamte Brechkraft, oder der Rezi¬ 
prokwert der äquivalenten Gesamtbrennweite, ist also 
gleich der Summe der einzelnen Brechkräfte. Sind die 
beiden Linsen durch einen Zwischenraum voneinander 
getrennt, dann trifft der Strahl die zweite Linse natürlich 
nicht mehr im selben Achsenabstand h wie die erste 
Linse. Die Brechkräfte aufeinanderfolgender Linsen addie¬ 
ren sich also nur dann linear, wenn der Zwischenraum 
zwischen den Linsen vernachlässigt werden kann. 

Wenn Sie Brillenträger sind, dann können Sie die 
Brechkraft jeder der beiden Linsen Ihrer Brille sowohl in 
einer waagerechten als auch in einer senkrechten Ebene 
(grob) messen. Benutzen Sie eine weit entfernte punkt¬ 
förmige Lichtquelle (oder die Sonne). Ist die Linse posi¬ 
tiv, so können Sie ein Büd der Lichtquelle auf eine Wand 
oder ein Stück Papier werfen. Hat jede der beiden Linsen 
in beiden Ebenen dieselbe Brennweite ? (Wenn nicht, 
dann ist Ihre Linse eine sogenannte „astigmatische“ Linse, 
und Ihr Auge weist einen von der Norm abweichenden 
sogenannten Astigmatismus auf.) 

Der Abstand b der Linse des Auges von der Netz¬ 
haut ist ungefähr 3 cm. In Dioptrien (m _1 ) gibt das 
b“ 1 = (0,03 m)" 1 ^ 33 m" 1 ; b" 1 ist also ungefähr gleich 
33 dpt. Ein auf einen sehr weit entfernten Gegenstand 
im Abstand g = 00 gerichtetes Auge hat die Brechkraft 
f" 1 = g _1 + b“ 1 = 0 + 33 m” 1 =33 dpt. Wollen Sie einen 
Gegenstand im Abstand g = 25 cm vor Ihrem Auge scharf 
sehen, so müssen die Ciliarmuskeln Ihres Auges die Brech¬ 
kraft der Linse um g" 1 = (0,25 m)" 1 = 4 m" 1 =4 dpt 
vergrößern, so daß Sie insgesamt 37 dpt haben. Wenn die 
Akkomodationsfähigkeit Ihrer Augen genügend groß ist, 
dann können Sie Ihre Brechkraft auch um ca. 10 dpt ver¬ 
größern und Gegenstände im Abstand von g = (10 dpt)" 1 


= 0,1m = 10 cm betrachten. Ein Gegenstand in dieser Ent¬ 
fernung sieht größer aus, Sie können seine Einzelheiten 
besser ausmachen. Könnten Sie ihn bis auf 1 cm an Ihr 
Auge heranbringen und ihn trotzdem noch scharf auf der 
Netzhaut abbilden, so würde er 25 mal so groß aussehen, 
wie im Abstand von 25 cm; Sie könnten dann dement¬ 
sprechend 25 mal kleinere Einzelheiten auflösen. So ein 
starkes Akkomodationsvermögen hat aber niemand. 

Die einfache Lupe. Sie können einen kleinen Gegen¬ 
stand im Abstand von 25 cm mit freiem Auge betrachten, 
ohne dabei zu ermüden, falls Ihr Sehvermögen normal ist. 
Ist der Gegenstand h cm hoch, so sieht ihn Ihr Auge un¬ 
ter einem Winkel von h/25 rad; dieser Winkel bestimmt 
die Größe des Bildes auf der Netzhaut. Bringen Sie den 
Gegenstand näher heran, so wird sein Bild auf der Netz¬ 
haut größer. Die Ciliarmuskeln müssen für Akkomodation 
sorgen, indem sie die Brechkraft der Augenlinsen erhöhen. 
Das Bild bleibt scharf. Diese Akkomodation ist aber an¬ 
strengend und ermüdet auf die Dauer. Nehmen Sie nun 
eine Linse mit der Brennweite f (cm) und halten sie vor 
Ihr Auge, dann rücken Sie den Gegenstand näher. Sobald 
sich dieser im Brennpunkt der Linse befindet, geht von 
jedem Punkt seiner Oberfläche hinter der Linse ein Paral¬ 
lelstrahlenbündel aus, das in Ihr Auge eintritt. Sie können 
den Gegenstand so mit entspanntem Auge scharf sehen. 

Wir überlassen es Ihnen, zu beweisen, daß der Sehwinkel 
(d.h. die Winkelgröße) des Gegenstands um den Faktor 
25/f größer wird (kleine Winkel vorausgesetzt, so daß 
man die Näherung für kleine Winkel verwenden kann) 

(Bild 9.31). Sie können sich selbst eine bülige Lupe her¬ 
steilen, indem Sie eine Linse mit einer Brennweite von 
2 cm oder 3 cm auf einen Mikroskop-Objektträger auf- 
kleben. (Eine einfache fertige Lupe ist aber auch nicht 
teuer.) 

Das Nadelloch als Lupe. Stechen Sie in ein Stück Alu¬ 
miniumfolie mit einer Nadel ein kleines Loch mit einem 
Durchmesser von ca. |mm oder weniger hinein. Halten Sie 
das Loch knapp vor Ihr Auge und betrachten Sie eine 
Lichtquelle. Die „umherschwimmenden“ Punkte, die Sie 
sehen, sind Beugungsbilder von Ketten von Zellen in Ihrem 
Auge. (Diese liegen nicht an der Oberfläche; Sie können 
das feststellen, indem Sie versuchen, die Punkte durch 
Blinzeln wegzuwischen.) Betrachten Sie nun durch das Na¬ 
delloch eine gut beleuchtete Druckseite. (Wenn Sie eine 
Brille tragen, dann nehmen Sie sie ab. Sie brauchen sie nicht, 
und sie nützt Ihnen auch nichts.) Bringen Sie die Druck¬ 
seite immer näher an Ihr Auge heran. Sie werden bemer¬ 
ken, daß das von Ihnen betrachtete Wort scharf bleibt 
und um so stärker vergrößert wird, je näher Sie es heran¬ 
bringen! (Schließlich verschwimmt es aber doch, weil das 
Nadelloch nicht klein genug ist.) Die Vergrößerung läßt 
sich an Hand einer Skizze, ähnlich wie Bild 9.31, wobei 
die Linse durch ein Nadelloch zu ersetzen ist, leicht be¬ 
rechnen. 
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Bild 9.31. Einfache Lupe. Die Brechkraft der Linse des Auges wird 
das Auge herangebracht werden und gibt folglich ein größeres Bild. 


Sehen Sie die Dinge wirklich seitenverkehrt? Sie kön¬ 
nen sich auf folgende Weise davon überzeugen, daß das 
Bild auf Ihrer Netzhaut auf dem Kopf steht. Betrachten 
Sie eine breite Lichtquelle durch Ihr Nadelloch. Halten 
Sie eine Bleistiftspitze vor das Nadelloch und betrachten 
Sie ihren Schatten auf der Netzhaut. Alles verläuft wie 
erwartet. Drehen Sie nun die Reihenfolge um und halten 
Sie die Bleistiftspitze zwischen das Nadelloch und Ihr 
Auge. Bewegen Sie den Bleistift und verfolgen Sie die 
Bewegungsrichtung des Schattens! Zeichnen Sie eine 
Skizze und erklären Sie was geschieht. 

Pupillenübungen. Wenn Sie eine große Lichtquelle 
(z.B. den Himmel) durch Ihr Nadelloch betrachten, so 
sehen Sie einen hellen Kreis. Dieser Kreis ist die Projek¬ 
tion Ihrer Pupille auf Ihrer Netzhaut. Sie können die 
Adaptation (d.h. die Erweiterung und Verengung) Ihrer 
Pupille beobachten, wenn Sie Ihr anderes Auge - das¬ 
jenige, das nicht durch das Nadelloch sieht - schließen 
und öffnen. Die Pupille zieht sich zusammen, sobald Sie 
das andere Auge öffnen, so daß Licht eintritt. Zugleich 
verengt sich aber auch die Pupille des Auges , das durch 
das Nadelloch sieht ! Diese „sympathischen“ Kontrak¬ 
tionen der Pupillen sind leicht wahrzunehmen. Beachten 
Sie dabei, daß die Pupille ungefähr eine halbe Sekunde 
braucht, bis sie sich nach einem plötzlichen Wechsel der 
Lichtintensität verengt oder weitet. 

Das Teleskop. Ein Teleskop besteht aus zwei Linsen. 
Die eine ist das Objektiv ; sie erzeugt von einem entfern¬ 
ten Gegenstand ein reeles Bild, das in guter Näherung in 
ihrer Brennebene liegt. Sieht man den weit entfernten 
Gegenstand unter dem Winkel 0 O , und hat das Objektiv 
die Brennweite fi , so ist die Höhe hx des vom Objektiv 
erzeugten Bildes durch = fx0 o gegeben. Die zweite 
Linse eines Teleskops heißt Okular. Sie ist nichts anderes 


die Brechkraft der Lupe vermehrt. Der Gegenstand kann näher an 


als eine einfache Lupe, mit der man das von dem Objek¬ 
tiv erzeugte reelle Bild betrachtet. Wird das Okular so ein¬ 
gestellt, daß das vom Objektiv erzeugte Bild in der Brenn¬ 
ebene des Okulars liegt, dann liefert jeder Punkt des Bil¬ 
des ein Parallelstrahlenbündel in das Auge. Das Auge ist 
dann entspannt, gerade so, wie wenn man den weit ent¬ 
fernten Gegenstand ohne Teleskop betrachten würde. 

Der Winkel, den das Büd der Höhe hx zum Okular hin 
aufspannt, ist gleich hx/f 2 ; dabei ist f 2 die Brennweite 
des Okulars. Dieser Winkel ist um das Verhältnis 
(h 1 /f 2 )/0 o = (fi0o/f2)/0o = UIU größer als der Sehwin- 
kel 0 O . Somit ist die Winkelvergrößerung gleich fjf 2 
(Büd 9.32). 

Das Mikroskop. Wie ein Teleskop hat auch ein Mikro¬ 
skop ein Objektiv, das ein reelles Büd des betrachteten 
Gegenstands erzeugt, und ein Okular, womit man dieses 
Büd betrachtet. Der Gegenstand, z.B. eine Mübe, der un¬ 
tersucht werden soll, befindet sich beinahe (aber nicht 
genau) in der Brennebene des Objektivs. Das Büd entsteht 
weit weg vom Objektiv - sagen wir in der Entfernung 
/« 20 cm. Diese Entfernung ist im wesentlichen gleich 
der Länge des Mikroskoptubus. Ein Gegenstand der Län¬ 
ge x, der sich ungefähr im Abstand fx vor dem Objektiv 
befindet, gibt ein reeües Büd der Größe = (// f t )x. 
Dieses Büd befindet sich im Abstand f 2 vom Okular und 
spannt am Okular den Winkel hx/f 2 auf. Würde man den 
Gegenstand mit unbewaffnetem Auge im Abstand von 
25 cm betrachten, so würde er den Winkel x/25 cm auf¬ 
spannen. Die Vergrößerung ist demnach durch 
(hx/f 2 )/(x/25) = 25 l/U f 2 gegeben (Büd 9.33). 

Die dicke Kugel- oder Zylinderlinse. Ein kleines Glas 
Babynahrung ist eine gute Zylinderlinse. (Wir empfehlen 
Schokoladepudding. Essen Sie den Pudding, kratzen Sie 
das Etikett ab und füllen Sie das gereinigte Glas mit Was¬ 
ser oder einer anderen klaren Flüssigkeit.) Auf Büd 9.34 


um 
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Bild 9.32. Teleskop 



Bild 9.33. Mikroskop 



Bild 9.34. Beispiel einer „dicken“ Linse. Der Brennpunkt F liegt im Abstand f' hinter der letzten brechenden 
Fläche. Brechungsindizes: Luft = 1, Linse = n. 
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zeigen wir die Entstehung des Bildes eines Parallelstrah¬ 
lenbündels, das durch eine solche Linse tritt. 

Brechung an einer Kugelfläche. Wir verfolgen die ein¬ 
fallenden Parallelstrahlen durch diese Linse. Der Strahl 
durch den Kugel- bzw. Kreismittelpunkt wird nicht ab¬ 
gelenkt. Ein Strahl, der im Abstand h von der durch den 
Mittelpunkt gehenden Geraden hereinkommt, hat auf 
der brechenden Fläche den Einfallswinkel 0 e , der für 
h/R < 1 durch 0 e = h/R gegeben ist. Die Ablenkung 5 
dieses Strahls an der brechenden Fläche (wir betrachten 
hier die erste Fläche unserer Linse) ist gleich dem Ein¬ 
fallswinkel 0 e minus dem Brechungswinkel 0 b . Für kleine 
Winkel lautet das Brechungsgesetz n x 0 x = n 2 d 2 . Die 
Brechung zum Lot an einer einzigen brechenden Fläche 
ist also gleich der Ablenkung 

5 ~ 01 02 

= ^( 1 - 02/00 

= 0 1 (l-n 1 /n 2 ). (9.96) 

Gl. (9.96) gilt allgemein (für kleine Winkel); sie ist für die 
Verfolgung des Strahlengangs in komplizierten Linsen¬ 
systemen von Nutzen. Beim vorliegenden Beispiel finden 
wir für die Ablenkung an der ersten Fläche den Ausdruck 



Verfolgen Sie nun den Strahl bis zur hinteren brechenden 
Fläche. Er nähert sich der Achse um den Betrag 2R mal 
der Ablenkung 5; er erreicht die hintere brechende Flä¬ 
che also im Achsenabstand h !, der durch 

h' = h-2R5=h-2h(l-£)=h(^-l) (9.98) 

gegeben ist. An der hinteren Fläche wird der StrahTnoch 
einmal zur Achse hin gebrochen. Da ein Kreisbogen um 
seine Sehne symmetrisch ist, ist die Ablenkung beim Aus¬ 
tritt dieselbe wie beim Eintritt. Der Strahl tritt also im 
Winkel 25 zur Achse und von dieser im Abstand h' aus 
der Linse aus. Er schneidet die Achse in der Entfernung f* 
hinter der letzten brechenden Fläche; dabei gilt 

25 =y. (9.99) 

Aus den Gin. (9.97), (9.98) und (9.99) folgt 


f -_jL_ _ h ^n “ ^ _ R (2-n) 
25 2h n _K 2 (n — 1) ‘ 
R v n ’ 


(9.100) 


Mit Gl. (9.100) und einem Einweck- (oder Baby kost-) glas 
können Sie den Brechungsindex von Wasser, von Mineral¬ 
öl oder einer anderen Flüssigkeit bestimmen. (Gl. (9.100) 
güt sowohl für einen Zylinder als auch für eine Kugel.) 
Siehe Übung 42. 


Das Leeuwenhoeksche Mikroskop. Das erste Mikro¬ 
skop der Welt war nichts anderes als eine winzige Glas¬ 
kugel. Sie können sich so ein Mikroskop selbst hersteilen. 
(Sie bekommen kleine durchsichtige Glaskügelchen pfund¬ 
weise beim Chemikalienhändler. Überzeugen Sie sich aber, 
daß die Kugeln durchsichtig und klar und nicht nur 
durchscheinend sind.) Es funktioniert folgendermaßen. 
Halten Sie die Kugel direkt vor Ihr Auge und bringen Sie 
den zu betrachtenden Gegenstand in den Brennpunkt F 
(Büd 9.34). Von einem Punkt des Gegenstands fällt ein 
Parallelstrahlenbündel in das Auge. Und eben weil es ein 
Parallelstrahlenbündel ist, können Sie Ihr Auge entspan¬ 
nen — das Bündel wird auf Ihrer Netzhaut in einem Punkt 
vereinigt. Ein anderer Punkt des Gegenstands wird in 
einem anderen Punkt der Netzhaut abgebildet. Wir wol¬ 
len die Vergrößerung dieser Linse berechnen und neh¬ 
men an, der Gegenstand habe die Länge x g . Strahlen, die 
von den beiden Enden des Gegenstands aus- und durch 
die Mitte der Kugel gehen, werden nicht abgelenkt. Das 
heißt, daß der Sehwinkel des Gegenstands gleich x g divi¬ 
diert durch den Abstand zwischen F und dem Kugel¬ 
mittelpunkt ist: 

0 g = VTf r - (9.101) 


Diesen Winkel schließen die beiden Parallelstrahlenbündel 
miteinander ein, die den Büdern der beiden Enden des 
Gegenstands auf Ihrer Netzhaut entsprechen; er ist daher 
der Sehwinkel, unter dem Sie ihn durch das Mikroskop 
„sehen“. Wollen Sie den Gegenstand ohne Mikroskop be¬ 
trachten, dann müssen Sie ihn ca. 25 cm weit weg halten, 
um ihn bequem fixieren zu können. Die „Größe“, d.h. 
der Sehwinkel, ist dann gleich x g /25 cm. Die Winkel¬ 
vergrößerung M ist daher 


25 


R+f' 


25 cm 


R 


1 + 


1(2—ik 
2 l n- V 


50 cm / _ J_ \ 

R V nj- 
(9.102) 


Ist also z.B. R = 1 mm und n = | (Glas), so erhalten wir 
M = 167. 


Scotchlite Rückstrahler. Aus Gl. (9.98) folgt, daß ein 
achsennaher Strahl, der im Achsenabstand h in eine Kugel 
mit n = 2 eintritt, die Hinterfläche dieser Kugel (Bild 9.32) 
im Achsenabstand W = 0 erreicht. Ein Parallelstrahlen¬ 
bündel wird also genau auf der Hinterfläche fokussiert, 
wo es dann teilweise reflektiert und teilweise durchgelas¬ 
sen wird. Wie aus Büd 9.35 hervorgeht, wird der reflek¬ 
tierte Anteü schließlich um 180° abgelenkt, also in die 
ursprüngliche Richtung zurückgeworfen. Das an der Hin¬ 
terfläche der Kugel durchgelassene Licht kann größten¬ 
teils wieder ins Glas zurückreflektiert werden, wenn die 
Hinterfläche der Kugel mit einem silbrigen Reflektor 
belegt ist. 
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Bild 9.35. Rückstrahlung von Licht durch einen idealen Scotchlite Reflektor mit dem Brechungsindex n = 2. 


Ein rückstrahlendes Material, das auf diesem Prinzip 
beruht, ist in jeder Farbenhandlung zu bekommen, es ist 
z.B. unter dem Namen Scotchlite bekannt. Es wird u.a. 
auch für rückstrahlende Verkehrszeichen benutzt. Unter¬ 
suchen Sie es einmal mit der Lupe. Sie werden sehen, daß 
es aus vielen winzigen Glaskugeln besteht, die in einer 
klebenden silbrigen Schicht eingebettet und mit klarem 
Schellack lackiert sind. Dieser Schellack ist eingefärbt, 
wenn bestimmte Farbeffekte erzielt werden sollen. Der 
größte Brechungsindex, der sich bei Glas noch verhältnis¬ 
mäßig leicht erreichen läßt, ist 1,9. Dieser Wert liegt nahe 
genug bei 2, so daß die Sache ziemlich gut funktioniert. 

Bei der „nächsten Generation“ der größten Blasen¬ 
kammern der Welt, die mit flüssigem Wasserstoff arbei¬ 
ten und die derzeit (1968) im Bau sind, wird, wenigstens 
bei einigen der Kammern, der Kammerboden mit Scotch¬ 
lite belegt werden, so daß Lichtstrahlen zu ihrem Aus¬ 
gangspunkt zurückgeworfen werden. Sie können die 
Rückstrahleigenschaften von Scotchlite leicht messen 
(siehe Übung 35). 


9.8. Übungen und Heimversuche 

1. Nahfeld und Femfeld. Ein Doppelspalt mit dem Spaltabstand 
von 0,1 mm wird mit sichtbarem Licht angestrahlt. In welcher 
Entfernung von diesem Doppelspalt können Sie die Fernfeld¬ 
näherung anwenden, ohne eine Linse zu benutzen ? Wie weit 
müssen Sie von zwei Mikrowellenantennen (Abstand 10 cm, 
abgestrahlte Wellenlänge 3 cm) entfernt sein, damit Sie die 
Fernfeldnäherung anwenden können? 

2. Interferenzstreifen hinter einem Doppelspalt. Ein Doppel¬ 
spalt mit einem Spaltabstand von 0,5 mm wird mit einem 
monochromatischen Parallelstrahlenbündel der Wellenlänge 


6328 Ä= 632,8 nm aus einem Helium-Neon-Laser bestrahlt. 

5 m hinter den Spalten befindet sich ein Schirm. Welchen 
Abstand haben die Interferenzstreifen auf dem Schirm von¬ 
einander? 

3. Mittlere Länge eines Wellenzugs. Welche „mittlere Länge“ 
hat ein klassischer Wellenzug (ein Wellenpaket), der dem von 
einem Atom mit der mittleren Zerfallszeit von 10 _8 s emit¬ 
tierten Licht entspricht? In einer gewöhnlichen Gasentladung 
zerfallen die Atome nicht frei, sondern haben eine durch 
Doppler- und Stoßverbreiterung bedingte effektive Kohärenz¬ 
zeit von ca. 10 _9 s. Wie lang ist der entsprechende klassische 
Wellenzug? 

4. Kohärenz am Doppelspalt. Eine leuchtende „Linie“, die sicht¬ 
bares Licht emittiere, sei 1 mm breit; in welcher Entfernung 
davon muß sich ein von ihr bestrahlter Doppelspalt befinden, 
damit seine beiden Spalte vernünftig kohärent sind? Der 
Spaltabstand sei \ mm. 

5. Das Auflösungsvermögen des Auges. In welcher Entfernung 
löst Ihr Auge die beiden Scheinwerfer eines Automobils gerade 
noch auf? 

6. Wahre Größe der Venus. Die Venus hat einen Durchmesser 
von ungefähr 13 000 km. Wenn sie als Morgen- oder Abend¬ 
stern sichtbar ist, dann ist sie ungefähr gleich weit von uns 
entfernt wie die Sonne, also ca. 150 • 10 6 km. Dem unbewaff¬ 
neten Auge erscheint sie „größer als ein Punkt“. Sieht man 
die wahre Größe der Venus ? 

7. Das Auflösungsvermögen des Auges - Heimversuch. Nehmen 
Sie zwei Glühlampen derselben Leistung (z.B. 150 W); eine 
soll klar sein und einen möglichst kleinen Glühfaden (ca. 

2,5 cm x 0,3 cm) haben, die andere soll matt sein und einen 
Durchmesser von etwa 7,5 cm haben. Stellen Sie durch Pro¬ 
bieren fest, wie weit Sie Weggehen müssen, bis die beiden 
Lampen dieselbe scheinbare Größe haben. (Sie werden finden, 
daß Sie ungefähr ein bis zwei Häuserblocks weit gehen müssen.) 
Vergleichen Sie auf dieselbe große Entfernung die scheinbare 
Größe zweier matter Glühlampen, die in Wirklichkeit gleich 
groß sind, von denen jedoch die eine eine zwei- bis dreimal 
so große Leistung wie die andere hat. Wie erklären Sie sich 
das Ergebnis? Warum sieht die Venus größer als ein Punkt 
aus (siehe Übung 6)? 
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9. Interferenz und Beugung 


8. Wellenmuster von Beugungsgittern - Heimversuch. Sie brau¬ 
chen eine weiße leuchtende Linie und zwei gleiche Beugungs¬ 
gitter. (Als leuchtende Linie nehmen Sie am besten eine 
„Schaufensterlampe“, die Sie auch für viele weitere Versuche 
benötigen. Ihre Optik-Versuchsausrüstung enthält nur ein 
Beugungsgitter. Weitere Beugungsgitter bekommen Sie beim 
Lehrmittelhandel. Bringen Sie Ihre leuchtende Linie vertikal 
an und sehen Sie durch ein Beugungsgitter (halten Sie es 
knapp vor Ihr Auge), drehen es so, daß die Farben horizontal 
aufgefächert sind. Legen Sie nun das zweite Gitter über das 
erste. Drehen Sie es vorsichtig so, daß die Beugungsbilder 
erster Ordnung von den beiden Gittern genau überlagert sind. 
Mit etwas Vorsicht wird es Ihnen (nach etwa einer Minute) 
gelingen, „schwarze Streifen“ quer über das farbige Bild erster 
Ordnung zu erhalten. Teilweilse läßt sich das folgendermaßen 
erklären: Der Abstand der Striche am Gitter (die sogenannte 
Gitterkonstante) ist gleich d. Der Abstand zwischen den Ebe¬ 
nen der beiden Gitter sei s. Stellen Sie sich vor, die beiden 
Gitter seien zwei in einem kleinen Abstand voneinander paral¬ 
lel laufende Lattenzäune oder zwei parallele gleichartige 
Schirme. Bei bestimmten Winkeln werden die Striche der 
Gitter in einer Linie hintereinander liegen. Bei anderen Win¬ 
keln wieder liegen die Striche des einen Gitters zwischen den 
Strichen des anderen Gitters. Bei diesen Winkeln ist die effek¬ 
tive Anzahl der Striche pro Längeneinheit (d.h. d -1 ) doppelt 
so groß. Nun kommt das physikalische Problem: Warum er¬ 
halten Sie schwarze Streifen ? Entsprechen sie den Winkeln, 
bei denen die effektive Anzahl der Striche „einfach“ oder 
„doppelt“ ist? Wie können Sie den Abstand s bestimmen, 
wenn Sie die Anzahl der Striche pro Zentimeter, d“ 1 , von 
beiden Gittern kennen ? Wie können Sie d bestimmen, wenn 
Sie s kennen? 

9. Das Beugungsmuster eines Seidenstrumpfes - Heimversuch. 

Sie benötigen nur einen Seiden- oder Nylonstrumpf und eine 
punktförmige weiße Lichtquelle. Eine halbwegs weit entfernte 
Straßenlaterne läßt sich vielleicht als Punktquelle verwenden. 
Die beste Punktquelle für diesen und für andere Versuche läßt 
sich jedoch aus einer 6-V-Handlampe, z.B. aus einer „Zelt¬ 
lampe“ mit einer Glühlampe, mit einem ca. \ cm langen Glüh¬ 
faden, hersteilen. Sie erhalten eine brauchbare Punktquelle, 
wenn Sie die Glaslinse abnehmen und den parabolischen 
Reflektor mit etwas dunklem Stoff oder Papier (mit einem 
Loch für die Glühlampe) abdecken. Oder schauen Sie einfach 
die Glühlampe von der Seite, außerhalb des Strahlenbereichs 
des Reflektors, an. 

Beachte : Eine Glühlampe mit eingeschmolzenem Reflektor 
- eine sogenannte „sealed beam“ Lampe -, ist nicht geeignet. 
Betrachten Sie die Punktquelle durch den Strumpf. Aus dem 
Beugungsmuster könnten Sie den durchschnittlichen Faden¬ 
abstand und die Anzahl der Fadengruppen bei verschiedenen 
Winkeln bestimmen. Falten Sie viele Lagen übereinander und 
betrachten Sie so die Quelle. Das aus konzentrischen Kreisen 
bestehende Beugungsmuster ähnelt einem Debye-Scherrer- 
Diagramm, das man bei der Beugung von Röntgenstrahlen an 
Kristallpulver erhält. 

10. Beugungsmuster einer Langspielplatte - Heimversuch. 
Betrachten Sie die Reflexion einer punktförmigen weißen 
Lichtquelle an einer Langspielplatte (33 Umdrehungen pro 
Minute) bei fast streifendem Lichteinfall. Die Rillen der Platte 
geben ein gutes Reflexionsgitter ab. Messen Sie grob mit Hilfe 
der Platte die Wellenlänge von rotem und grünem Licht. 
Beschreiben Sie Ihr Vorgehen. Wie können Sie die Lage des 
Reflexionsmaximums nullter Ordnung (d.h. des Spiegelbilds) 
einfach bestimmen? 


11. Auf welcher Seite sind die Striche eingeritzt ? - Heimversuch. 
Die eine Seite Ihres Plastik-Beugungsgitters ist glatt; auf der 
anderen Seite sind die Striche eingeritzt. Sie können heraus¬ 
finden, auf welcher Seite sich die Striche befinden, indem Sie 
eine Seite des Gitters mit etwas Öl einreiben und so eine weiße 
Lichtquelle betrachten; dann reinigen Sie das Gitter und ver¬ 
suchen dasselbe mit der anderen Seite. Erklären Sie, was 
passiert! 

12. Paraboi - und Kugelspiegel. Betrachten Sie einen Parabol¬ 
spiegel, an den sich ein Kugelspiegel anschmiegt (siehe Bild 
9.24). Die +z-Richtung zeige nach rechts (längs der Symme¬ 
trieachse, x sei senkrecht zu z; im Scheitel der Spiegel gelte 
x = z = 0. 

a) Zeigen Sie, daß die parabolische Fläche durch 
z = x 2 /4f 

gegeben ist. 

b) Zeigen Sie, daß die Kugelfläche (für x < f) durch 
z = x 2 /4f + x 4 /64f 3 + ... 

bestimmt ist. 

c) Vergleichen Sie einen Kugelspiegel mit dem Öffnungs¬ 
durchmesser D und der Brennweite f mit einem Parabol¬ 
spiegel mit denselben Werten von D und f. Betrachten Sie 
beim Kugelspiegel den durch sphärische Aberration erzeug¬ 
ten Ablenkungswinkel 5 0 der „schlechtesten“ Strahlen 
(am Blendenrand). (6 0 ist die Abweichung von der z-Rich- 
tung für Strahlen aus einer Punktquelle.) Zeigen Sie, daß 
86 kleiner als die Beugungsdivergenz A 9 « \/D ist, wenn 

D <4f (\/4f) 1/4 . 

So ist z.B. bei einem Spiegeldurchmesser D von weniger als 
ca. 8 cm sichtbarem Licht und einer Brennweite f von ca. 
130 cm ein Kugelspiegel ungefähr ebenso gut wie ein 
Parabolspiegel. 

13. Planparallele Platte. Eine >lanparallele Glasplatte der Dicke t 
und vom Brechungsindex n wird zwischen den Beobachter und 
eine Punktquelle gebracht. Zeigen Sie, daß die Punktquelle um 
ungefähr die Strecke [(n-l)/n]t zum Beobachter hin verscho¬ 
ben erscheint. Benutzen Sie die Näherung für kleine Winkel. 

14. Eckenspiegel. Ein „Eckenspiegel“ besteht aus drei miteinan¬ 
der verbundenen Planspiegeln; er sieht aus wie die innere Ecke 
einer rechteckigen Schachtel. Zeigen Sie, daß ein auf einen 
Eckenspiegel auftreffendes Strahlenbündel um 180° gegen 
seine ursprüngliche Richtung abgelenkt wird, und zwar unab¬ 
hängig vom Einfallswinkel, sofern es auf alle drei Flächen 
auftrifft. 

15. Prisma. Zeigen Sie, daß eine auf ein keilförmiges Prisma vom 
Scheitelwinkel A senkrecht auftreffende ebene Welle um den 
Winkel 0Abl abgelenkt wird; dabei ist 

n sin A = sin (A + 0Abl)* 

16. Streubreite eines Laserstrahls. Ein durch Beugung beschränk¬ 
ter Laserstrahl von 1 cm Durchmesser wird auf den Mond ge¬ 
richtet. Welchen Durchmesser hat die auf dem Mond bestrahl¬ 
te Fläche? (Der Mond ist 384 000 km weit entfernt.) Die 
Wellenlänge des Lichts sei 6328 Ä= 632,8 nm. Vernachlässi¬ 
gen Sie die Streuung in der Erdatmosphäre. 

17. Das Beugungsmuster des Einzelspalts - Heimversuch. Kleben 
Sie ein Stück Aluminiumfolie mit den Ecken an einen Mikro¬ 
skop-Objektträger (am besten mit einem durchsichtigen 
,,Tesa“-Band). Schneiden Sie mit einer Rasierklinge oder mit 
einem scharfen Messer einen einzelnen Spalt in die Folie. Dann 
halten Sie den Spalt knapp vor eines Ihrer Augen und betrach¬ 
ten durch ihn eine weiße leuchtende Linie. Schätzen Sie die 
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volle Winkelbreite des Zentralmaximums dadurch ab, daß Sie 
(z.B.) auf einem Stück Papier hinter der leuchtenden Linie 
einen Maßstab auftragen. Schätzen Sie das Verhältnis der 
Wellenlängen von rotem und grünem Licht ab; dabei seien 
diese Farben durch Ihre Gelatinefilter definiert. Schätzen Sie 
mit HÜfe des Rotfilters die Breite des mit der Klinge einge¬ 
ritzten Schnitts ab, d.h. die Breite Ihres Spalts, ab, indem Sie 
die vorher gemessene Winkelbreite des Beugungsmusters ver¬ 
wenden und \ ~ 6500 Ä = 650 nm annehmen. Sie können 
dann den Spalt auf eine Millimeterskala legen und seine Breite 
mit einem Vergrößerungsglas direkt abschätzen. Wie gut 
stimmen die beiden Ergebnisse für die Breite überein? 

18. Beugungs- und Interferenzmuster des Doppelspalts - Heim¬ 
versuch. Stellen Sie nach dem in Übung 17 angegebenen Ver¬ 
fahren zwei parallele Spalte mit einem Abstand von \ mm 
oder weniger her. Der eine Spalt soll ca. \ cm länger als der 
andere sein, so daß Sie durch eine kleine Verschiebung der 
Spalte sofort vom Doppelspalt- zum Einzelspaltmuster über¬ 
gehen können. So können Sie sehen, welcher Teil des Doppel¬ 
spaltmusters die „Einzelspalt-Modulation“ ist, die wegen der 
endlichen Breite des Einzelspalts auftritt. Ritzen Sie schließ¬ 
lich einen Spalt in einem kleinen Winkel schräg zum anderen 
ein, so daß sich die beiden Spalte V-förmig kreuzen; dann 
können Sie den Einfluß einer variablen Spaltbreite d gut 
sehen. Ritzen Sie viele Spalte (um ein Spaltpaar herzustellen 
herzustellen brauchen Sie 10 s - nachdem Sie es zehnmal 
probiert haben); manche werden besser sein, manche schlech¬ 
ter. (Halten Sie die schlechten Spalte ebenfalls gegen das Licht, 
um zu sehen, warum sie schlecht sind.) 

19. Dreispalt-Interferenzmuster - Heimversuch. Führen Sie die¬ 
sen Heimversuch erst durch, nachdem Sie mit dem Verfahren 
der Übungen 17 und 18 eine Anzahl guter Doppelspalte herge¬ 
stellt haben. Ritzen Sie einen dritten Spalt parallel zu den er¬ 
sten beiden; er sollte aber nicht so lang sein wie die beiden 
ersten Spalte; dann können Sie rasch von zwei auf drei Spalte 
wechseln. Wichtig ist, daß man dabei sieht, wie die Intensitäts- 
maxima schmäler werden, sobald der dritte Spalt dazukommt. 

20. Kohärenz - Größe einer „Punkt“- bzw. Linienquelle - Heim¬ 
versuch. Verwenden Sie für diesen Versuch einen Einzelspalt 
bekannter (abgeschätzter) Breite. Stellen Sie das Rotfilter vor 
die Lichtquelle und entfernen Sie sich weit genug von ihr, so 
daß Sie ein scharfes Beugungsmuster des Einzelspalts bekom¬ 
men. Nun nähern Sie sich der Quelle. Bestimmen Sie die Ent¬ 
fernung /, bei der das Einzelspaltmuster „verschwimmt“. 

(Es verschwimmt in der Entfernung, in der die einzelnen Teile 
des Glühfadens Ihrer Punktquelle zu unabhängigen Licht¬ 
quellen werden und daher für die Auflösungszeit des Auges 
inkohärent sind; siehe Abschnitt 9.4.) Benutzen Sie Ihre 
Schätzungen bezüglich der Größe der Quelle und des Spalts, 
sowie Ihren Meßwert für die Entfernung /, bei der das Beu¬ 
gungsmuster verschwimmt, und schätzen Sie die Wellenlänge 
des Lichts mit Hüfe der im Abschnitt 9.4 abgeleiteten Bezie¬ 
hung d(Quelle) D(Spalt) &l\ ab. 

21. Kohärenz - der Lloydsche Spiegel , ein „garantiert kohärenter 
Doppelspalt“ - Heimversuch. Wenn Sie eine breite Licht¬ 
quelle, wie den Himmel oder eine matte Glühlampe, durch 
einen gewöhnlichen Doppelspalt betrachten, so werden Sie kein 
Interferenzmuster sehen. Warum eigentlich ? Wir werden jetzt 
einen Doppelspalt konstruieren, der ein Doppelspalt-Inter- 
feienzmustei liefert, auch wenn man eine matte Glühlampe 
damit betrachtet. Stellen Sie zunächst nach dem in Übung 17 
angegebenen Verfahren einen Einzelspalt her. Mit Hilfe von 
Plastüin, Fensterkitt oder Modellierlehm, kleben Sie jetzt 
einen zweiten klaren Objektträger mit seiner Kante längs des 


Spalts so auf den ersten, daß der Spalt und sein Spiegelbild 
im zweiten Objektträger parallel zueinander erscheinen. Durch 
Justieren des Spiegels machen Sie dann den Abstand von Spalt 
und Spaltbüd möglichst klein (etwa-| mm). Hierbei ist das 
Gerät so vor einen hellen Hintergrund zu halten, daß Spalt 
und Spaltbüd scharf erscheinen. Ist Ihr Doppelspalt gut gelun¬ 
gen, dann halten Sie die Anordnung knapp vor ein Auge und 
fokussieren dieses auf eine weit entfernte Lichtquelle. Halten 
Sie Ausschau nach drei oder vier parallel zum „kohärenten 
Doppelspalt“ verlaufenden „schwarzen Streifen“. Diese Strei¬ 
fen sind die Stellen, an denen sich die vom wirklichen Spalt 
und von seinem Spiegelbüd kommenden Lichtwellen gegen¬ 
seitig auslöschen. Das Büd des Spalts ist natürlich mit dem 
wirklichen Spalt immer vollkommen kohärent. (Warum? ) 
Wegen des Phasensprungs bei der Reflexion sind die Ströme 
am Spalt gegenüber den „Strömen am Spiegelbild des Spalts“ 
um 180° phasenverschoben. Daher ist der Interferenzstreifen 
in der Spiegelebene „schwarz“ - er ist eine Stelle der Aus¬ 
löschung durch Interferenz. Beantworten Sie folgende Frage 
sowohl durch einen Versuch, als auch mit Hüfe der „Theorie“: 
Sind die „heüen“ Streifen zwischen den „schwarzen“ Streifen 
genauso heU wie der helle Hintergrund, den man mit einem 
Einzelspalt sieht? Oder sind sie heüer? Oder dunkler? 

22. Ein Lloydscher Spiegel aus einer Büroklammer - Heimversuch. 
(Siehe Übung 21.) Eine von einer Glühlampe beleuchtete Büro¬ 
klammer stellt eine schmale glänzende Linienquelle dar. Hal¬ 
ten Sie die Klammer parallel zur Kante an einen Mikroskop- 
Objektträger; dieser ist Ihr Spiegel. Haben Sie einen vernünftig 
aussehenden „kohärenten Doppelspalt“ mit einem Spaltab¬ 
stand von weniger als \ mm hergestellt, dann halten Sie ihn 
knapp vor ein Auge und versuchen Sie, die in Übung 21 be¬ 
sprochene dunklen Interferenzbänder zu sehen. Sie brauchen 
hier etwas mehr Übung als bei Übung 21. Das Licht muß fast 
streifend auf den Spiegel treffen und die Beleuchtung muß so 
aufgesteüt sein, daß die LichtqueUe Sie nicht blendet. 

23. Zweidimensionale Beugungsmuster - Heimversuch. 

a) Betrachten Sie eine weit entfernte Straßenlaterne durch 
ein einfaches Fliegengitter. Schwenken Sie das Gitter, so 
daß Sie die Projektion des Abstands der Drähte beliebig 
klein sehen. Problem: In welcher Entfernung von Ihnen 
muß sich eine Straßenlaterne von 20 cm Durchmesser 
(Mattglaslampe) befinden, um über zwei benachbarte 
Drähte des Gitters hinweg kohärente Beleuchtung zu er¬ 
geben? 

b) Betrachten Sie eine Straßenlaterne oder Ihre „punktför¬ 
mige“ Glühlampe durch verschiedene Arten von Stoff - 
ein Seidentaschentuch, einen Nylonstrumpf, einen Regen¬ 
schirm usw. 

c) Betrachten Sie eine Punktquelle durch zwei Beugungsgitter 
aus Ihrer Versuchsausrüstung. Drehen Sie ein Gitter so, 
daß die Striche der beiden Gitter aufeinander senkrecht 
stehen. Beachten Sie die (zwar etwas schwach sichtbaren) 
hellen Stellen, die unter 45° gegen die aufeinander der senk¬ 
recht stehenden Striche zu sehen sind. Diese HeUstellen 
sind etwas Neues und nicht das Ergebnis einer Überlage¬ 
rung der Intensitäten von den beiden Gittern. Natürlich 
müssen sie durch Überlagerung der Amplituden von den 
beiden Strichanordnungen entstanden sein. Machen Sie 
eine Skizze und erklären Sie die Ursache dieser „zusätz¬ 
lichen Hellstellen“. Das Beugungsmuster zweier gekreuzter 
Gitter ähnelt dem Beugungsmuster eines Einkristalls. Viel¬ 
leicht haben Sie den von L. Germer für Education Develop¬ 
ment Center (EDC, früher ESI) gedrehten Füm gesehen; 
man sieht darin die Beugung eines mono-energetischen 
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Elektronenstrahls bei seiner Reflexion an der Oberfläche 
eines Einkristalls. (Bei einem Einkristall ist das Verfahren 
mit reflektierten Wellen einfacher als mit durchgehenden 
Wellen. Reflexionsgitter sind ebenfalls bei Edmund Scientific 
Co. erhältlich; sie sehen wie Ihr Durchlichtgitter aus, doch 
ist die Oberfläche leicht versilbert, um die Reflexion zu 
erhöhen.) 

24. Bestimmung der Durchlaßbereiche von Gelatinefiltem mit 
dem Beugungsgitter - Heimversuch. Messen Sie die Wellen¬ 
länge des von Ihren Filtern durchgelassenen roten und grünen 
Lichts auf folgende Weise mit Hüfe eines Beugungsgitters: 

Stellen Sie eine Punkt- oder Linienquelle nahe an eine Wand 
oder Tür; dann machen Sie ca. 30 cm neben der Lichtquelle 
einen Strich an die Wand. Betrachten Sie die Lichtquelle durch 
das Beugungsgitter und halten Sie dabei das Füter vor Ihr 
Gitter (oder stellen Sie das Filter vor die Quelle; geben Sie 
aber acht, damit es nicht schmüzt!) Jetzt bewegen Sie sich 
von der Quelle weg oder zu ihr hin, bis die durchgelassene 
Farbe mit dem Strich an der Wand zusammenzufallen scheint. 
Messen Sie die Entfernungen und berechnen Sie \. Eichen Sie 
so Ihr rotes, grünes und purpurnes Füter auf die durchgelasse¬ 
nen Wellenlängen. Merken Sie sich die Ergebnisse. (Dann kön¬ 
nen Sie nämlich Ihre Füter und das Beugungsgitter zur Be¬ 
stimmung der Weüenlängen anderer Farben verwenden, ohne 
die bei diesem Versuch gemachten Längenmessungen noch 
einmal durchfuhren zu müssen.) 

25. Spektrallinien — Heimversuch. Geben Sie ein wenig Salz auf 
ein nasses Messer oder auf einen Löffel (um den es Ihnen nicht 
leid ist, denn er wird bei dem Versuch kaum schöner werden). 
Dann halten Sie den Löffel (bzw. das Messer) in eine Gas¬ 
flamme (z.B. über eine Flamme des Gasherds). Betrachten Sie 
die gelbe Flamme durch Ihr Beugungsgitter (am besten abends 
in einem verdunkelten Zimmer). Sie werden bemerken, daß 
die Büder erster und höherer Ordnung der gelben Natrium¬ 
flamme genauso scharf und klar sind, wie das „direkte“ Büd 
nullter Ordnung. Der Grund liegt darin, daß das gelbe Licht 
eine „Spektrallinie“ geringer Bandbreite ist. (Eigentlich ist 
das gelbe Natriumlicht ein „Dublett“, das aus zwei Linien mit 
den Wellenlängen 5890 Ä und 5896 Ä (589 nm und 589,6 
nm) besteht.) Nun betrachten Sie eine Kerze. In nullter Ord¬ 
nung sieht sie nicht viel anders als die Natriumflamme aus; 
beide Flammen sind gelb. Im Beugungsbüd erster Ordnung je¬ 
doch zeigt die Kernzenflamme einen sehr breiten Farbbereich, 
während die Natriumflamme scharf bleibt. Das „Gelb“ der 
Kerze, das durch heiße Kohlenstoffteilchen verursacht wird, 
hat ein Weüenlängenspektrum, das sich über den gesamten 
sichtbaren Bereich (und darüber hinaus) erstreckt. 

Wir nennen noch einige andere praktische Lichtquellen, die 
scharf begrenzte Spektraüinien aussenden; betrachten Sie sie 
durch Ihr Beugungsgitter: 

Quecksilberdampf: Leuchtstoffröhren, Quecksilberdampf- 
Straßenlampen, Höhensonnen. (Die Höhensonne ist deshalb 
praktisch, weü man die Lampe meist direkt in einen gewöhn¬ 
lichen 220-V-Lampensockel einschrauben kann. Sie ist vermut¬ 
lich die büligste Queüe für Quecksilberdampf-Spektrallinien.) 
Neon : Zahlreiche Leuchtschriften. Neon hat eine Vielzahl 
von Linien; Sie sehen „viele Zeichen“. Eine einfache Queüe 
ist ein „Phasenprüfer“, der in jede Wandsteckdose paßt. Gut 
geeignet ist auch ein Neon-„Nachtlicht“. 

Strontium : Strontiumchlorid (beim Drogisten erhältlich); 
lösen Sie etwas van diesem Salz in ein paar Tropfen Wasser 
auf und halten Sie es mit Ihrem bereits ruinierten Löffel in 
eine Gasflamme. Die Wellenlänge der roten Linie ist ein wich¬ 
tiges Standard-Längenmaß. 


Kupfer : Kupfersulfat; ebenfalls beim Drogisten erhältlich; 
das Verfahren ist das gleiche wie bei Strontiumchlorid. Die 
ausgestrahlte Farbe ist ein wunderschönes Grün. 
Kohlenwasserstoff: Betrachten Sie das Spektrum erster Ord¬ 
nung Ihrer Gasflamme. Sie sehen ein scharfes, klares blaues 
sowie ein scharfes, klares grünes Büd. Die „blaue“ Farbe der 
Flamme stammt also von einer oder mehreren fast mono->- 
chromatischen Spektrallinien. 

2 6. Monochromatisches Toilettenpapier - Heimversuch. Ver¬ 
brennen Sie ein Stück Toilettenpapier und sehen Sie durch 
Ihr Beugungsgitter (das Sie wie immer knapp vor eines Ihrer 
Augen halten) zu. Beachten Sie die wunderbar klare „Flam¬ 
me erster Ordnung“. Sie zeigt, daß das weiche gelbe Licht 
fast monochromatisch ist; der Anteil des vom „weißen Licht“ 
heißer Kohlenstoffteilchen stammenden Farbspektrums ist 
sehr gering. Das beobachtete Gelb ist das (wie wir hoffen) be¬ 
reits bekannte Natriumdublett mit den Wellenlängen 5890 Ä 
und 5896 Ä(589 nm und 589,6 nm). 

Nun, da Sie das „Natriumgelb“ erkennen können, zünden 
Sie ein gewöhnliches Wachszündholz an und betrachten Sie 
es durch Ihr Beugungsgitter. Das meiste Licht ist „kohlenstoff¬ 
gelb“ also kein echtes Gelb, sondern ein vollständiges „weißes“ 
Farbspektrum. Nun sehen Sie aber etwas genauer hin! Sehen 
Sie eine klare und deutliche, kleine monochromatische Zünd¬ 
holzflamme im gelben Teil des Kohlenstoff Spektrums, ganz 
unten am Zündholz, wo die Flamme „blau“ aussieht? Wenn 
nicht, dann wiederholen Sie den Versuch! Verbrennen Sie 
andere Dinge und überprüfen Sie das Spektrum. Sie werden 
feststellen, daß alle verbrannten Stoffe Salz enthalten. 

27. Fabry-Perot Natriumstreifen - Heimversuch. Die billigste 
breite, fast monochromatische Lichtquelle der Welt ist ein 
brennender Bausch Toüettenpapier. Sie können diese Quelle 
benutzen, um Fabry-Perot Interferenzstreifen zu beobachten. 
Verbrennen Sie das Papier, verdunkeln Sie dazu den Raum 
und stellen Sie sicherheitshalber gleich auch etwas Lösch¬ 
wasser bereit! Betrachten Sie durch die Flamme hindurch das 
Büd der Flamme in einem Stück Glas (Mikroskop-Objekt¬ 
träger oder Glas aus einem Büderrahmen) bei fast senkrech¬ 
tem Einfall. Sie werden Interferenzstreifen sehen, die Finger¬ 
abdrücken ähneln. Ist das Glas optisch eben, dann sind die 
Streifen Kreise mit Ihrem Auge als Zentrum; auf jeden Faü 
sind sie leicht zu sehen. Benutzen Sie einen Gasherd oder 
einen Bunsenbrenner, so erhalten Sie eine hellere monochro¬ 
matische Quelle für Natriumlicht, wenn Sie etwas Salz auf 
ein nasses Messer streuen und dieses dann in die Flamme hal¬ 
ten. Sie können die Fabry-Perot Streifen dann sogar bei Tag 
sehen. Eine Neonröhre ist eine gute, ruhige und breite mono¬ 
chromatische Lichtquelle, mit der Sie die Streifen ebenfalls 
gut sehen können. 

28. Pappröhrenspektrometer - Fraunhofersche Linien - Heim¬ 
versuch. Besorgen Sie sich eine ca. 50 cm lange Pappröhre, 
wie man sie zum Aufbewahren bzw. zum Versand von Zei¬ 
chenblättern usw. verwendet. Befestigen Sie Ihr Beugungs¬ 
gitter an dem einen und einen Einzelspalt an dem anderen 
Ende. Am besten stellen Sie den Spalt aus zwei Rasierklingen 
her. Kleben sie eine Klinge fest an die Röhre und befestigen 
Sie die andere Klinge mit Fensterkitt o.ä., so daß Sie sie leicht 
einstellen können (schmalerer Spalt liefert ein besseres Auf¬ 
lösungsvermögen, breiterer Spalt eine größere Lichtstärke). 
Betrachten Sie die in Übung 25 angegebenen Spektren. 

Frage : Können Sie das Natriumdublett (Wellenlängen 

5890 Ä und 5896 Ä) mit diesem Spektrometer auflösen? 
Antwort : Nein. Der von diesem Beugungsgitter erzeugte 
Linienabstand ist ungefähr gleich der durch die Beugung ver¬ 
ursachten Büdbreite in Ihrer Pupille. 
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Die Untersuchung ögs von glühenden Substanzen ausgesandten 
Liehts lieferte verschiedenar ti gste und fundamentale Erkenriü i isse 
über die Natur der Materie, wie etwa über die Zusammensetzung 
weit entfernter Sterne oder über den Bau der Atome und 
Moleküle, 

Im Spektroskop geht solches Licht durch einen Spalt und ein 
Prisma und wird in seine einzelnen Wellenlängen aufgespalten; 
diese werden als farbige Linien, oder als Licht verschiedener 
Energien, die für die Unterschiede zwischen den einzelnen 
Energieniveaus der Elektronen in den Atomen charakteristisch 
sind ( beobachtet. Dieses Fmissionsspektrum ist kontinuierf.ich, 
wenn sich die Bilder der Wellenlängen ununterbrochen über¬ 
decken; es ist ein Limenspektrum, wenn nur ganz bestimmte 
Wellenlängen emittiert werden, wie das hier für die Elemente 
Wasserstoff, Helium, Quecksilber und Uran gezeigt ist. 
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Im ganz oben auf dieser Tafel gezeigten Sonnenspektrum tritt 
eine Reihe von dunklen Linien — die sogenannten F rau nhofersehen 
Linien — auf und biIdet ein Absorptionsspektrum Ein BruchteiI 
des aus dem sehr heißen Sonneninneren kommenden Lichts 
wird von den kühleren Gasen in den äußeren Sonnenschichten 
absorbiert, indem die Lichtenergie die Atome in diesen Schichten 
auf höhere Energiezustände bringt; die dunklen Linien treten 
daher dort auf, wo solche Energieänderungen Vorkommen, 

Die Spektra sind in Angström (1 Ä = ICf 10 m) angegeben, die 
Buchstaben sind willkürliche Bezeichnungen, die von Fraunhofer 
für Linien, die wichtig für die Spektroskopie sind, eingeführt 
wurden. 








9.8. Übungen und Heimversuche 
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Frage : Können Sie das Dublett mit einer längeren Röhre 
auflösen? 

Antwort : Nein. Es gibt zwei Wege um das Auflösungsver¬ 
mögen zu vergrößern. Entweder verwendet man ein Gitter 
mit einer kleineren Gitterkonstante d oder man vergrößert 
die Anzahl der verwendeten Striche, d.h., man vergrößert die 
Breite D des verwendeten Gitters. Bei der obigen Konstruk¬ 
tion ist D die Breite Ihrer Pupille, also « 2 mm. Schalten Sie 
ein Fernrohr mit einem Objektivdurchmesser von 2 cm hinter 
die Pappröhre und treten alle in das Objektiv gelangenden 
Strahlen auch durch Ihre Pupille, dann wird das Winkelauf¬ 
lösungsvermögen \/D zehnmal so groß (das Beugungsgitter 
befindet sich dabei am Objektiv). 

Mit diesem einfachen Spektrometer können Sie die Fraunhofer- 
schen Linien im Sonnenspektrum sehen. Gehen Sie an einem 
sonnigen Tag ins Freie. Legen Sie ein halbes Dutzend weißer 
Papierblätter auf den Boden (auf jeden Fall mehr als eines, 
damit sie „so weiß wie möglich“ aussehen). Betrachten Sie 
das von der Sonne bestrahlte Papier durch Ihr Spektrometer. 
Halten Sie einen Mantel oder eine Decke über Ihren Kopf, 
um das Streulicht abzuschirmen (andernfalls wird es Ihnen 
schwer fallen, das Spektrum erster Ordnung zu sehen). 

Decken Sie das blendende Licht nullter Ordnung mit der 
Kante der Röhre ab. Stellen Sie die Spaltbreite auf mm 
ein. Versuchen Sie, drei, vier oder fünf dunkle Linien fest¬ 
zustellen, die quer über das kontinuierliche Spektrum der 
Sonne gehen. Sollten Sie nichts sehen, so versuchen Sie es 
noch einmal - stellen Sie dabei die Spaltbreite auf die rich¬ 
tige Intensität ein. Man kann auch den Spalt mit mehreren 
Lagen Wachspapier abdecken; verwenden Sie einen sehr 
schmalen Spalt und betrachten Sie den Himmel in der Nähe 
der Sonne, während Sie die Intensität dadurch variieren, daß 
Sie das Spektrometer weiter von der Sonne weg oder näher 
zur Sonne hin richten. 

Die dunklen Fraunhoferschen Linien sind Absorptionslinien. 

Die Atome in der verhältnismäßig kühlen äußeren Gashülle 
der Sonne werden durch das von der heißen Sonne emittierte 
kontinuierliche Spektrum angestoßen und von den Frequen¬ 
zen angeregt, die den Eigenfrequenzen der Atome entspre¬ 
chen. Dieser Vorgang entzieht bei der Resonanzfrequenz dem 
kontinuierlichen Spektrum Energie. Das Gas der äußeren 
Sonnenhülle ist für diese Frequenzen sozusagen undurchsich¬ 
tig, so daß das Spektrum bei den Farben, die vollkommen ab¬ 
sorbiert werden, die entsprechenden „schwarzen Linien“ auf¬ 
weist. Am besten erkennt man einige nahe beisammenliegende 
Linien im grüngelben Bereich, die durch Eisen, Calcium und 
Magnesium erzeugt werden, weiter die durch Wasserstoff ver¬ 
ursachte H-Linie im Blaugrün, sowie einige eng beisammen¬ 
liegende, von Kohlenwasserstoffen herrührende Linien im 
Bereich des Blaus - ähnlich den Emissionslinien, die man bei 
einer Gasflamme beobachtet. Auch die Natrium-D-Linie ist 
vorhanden, sie ist aber schwer zu sehen (wenigstens für mich). 
Werfen Sie etwas Salz in eine Gasflamme und sehen Sie sich 
die Natriumlinie an, damit Sie wissen, wo Sie die D-Linie in 
der Absorption zu suchen haben. Dieselbe Farbe „fehlt“ 
nämlich im Fraunhofer Spektrum. 

29. Beugung von Wasserwellen - Heimversuch. Beleuchten Sie 
eine wassergefüllte Badewanne von oben mit einer klaren Glüh¬ 
lampe, die einen möglichst kleinen Glühfaden hat, so daß sich 
scharfe Schatten ergeben. Erzeugen Sie „gerade“ laufende 
Wellen - das zweidimensionale Analogon zu ebenen Wellen - 
indem Sie einen quer am Ende der Wanne schwimmenden Stab 
(oder ein Brett) hin und her bewegen. Lassen Sie eine Kaffee¬ 
tasse als „undurchsichtiges Hindernis“ in der Wanne schwim¬ 
men. Schätzen Sie die Entfernung („stromab“), nach der der 


„Schatten“ der Tasse wieder verschwindet. Angenommen, 

Sie kennen den Durchmesser der Tasse nicht, so können Sie ihn 
(näherungsweise) experimentell bestimmen, indem Sie die l 0 
des hinter der Tasse ruhenden Wassers mit der Wellenlänge \ 
der Wasserwellen multiplizieren und dann die Quadratwurzel 
daraus ziehen. (Wir nehmen an, Sie wissen woher diese Glei¬ 
chung kommt; siehe Abschnitt 9.6.) Stimmt Ihre Querschnitts¬ 
messung des Tassendurchmessers mit dem direkt gemessenen 
Wert überein? Auf ähnliche Weise kann man auch den Atom¬ 
kerndurchmesser bestimmen - man mißt den „Beugungs¬ 
querschnitt“ der Kerne. 

Anmerkung : Es ist ziemlich-schwierig, die Wellenlänge der 
Wasserwellen nach dem von uns vorgeschlagenen groben Ver¬ 
fahren zu messen. Es ist leichter, den Stab in einem reprodu¬ 
zierbaren Takt (so schnell Sie können) zu schütteln und dann 
die Frequenz zu messen. Man bekommt dann die Wellenlänge 
aus der Dispersionsrelation für Wasserwellen; sie ist im Ab¬ 
schnitt 4.2 tabelliert. 

30. Wie breit ist eine von einer weit entfernten Punktquelle 
kommende „ebene Welle“? Wir haben schon oft gesagt, daß 
sich eine von einer weit entfernten Punktquelle kommende 
laufende Welle in einem „begrenzten Bereich“ quer zur Seh¬ 
linie, von der Punktquelle zum Aufpunkt, „wie“ eine ebene 
Welle verhält. Wie begrenzt ist dieser Bereich? Angenommen, 
die Quelle befindet sich in der Entfernung / und wir möchten 
einen ebenen kreisrunden Bereich vom Radius r quer zu der 
auf die Quelle gerichtete Sehlinie betrachten. Wie groß kann r 
sein, damit sich die Phase in der Mitte des Kreises um weniger 
als Aip rad von der Phase am Kreisrand unterscheidet ? 

Antwort: Die Phase in der Mitte des Kreises eilt der Phase 
am Rand um den Betrag A <p = ni 2 /l\ voraus (die Mitte ist 
näher bei der Quelle). Die Phase ist also auf der ebenen Kreis¬ 
fläche überall „gleich“, wenn der Flächeninhalt des Kreises 
klein gegen IX ist. 

31. Auflösungsvermögen einer Parabolantenne. Die zur Zeit 
größte Parabolantenne der Welt steht beim Staatlichen Obser¬ 
vatorium für Radioastronomie in Green Bank, West Virginia; 
sie ist eine paraboloidförmige Schüssel mit einem Durchmesser 
von ^ 100 m. Wie groß ist das Auflösungsvermögen in 
Radiant und in Bogenminuten (diese Einheit wird in der 
Astronomie verwendet) für die berühmte 21-cm-Strahlung 
des Wasserstoffs? 

Antwort : In einem Abstand von % 100 m sieht eine Punkt¬ 
quelle wie ein Fußball aus. 

32. „ Austrittspupille“ eines Fernrohrs. Angenommen, Sie haben 
ein einfaches Fernrohr, das aus einem Objektiv und einem Oku¬ 
lar besteht. Seine Winkelvergrößerung beträgt f j /f 2 , wobei fj 
und f 2 die Brennweiten von Objektiv und Okular sind. Zeigen 
Sie, daß nicht alle Strahlen, die von einem weit entfernten 
Gegenstand ausgehen und auf ein Objektiv von sehr großem 
Durchmesser auftreffen, in Ihr Auge gelangen, sondern daß 
der „nützliche Durchmesser“ ungefähr gleich f x/f 2 mal dem 
Durchmesser Ihrer Augenpupille ist. Das Objektiv eines Fern¬ 
rohrs mit achtfacher Vergrößerung, bei dem der aus dem Oku¬ 
lar austretende Strahl 4 mm breit ist (doppelt so breit, wie die 
Pupille Ihrer Augen, damit Ihr Auge nicht ganz genau ausge¬ 
richtet sein muß und damit auch Punkte, die wohl im Gesichts¬ 
feld aber nicht auf der Sehachse liegen, ihr gesamtes Licht bei¬ 
tragen), sollte demnach einen Durchmesser von 32 mm haben. 
Ein größerer Durchmesser ist überflüssig. 
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33. Pupillengröße und Gehimtätigkeit - Heimversuch. Wenn 
Ihnen jemand ein Bild eines gut aussehenden Individuums vom 
anderen Geschlecht zeigt, dann kann sich, nach EckhardH. Hess 
{Scientific American, S.46 (April 1965)), der Durchmesser 
Ihrer Augenpupillen bis zu 30 % weiten. Sie können diese be¬ 
trächtliche Veränderung bei Ihren eigenen Pupillen nachwei- 
sen, wenn Sie ein Auge mit einem Stück Aluminiumfolie, in 
dem sich ein Nadelloch befindet, abdecken und durch das 
Nadelloch eine helle Lichtquelle ansehen (wie im Abschnitt 
9.7 besprochen). Vielleicht können Sie die Größe Ihrer Pupil¬ 
len einfach durch Denken variieren (das hängt davon ab, wo¬ 
ran Sie denken). Lassen Sie sich etwas vorlesen. (Konzentrie¬ 
ren Sie sich aufs Zuhören, nicht auf die Pupillengröße.) 

34. Beugung an einem undurchsichtigen Hindernis - Heimversuch. 
Zu diesem Versuch benötigt man eine Glühlampe mit möglichst 
kleinem Glühfaden. 6-V-Handscheinwerferlampen sind geeig¬ 
net, wenn man die Linse entfernt und den Spiegel abdeckt. 

Die Lichtquelle sollte wenigstens 3 m vom Hindernis entfernt 
sein, so daß Sie eine vernünftige „kohärente Planwelle“ über 
ein Hindernis, von der Größe einer Stecknadel, bekommen. 

Als Nachweisschirm nehmen Sie einen Mikroskop-Objektträger 
und kleben darauf ein Stück durchscheinendes farbloses Klebe¬ 
band (z.B. Tesafilm). Lassen Sie den Schatten des Gegenstands 
auf den Schirm fallen und halten Sie diesen ca. 30 cm (oder 

in welchem Abstand Sie immer den Schirm bequem betrach¬ 
ten können) von sich. Ihr Auge soll sich mit der Lichtquelle 
und dem Bild auf dem Schirm fast auf einer Geraden befinden, 
damit Sie die hohe Intensität, die vom durchscheinenden 
Schirm bei kleinen Winkeln (um die Vorwärtsrichtung) ge¬ 
streut wird, ausnützen können. Abgesehen davon, daß Sie 
schöne Interferenzstreifen beobachten können, hat der Ver¬ 
such auch den Zweck, daß Sie den Begriff der „Länge des 
Schattens“ Iq, die durch l$\ « D 2 (D ist dabei die Breite des 
Hindernisses) gegeben ist, grob untersuchen können. Betrach¬ 
ten Sie unter anderem eine Stecknadel (Iq « 50 cm für sicht¬ 
bares Licht, wenn die Nadel \ mm breit ist) und ein Menschen¬ 
haar. (Meines ist ungefähr mm dick. Das gibt Iq cm.) 
Betrachten Sie zuerst die Stecknadel. Stellen Sie den Schirm 
5 ...6m hinter der Stecknadel auf. Dann wird nämlich das 
Beugungsbild groß genug, so daß Sie kein Vergrößerungsglas 
brauchen. Vielleicht hilft es auch, wenn Sie den Schirm ein 
wenig hin und her bewegen, damit der Einfluß der Uneben¬ 
heiten des Klebebands ausgeglichen wird bzw. verschwimmt. 
Beachten Sie den berühmten Leuchtfleck in der Mitte des 
„Schattens“ vom Nadelkopf und die helle Linie in der Mitte 
des Nadelkörpers. Ist der helle Fleck oder die helle Linie heller 
oder dunkler als der beleuchtete Schirm selbst (in einem Punkt, 
der sicher außerhalb des Bildes liegt)? Betrachten Sie als 
nächstes das Bild der Stecknadel, wenn sich der Schirm nur 
5 cm hinter der Nadel befindet. Sie brauchen ein Vergröße¬ 
rungsglas, wenn Sie nicht außerordentlich gute Augen haben. 
Beachten Sie, daß der Schatten durch und durch schwarz 
ist — ohne Leuchtfleck in der Mitte. Der Grund dafür ist, daß 
Sie jetzt viel näher als Iq am Gegenstand sind. Am Rand sind 
Streifen zu sehen, wie es nach unserer Diskussion im Abschnitt 
9.6 zu erwarten war. 

Als nächstes betrachten Sie das menschliche Haar. Stellen Sie 
den Schirm unmittelbar hinter das Haar (d.h. ungefähr 1 mm 
„stromabwärts“). Betrachten Sie den Schatten mit einem Ver¬ 
größerungsglas. Er wird deutlich schwarz sein, da / klein gegen 
Iq ist. Entfernen Sie sich nun um einige Zentimeter, so werden 
Sie schöne Streifen sehen. Dann gehen Sie 5 ...6m weit weg. 
Diese Entfernung ist einige hundertmal größer als Iq. Nach 
unserer Diskussion sollte hier der Schatten praktisch ver¬ 
schwunden und das Bild des Haares sehr schwer gegen den 


leuchtenden Hintergrund auszumachen sein. Ihre Augen sind 
ein sehr empfindlicher Detektor für Kontrast, und Sie werden 
etwas wahrnehmen. Betrachten Sie andere Dinge, wie Messer¬ 
schneiden, Löcher in Aluminiumfolie, usw. 

35. Scotchlite - Heimversuch. Besorgen Sie sich ein Stück Scotch- 
lite reflektierendes Klebeband oder ähnliches Material beim 
Farbenhändler. Dieses Material benutzt man für Dekorationen, 
Rückstrahler, Blasenkammern usw. Betrachten Sie es durch 
ein Vergrößerungsglas. Kleben Sie ein Stück an die Wand und 
richten Sie den Strahl einer Taschenlampe darauf; halten Sie 
dabei die Taschenlampe direkt vor Ihre Nase, damit Sie das 
um 180° reflektierte Licht sehen. Bewegen Sie nun die Ta¬ 
schenlampe langsam zur Seite, halten Sie dabei aber den Strahl 
immer auf das Scotchlite Band gerichtet. Sie können so die 
Winkelbreite (bzw. die Divergenz) des zurückgeworfenen 
Strahls abschätzen. Warum erwarten Sie eine gewisse Diver¬ 
genz des zurückgeworfenen Strahlenbündels, d.h., warum 
wird der Strahl nicht exakt reflektiert ? 

36. Kohärenz und Polarisation. Eine unpolarisierte Punktquelle 
strahlt Licht aus, das zunächst durch einen Linearpolarisator 
tritt, dessen Durchlaßrichtung um 45° gegen die x-Achse und 
gegen die z-Achse geneigt ist. Dann trifft das Licht auf einen 
Doppelspalt, dessen beide Spalte je mit einem Linearpolarisa¬ 
tor abgedeckt sind. Dabei liegt beim einen Spalt die Polarisa¬ 
tionsachse in der x-, beim anderen in der y-Richtung. 

a) Angenommen, Sie betrachten das Interferenzmuster mit 
unbewaffnetem Auge, erwarten Sie dann das übliche Dop- 
pelspalt-Interferenzmuster oder was erwarten Sie ? 

b) Nehmen Sie nun an, Sie betrachten das Interferenzmuster 
und halten sich dabei einen Linearpolarisator (aus Polaroid) 
vor ein Auge. Was, glauben Sie, werden Sie jetzt sehen? 

Was geschieht, wenn Sie den Polarisator vor Ihrem Auge 
drehen? 

c) Nun nehmen Sie an, Sie blicken auf das Interferenzmu¬ 
ster durch einen Zirkularpolarisator, der umgedreht ist, 
damit er als Analysator wirkt. Was für ein Muster erwarten 
Sie? 

Zu diesem Problem können Sie viele hübsche Variationen fin¬ 
den: 

1. Bringen Sie einen rechts-zirkularen Polarisator vor den 
einen und einen links-zirkularen Polarisator vor den 
anderen Spalt und wiederholen Sie die oben gemachten 
Betrachtungen. 

2. Bringen Sie zusätzlich ein \/4- oder ein X/2-Plättchen un¬ 
mittelbar hinter den Spalten an, usw. 

37. Doppelspalt-Interferometer. Bedecken Sie einen von zwei 
Spalten mit einem Mikroskop-Objektträger. Das Glas sei 

1 mm dick. Zeigen Sie, daß monochromatisches Licht der 
Wellenlänge 5000 Ä= 500 nm in dem einen Spalt gegenüber 
dem anderen eine Verzögerung von ungefähr 1000 Wellen¬ 
längen erfährt. Das Licht muß ziemlich monochromatisch 
sein, damit das Interferenzmuster des Doppelspalts nicht ver¬ 
waschen erscheint. Wie schmal muß ein Band von Wellen¬ 
längen sein, damit die Phasenverschiebung zwischen den bei¬ 
den Spalten von einer Kante des Wellenlängenbands bis zur 
anderen um weniger als 180° variiert? Wie könnten Sie das 
zur Messung der Bandbreite einer Spektrallinie benutzen ? 

(Was würden Sie messen und gegen welche Größe graphisch 
auftragen, und wie würden Sie die Bandbreite aus dem Dia¬ 
gramm bestimmen? ) 

38. Nadelloch als Lupe - Heimversuch. Leiten Sie eine Gleichung 
für die Vergrößerung einer Nadellochlupe her. Überprüfen Sie 
die Gleichung auf folgende Weise: Machen Sie auf einem Stück 
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Papier in einem Abstand von 2 cm zwei Striche; zeichnen Sie 
auf einem anderen Stück Papier zwei Striche, diesmal mit 
einem Abstand von 2 mm. Halten Sie das Nadelloch vor ein 
Auge und lassen Sie das andere Auge frei. Beide Papierstücke 
sollten von hinten beleuchtet werden (so sieht man am besten). 
Machen Sie beide Augen auf und sehen Sie mit dem einen 
Auge durch das Nadelloch auf die 2-mm Striche und mit dem 
anderen (freien) Auge auf die 2-cm Striche. Bringen Sie die 
2-mm Striche näher an Ihr Auge, bis Sie die beiden Strich¬ 
paare überlagert sehen. Messen Sie die Entfernungen. 

39. Schwimmende Punkte im Auge - Heimversuch. Studieren 
Sie die schwimmenden Punkte in Ihrem Auge mit Hilfe eines 
durch eine breite Lichtquelle beleuchteten Nadellochs in 
einem Stück Aluminiumfolie. Versuchen Sie, einen solchen 
Punkt durch Blinzeln wegzuwischen. Gelingt Ihnen das? 
„Rollen“ Sie Ihre Augen ein- bis zweimal und sehen Sie, wie 
sich die Punkte dann bewegen! Versuchen Sie nun herauszu¬ 
finden, ob diese Punkte näher bei der Pupille oder näher an 
der Netzhaut sind: Verändern Sie den Abstand des Nadellochs 
von Ihrem Auge. Die Größe des lichterfüllten Kreises ändert 
sich. (Erklären Sie dies an Hand einer Skizze.) Jeder Gegen¬ 
stand, der sich am selben Ort wie die Pupille befindet, würde 
seine scheinbare Größe im selben Verhältnis ändern, wie die 
Projektion der Pupille (warum? ). Jeder Gegenstand auf (oder 
nahe) der Netzhaut würde seine scheinbare Größe nicht än¬ 
dern (warum? ): Wie verhalten sich die schwimmenden Punk¬ 
te? Sind sie näher an der Netzhaut oder näher bei der Pupille? 
Versuchen Sie nun, ihre Länge und ihren Durchmesser abzu¬ 
schätzen. Dazu vergleichen Sie die Punkte am besten mit 
einem Menschenhaar, das Sie vor Ihre Pupille, zwischen Nadel¬ 
loch und Pupille, halten. Sie brauchen zu diesem Zweck ein 
sehr kleines Nadelloch - eines, das sich nicht mehr leicht mit 
einer Nadel hersteilen läßt. Zerknittern Sie ein Stück Alumi¬ 
niumfolie und glätten Sie die Folie wieder. Dann suchen Sie 
darin ein zufällig entstandes kleines Loch. Es läßt sich leicht 
feststellen, ob das Loch klein ist - es geht nämlich weniger 
Licht durch als bei einem Nadelloch. Nun betrachten Sie ein 
Haar. Sie müßten seinen Schatten sowie schöne Beugungs¬ 
ränder sehen können. Vergleichen Sie seine Größe mit der 
eines schwimmenden Punktes. Sind diese Punkte feiner als 

ein Haar ? 

Anmerkung : Ein Menschenhaar hat einen Durchmesser von 
ca. 2 q mm, d.h. 50 um. Ein rotes Blutkörperchen hat einen 
Durchmesser von 5 ... 6 um. 

40. Murmeln - Heimversuch. Besorgen Sie sich in einem Spiel¬ 
warengeschäft einige klare Glasmurmeln. Sie können eine 
davon als Leeuwenhoeksches Vergrößerungsglas verwenden. 
Stellen Sie eine punktförmige Lichtquelle etwa 1 m weit weg 
auf und fokussieren Sie sie mit einer Murmel zu einem „Punkt“. 
Wie weit liegt der Brennpunkt hinter der Murmel ? Wie groß 

ist der Brechungsindex des Glases? (Oder anders gefragt: 
Stimmt die Lage des Brennpunkts mit dem im Abschnitt 9.7 
abgeleiteten Ergebnis überein, wenn Sie n = 1,5 setzen? ) 
Betrachten Sie etwas Kleines. Messen Sie die Vergrößerung 
mit dem in Übung 38 angegebenen Verfahren. 

41. Die Plankonvexlinse. Eine Plankonvexlinse ist auf einer Seite 
flach und auf der anderen Seite kugelförmig (oder zylindrisch) 
gewölbt. Leiten Sie eine Gleichung für die Lage des Brenn¬ 
punkts ab, wenn das Licht auf der flachen Seite der Linse 
einfällt. 

42 . Messung des Brechungsindex von Flüssigkeiten - Heimver¬ 
such. Nehmen Sie ein leeres Marmelade- oder Babynahrungs¬ 
glas. (Sie können auch die Glashülle einer klaren Glühlampe 
verwenden.) Das Glas wird mit einer klaren Flüssigkeit gefüllt, 


aufrecht gestellt und von der Seite beleuchtet. Man hat so 
eine dicke Zylinderlinse, wie sie im Abschnitt 9.7 besprochen 
wurde. Halbvoll und auf der Seite liegend ist das Glas eine 
Plankonvexlinse, deren flache Seite die Flüssigkeitsoberfläche 
ist. Beleuchten Sie diese von oben mit einer Punkt- oder 
Linienquelle. Messen Sie die Lage des Brennpunkts und ver¬ 
wenden Sie die geeignete Gleichung, um den Brechungsindex 
zu berechnen. Versuchen Sie das gleiche mit Wasser, Alkohol, 
Mineralöl. 

43. Satellitenkameras. Laut Zeitungsberichten hat jetzt ein Satel¬ 
lit eine Kamera an Bord, die Gegenstände von nur 30 cm 
Durchmesser noch auflöst. Wie groß muß der Linsendurch¬ 
messer sein, wenn sich der Satellit in einer Höhe von % 250km 
befindet ? 

44. Die verkehrte Linse - Heimversuch. Ein luftgefülltes Marme¬ 
laden- oder Babynahrungsglas unter Wasser ist eine Zerstreu¬ 
ungslinse. Für den Versuch ist ein gläsernes Aquarium oder 
auch ein gewöhnlicher Topf geeignet. Mit einem Spiegel kann 
der senkrecht nach unten gehende Taschenlampenstrahl in 
die Waagerechte abgelenkt werden. Geben Sie etwas Milch 
ins Wasser, damit Sie den Strahl sehen können. Man erhält 
einen guten, bleistiftdicken Strahl, indem man eine Taschen¬ 
lampe mit einem Stück undurchsichtigen Karton mit einem 
außerhalb der Mitte liegenden Loch zudeckt. (Die Spitze der 
Glühlampe ist gewöhnlich unregelmäßig. Auch wollen Sie ja 
nicht das direkte Licht von der Lampe, das mit dem Quadrat 
des reziproken Abstands schwächer wird, sondern das vom 
parabolischen Reflektor kommende Parallelstrahlenbündel.) 

In einer Suspension von Milch in Wasser können Sie den Strah¬ 
lengang verfolgen; Sie können darin Linsen aus Luft, Mineral¬ 
öl oder Glas untersuchen. 

45. Mischung von Farben - Heimversuch. Ihr Auge und Ihr Ge¬ 
hirn zerlegen das Licht nicht nach Fourierkomponenten (Ihr 
Ohr tut das mit dem Schall). Mit etwas Übung kann man den 
Unterschied zwischen einer aus monochromatischem Licht 
und einer aus einer Mischung von Wellenlängen bestehende 
Farbe feststellen. Psychologisch ist „Weiß“ eine „Farbe“. Ihr 
Beugungsgitter sagt Ihnen aber, daß diese Farbe aus dem ge¬ 
samten sichtbaren Wellenlängenspektrum besteht. 

a) Betrachten Sie verschiedene Dinge durch Ihr purpurfarbe¬ 
nes Filter, das Rot und Blau durchläßt, Grün jedoch ab¬ 
sorbiert. 

b) Betrachten Sie zwei getrennte weiße Lichtquellen - leuch¬ 
tende Linien oder Glühlampen - durch Ihr Beugungsgitter. 
Variieren Sie Ihren Abstand von den beiden Lichtquellen, 
bis sich das linke Spektrum erster Ordnung der rechten 
Lampe dem rechten Spektrum erster Ordnung der linken 
Lampe überlagert. Dann können Sie nämlich zwei beliebige 
Wellenlängen einander überlagern und sehen, welche 
„psychologische“ Farbe sich daraus ergibt. Am besten 
verwenden Sie zwei leuchtende Linien (d.h. zwei Schau¬ 
fensterlampen), damit Sie zwei „reine“ Wellenlängen über¬ 
lagern können. Man erhält wunderschöne Farben. Ver¬ 
suchen Sie es einmal! (Dieser Versuch wurde von Joseph 
Doyle vorgeschlagen.) 

46. Sammellinse. Ein punktförmiger Gegenstand ist 2 m von 
einer Sammellinse mit einer Brechkraft von 1 dpt entfernt. 

Wo befindet sich das Büd? (Der Gegenstand befindet sich 
auf der Linsenachse.) 

47. Lupe. Eine dünne Linse mit 5-facher Vergrößerung wird als 
Vergrößerungsglas verwendet. Eine zweite dünne Linse habe 
7-fache Vergrößerung. Wie stark ist die Vergrößerung einer 
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9. Interferenz und Beugung 


Lupe, bei der beide Linsen verwendet werden (die beiden 
Linsen liegen direkt aneinander an) ? 35-fach? 12-fach? 
2-fach? 

48. Tiefenvergrößerung. Beweisen Sie folgendes: Wenn sich ein 
punktförmiger Gegenstand um die Strecke dg längs der Achse 
einer dünnen Linse bewegt, dann bewegt sich das Bild um die 
Strecke db in derselben Richtung; dabei ist der Betrag von db 
gleich dg * b 2 /g 2 . 

49. Schärfentiefe. Ein punktförmiger Gegenstand im Abstand g 
werde auf einem photographischen Film im Abstand b hinter 
einer dünnen Linse vom Durchmesser D als Punkt abgebildet. 
Ein weiterer punktförmiger Gegenstand, der sich in einer Ent¬ 
fernung g + Ag befindet, wird nicht auf dem Film fokussiert. 

Er würde vielmehr vor oder hinter dem Film fokussiert wer¬ 
den und ergibt auf dem Film einen „Unschärfekreis“. 

a) Zeigen Sie, daß der Durchmesser d des Unschärfekreises 
einen nicht auf dem Film fokussierten Punkts durch 

d ^ D(b/g 2 )Ag gegeben ist. Für einen „erlaubten“ Un¬ 
schärfekreis, d.h. für einen gegebenen Wert von d sowie 
für gegebenes b und g ist die „Schärfentiefe“ Ag des 
Brennpunkts dem Linsendurchmesser D umgekehrt pro¬ 
portional. Bei kleinem D ist die Schärfentiefe also groß. 

Die Brennweite, dividiert durch den Durchmesser, wird 
als „f-Zahl“ bezeichnet. Eine große f-Zahl bedeutet also 
einen kleinen Durchmesser der Aperturblende der Linse 
und ergibt eine große Schärfentiefe. Für D gleich Null 
haben wir eine „Lochkamera“ vor uns; die Gleichung sagt 
dann aus, daß die Schärfentiefe unendlich groß ist. In ge¬ 
wissem Maße verifizieren Sie das, wenn Sie durch Ihre 
Nadellochlupe sehen und finden, daß alles von g ^ 1 cm 
bis Unendlich scharf bleibt, ohne daß Sie dazu Ihre Akko¬ 
modationsmuskeln anstrengen müssen. 

b) Wird D zu klein, so können wir die Beugung nicht vernach¬ 
lässigen. Zeigen Sie, daß die Beugung einen Unschärfekreis 
vom Durchmesser d ^b\/D erzeugt. Nehmern Sie an, Sie 
seien nicht durch die „Korngröße“ des photographischen 
Films noch durch sonst irgendeine Eigenschaft des Films 
eingeschränkt. Nehmen Sie weiter an, Sie seien auch durch 
die Intensität (die eventuell ein großes D erfordern würde) 
nicht behindert. Definieren Sie d^ als die Summe der Qua¬ 
drate der beiden Beiträge zu d, von denen einer von der 
Schärfentiefe, der andere von der Beugung kommt. Ma¬ 
chen Sie d^ als Funktion des Linsendurchmessers D zu 
einem Minimum; halten Sie dabei alles andere konstant. 
Zeigen Sie, daß man bei gegebenem \, g und Ag das am 
wenigsten verschwommene Bild mit demjenigen D erhält, 
Für das D 2 = \g 2 /Ag ist. 

c) Vergessen Sie die Beugung! Nehmen Sie an, Sie photo¬ 
graphieren zwei Menschen zugleich; der eine steht in einer 
Entfernung von 4,50 m, der andere in einer Entfernung 
von 7,50 m. Die Brennweite der Linse sei 10 cm. Sie wollen, 
daß der Unschärfekreis beider Personen im „Gegenstands¬ 
raum“ weniger als 1 mm Durchmesser habe, d.h. 1 mm 
„auf einem Menschen“. Bestimmen Sie die erforderliche 
f-Zahl. (Führen Sie die Rechnung nur überschlagsmäßig 
durch; nehmen Sie z.B. g « 6 m als durchschnittlichen 
Wert.) 

d) Macht die Beugung das Bild in der in c) angegebenen Geo¬ 
metrie merklich schlechter ? 

Antwort: f-Zahl« 50. Beugung und Schärfentiefe tragen 
zur Verschwommenheit ungefähr gleich viel bei. 

50. Strahlungsmuster einer Stimmgabel - Quadrupolstrahlung- 
Heimversuch. Halten Sie eine Stimmgabel an Ihr Ohr. Drehen 




Bild 9.36. Strahlungsmuster der Stimmgabel, 
a) Quadrupol, b) Dipol, c) Quadrupol, d) Quadrupol. 
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Sie sie um ihre lange Achse (die Griffachse) und hören Sie auf 
die Intensitätsmaxima und -minima. Halten Sie die Stimm¬ 
gabel vor das eine Ende einer Röhre, die mit der Gabel auf 
Resonanz abgestimmt ist. Dann drehen Sie die Gabel langsam 
um ihre lange Achse. Während einer vollen Umdrehung um 
360° werden Sie bei vier Winkeln die Intensität Null und bei 
vier Winkeln maximale Intensität feststellen (Bild 9.36). 

Halten Sie die Gabel so, daß sich eine Nullstelle der Intensität 
ergibt. Bringen Sie nun, ohne die gegenseitige Lage von 
Stimmgabel und Röhre zu verändern, ein Stück Karton zwi¬ 
schen beide, so daß die Hälfte des Röhrenendes zugedeckt ist 
und nur eine Zinke der Gabel vor der offenen Röhre schwingt, 
während die andere Zinke abgeschirmt ist. Was geschieht? 

Und warum? Schlagen Sie zwei Stimmgabeln aneinander 
und halten Sie jede vor ein Ende der Röhre, achten Sie auf 
Schwebungen. Sobald Sie den Rhythmus herausgefunden ha¬ 
ben, drehen Sie eine Gabel um 90° um ihre lange Achse, so 
daß Sie von einem Winkel maximaler Intensität zum nächsten 
kommen. Die Schwebungen gehen nicht „im Takt“ weiter. 
Gleich nach der Drehung treten zwei Schwebungen anstelle 
einer einzigen auf; anschließend liegen die Schwebungsmaxima 
dort, wo vorher die Minima lagen. Wenn Sie kein sehr gutes 
Rhythmusgefühl haben, werden Sie wahrscheinlich Schwierig¬ 
keiten haben, herauszufinden, daß die neuen Schwebungen 
zwischen die Takte der alten Schwebung fallen; es sollte 
Ihnen aber nicht schwer fallen, die beim Drehen der Stimm¬ 
gabel entstehende „zusätzliche“ Schwebung zu hören. (Es 
hilft, wenn Sie „1 und 2 und 3 und ... “ usw. zählen, wobei 
Sie die Zahlen auf die Schwebungsmaxima und die „und“ auf 
die Minima aussprechen. Lassen Sie sich durch das, was Sie 
beim Drehen der Gabel hören, nicht im Zählen stören.) 

Welche Erklärung gibt es dafür? Stellen Sie sich vor, wie die 
Gabeln auf die umgebende Luft wirken. Wenn die Zinken aus¬ 
einandergehen, drücken sie die Luft an der Außenseite der 
Zinken weg und geben ihr eine nach außen gerichtete Geschwin¬ 
digkeit. In der Zwischenzeit entsteht im Bereich zwischen den 
Zinken ein kleiner Luftmangel, da die Zinken beim Ausein¬ 
andergehen ihren Zwischenraum vergrößern. Die Luft strömt 
von der Seite nach, um den Mangel auszugleichen. Die in der 
Ebene der beiden Zinken liegende Luft erfährt also eine nach 
außen gerichtete Geschwindigkeit; die Luft in der zwischen 
den beiden Zinken verlaufenden Ebene erfährt eine nach innen 
gerichte Geschwindigkeit. Während der nächsten Halbperiode 
gehen die Zinken wieder zusammen; die Luft in der Ebene der 
Zinken wird nach innen gesaugt, während die Luft in der 
Ebene zwischen den Zinken nach außen gedrückt wird. Irgend¬ 
wo zwischen diesen Richtungen muß es eine Richtung geben, 
wo die erzeugte Geschwindigkeit Null ist, d.h. wo das Ge¬ 
schwindigkeitsmuster einen Knoten hat. Dies ist die Erklärung 
für die beim Drehen der Gabel auftretenden vier Maxima und 
vier Minima. Büd 9.36a zeigt das Strahlungsmuster in einem 
Zeitpunkt, in dem sich die Zinken nach außen bewegen. Ein 
solches Strahlungsmuster wird als Quadrupolstrahlung bezeich¬ 
net. Eine einzige, alleinstehende Zinke würde das Strahlungs¬ 
muster (Maxima, Minima und die entsprechenden Phasen) 
eines Dipols erzeugen. Wenn Sie die Strahlung eines schwin¬ 
genden Dipols (in unserem Fall eines Dipols für Schallwellen, 
doch das Prinzip gilt genauso für Radiowellen oder irgendeine 
andere Art von Wellen) mit der eines gleichartigen und knapp 
daneben befindlichen Dipols, der jedoch um 180° verschieden 
schwingt, überlagern, so erhalten Sie Quadrupolstrahlung. Sie 
erhalten eine Vielzahl von verschiedenen Quadrupol-Strah- 
lungsmustern, je nachdem, wie die Schwingungsrichtungen 
der beiden Dipole zueinander stehen. Alle diese Quadrupol- 
muster haben die folgenden Eigenschaften gemein: Vier 


„Lappen“ starker Intensität, wo sich die Beiträge der beiden 
Dipole durch Interferenz verstärken. Die Phasen benachbarter 
Lappen unterscheiden sich um 180°. Zwischen den Lappen 
befinden sich Schwingungsknoten. (Das Dipolmuster hat nur 
zwei Lappen und zwei Knoten.) Bild 9.36b zeigt ein Polar¬ 
diagramm der Wellenfunktion für Dipolstrahlung zu einem 
gegebenen Zeitpunkt. Das Muster 9.36c erhält man bei der 
Überlagerung zweier Dipole, die in der Richtung der Dipol¬ 
lappen etwas gegeneinander verschoben sind und mit einer 
Phasenverschiebung von 180° schwingen. So ein Muster er¬ 
zeugt die Stimmgabel. Das Muster 9.36d erhält man durch 
Überlagerung zweier Dipole, die in der Richtung der Dipol¬ 
knoten ein wenig gegeneinander verschoben sind und mit 
einer Phasenverschiebung von 180° schwingen. 

51. Leistung einer ebenen Sendeantenne. Angenommen, Sie er¬ 
zeugen mit einer ebenen Sendeantenne der Fläche Ag einen 
Strahl von Radio wellen. Dieser Strahl wird weit weg, sagen 
wir in der Entfernung d, von einer Empfangsantenne der 
Fläche Aß aufgefangen. Zeigen Sie, daß die abgestrahlte Lei¬ 
stung Pg und die empfangene Leistung Pß näherungsweise 
durch die Beziehung 

Pe/Ps = Ae As/A. 2 d 2 

miteinander verknüpft sind. Sowohl die Sende- als auch die 
Empfangsantenne sei ein „Mikrowellenhorn“ mit einer qua¬ 
dratischen Eintrittsöffnung von 3 m Seitenlänge. Die Frequenz 
der Mikrowellen sei 1000 MHz und die Entfernung zwischen 
Sender und Empfänger betrage 15 km. Wie groß ist das Ver¬ 
hältnis von empfangener Leistung zu gesendeter Leistung? 

52. Das Interferenzmuster N gleicher Spalte. Die Amplitude ist 
durch Gl. (9.54) gegeben. Stellen Sie die Summe der entspre¬ 
chenden komplexen Amplituden für einen „beliebigen“ Wert 
von A(Phasenunterschied zwischen den Beiträgen zweier 
benachbarter Spalte) graphisch dar. Entwickeln Sie die 
graphische Darstellung für die erste Nullstelle nach einem 
Hauptmaximum; leiten Sie auf diese Weise graphisch ab, daß 
für diese Nullstelle = 27r/N gilt. Zeigen Sie an Hand der 
graphischen Darstellung, daß die Phasenkonstante der Über¬ 
lagerung gleich dem Mittel aus den Phasenkonstanten des 
ersten und des letzten Beitrags ist. 

53. Korrektur der chromatischen Aberration. Die chromatische 
Aberration kann durch Verwendung zweier verschiedener 
Glassorten in einer Linsenkombination teilweise beseitigt 
werden. Betrachten Sie anstelle einer Linse ein dünnes Prisma. 
Konstruieren Sie aus einfachen Keilen mit den Winkeln cq 
und Ol 2 ein dünnes Verbundprisma, das bei der Wellenlänge 
\o = 5500 Äeine gewünschte Ablenkung 0 O erzeugt und für 
das die Änderung der Ablenkung mit der Wellenlänge gleich 
Null ist; die Brechungsindizes nj(\) und n 2 (\) der beiden 
Glassorten seien bekannte Funktionen. 

dnj dn 2 

Antwort : OJj —— = a 2 . 

d\ dA. 

Entwickeln Sie nun die Ablenkung 6 des Prismas bei der 
Wellenlänge \ in eine Taylor-Reihe nach der Größe \ — \ 0 . 
Brechen Sie die Reihe nach dem Glied mit (\ — \q) 2 ab. Wie 
könnten Sie die chromatische Aberration noch weiter unter¬ 
drücken (wenn alles, was Sie brauchen, gegeben ist) ? 

54. Sehen unter Wasser - Heimversuch. Setzen Sie sich eine 
Taucherbrille auf und sehen Sie sich unter Wasser um. Begrün¬ 
den Sie die Tatsache, daß Dinge unter Wasser nur ungefähr 
drei Viertel so weit entfernt aussehen wie sie wirklich sind. 
Besonders gut sieht man das, wenn man im Schwimmbad je¬ 
mand betrachtet, dessen Kopf über Wasser und dessen Körper 
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unter der Wasseroberfläche ist. Tauchen Sie die untere Hälfte 
Ihrer Taucherbrille ins Wasser, so daß der Wasserspiegel in 
Ihrer Augenhöhe ist. Dann sehen Sie den Kopf des Schwim¬ 
mers, indem Sie über Wasser durch die Luft sehen, und seinen 
Körper, indem Sie durch das Wasser sehen; Sie brauchen da¬ 
zu die Augen nur etwas nach unten zu richten. 

55. Unterwasserbrillen - Heimversuch. Wenn Sie Ihr Gesicht ins 
Wasser stecken und versuchen, ohne Taucherbrille etwas zu 
sehen, so wird Ihnen alles verschwommen erscheinen, da sich 
der Brechungsindex beim Übergang vom Wasser ins Auge nicht 
stark ändert. Nehmen Sie der Einfachheit halber an, der Bre¬ 
chungsindex ändere sich überhaupt nicht und auch Ihre Augen¬ 
linse habe sehr wenig Einfluß; die ganze SammelWirkung 
werde also durch die erste Trennfläche zwischen Luft und 
Auge erzielt. (Das ist eine grobe Näherung. In Wirklichkeit 
können Sie in einem gewissen Ausmaß auch unter Wasser 
sehen.) Die Brennweite dieser ersten Trennfläche sei 3 cm 

und ein Parallelstrahlenbündel aus der Luft werde auf der 
Netzhaut fokussiert. Unter Wasser verlieren Ihre Augen diese 
Sammelwirkung. Konstruieren Sie Brillen, mit denen man 
unter Wasser deutlich sieht. Nehmen Sie Glas mit dem Bre¬ 
chungsindex 1,5. Beweisen Sie: Wenn die Brennweite unter 
Wasser 3 cm ist, so ist sie in Luft ungefähr 1 cm. Wie groß ist 
die Vergrößerung einer solchen Brille, wenn man sie als ge¬ 
wöhnliche Lupe verwendet? Angenommen, Sie nehmen als 
Linse eine gewöhnliche Glasmurmel. Sie möchten das Bild 
(eines Parallelstrahlenbündels im Wasser) 3 cm hinter der hin¬ 
teren brechenden Fläche der Murmel erhalten. Wie groß muß 
der Durchmesser der Murmel sein? 

Antwort : Ungefähr 1,7 cm. Besorgen Sie sich eine klare Glas¬ 
murmel und führen Sie den Versuch durch. (Halten Sie die 
Murmel knapp vor ein Auge.) 

56. Interferenz im gestreu en Licht - Heimversuch. Schöne Inter¬ 
ferenzstreifen lassen sich auf folgende einfache Weise erzeugen. 
Verreiben Sie etwas gewöhnlichen Körperpuder auf einem ge¬ 
wöhnlichen Spiegel. Sie können auch Mehl oder Staub ver¬ 
wenden oder einfach den Spiegel anhauchen, um kondensier¬ 
ten Wasserdampf zu erhalten. Treten Sie ein paar Meter zu¬ 
rück und leuchten Sie den Spiegel mit einer kleinen Stablampe 
(„Stiftlampe“) an; betrachten Sie das Spiegelbild der Glüh¬ 
lampe. (Oder nehmen Sie irgendeine Taschenlampe und 
decken Sie den Großteil des Reflektors mit der Hand zu, so 
daß die Lichtquelle kleiner als 1 cm ist; oder verwenden Sie 
abends eine Kerze.) Beachten Sie die entstehenden Streifen! 
Probieren Sie verschiedene Stellungen der Lichtquelle aus; 
stellen Sie die Lichtquelle so auf, daß sie einmal näher beim 
Spiegel und einmal weiter vom Spiegel entfernt ist als Ihre 
Augen. Die Streifen kommen durch Interferenz der folgenden 
zwei Arten von Strahlen zustande: Die Strahlen der ersten 
Art gehen durch ein Puderkorn, werden darin gestreut, dann 
vom Spiegel in Ihr Auge zurückreflektiert; sie werden am 
Rückweg durch den Puder nicht mehr gestreut. Die Strahlen 
der zweiten Art gehen durch den Puder, ohne gestreut zu 
werden, werden dann am Spiegel reflektiert und schließlich 
vom selben Puderkorn zu Ihrem Auge hin gestreut. Die Puder¬ 
körner sind durchsichtig. (Sie sehen aus demselben Grund 
weiß aus, aus dem auch Glaspulver weiß aussieht.) Beide 
Strahlen werden beinahe ganz nach vorn gestreut. Jeder der 
beiden interferierenden Strahlen tritt also in einem gegebenen 
Korn durch eine gleich dicke Schicht von durchsichtigem 
Material. Geben Sie eine theoretische Ableitung des beobach¬ 
teten Ergebnisses, daß der zentrale Interferenzstreifen - d.h. 
der Streifen, der scheinbar durch das Bild der Punktquelle 
hindurch geht - stets ein Interferenzmaximum ist. Für weißes 


Licht ist dieser Streifen weiß. Erst nach einigen Streifen bei¬ 
derseits dieses Zentralstreifens werden die Interferenzstreifen 
farbig. Das geometrische Aussehen der Streifen läßt sich nicht 
leicht berechnen. (Siehe A. J. de Witte, „Interference in 
Scattered Light“, Am. Jour. Phys., 35, 301 (April 1967)). 

57. Steminterferometer. 

a) Mit einem Doppelspalt, einer Linse und einem photo¬ 
graphischen Film dahinter, kann man die Winkelauflösung 

»X/d erreichen; dabei ist \ die Wellenlänge des Lichts 
und d der Spaltabstand. Man kann damit die Struktur 
leuchtender astronomischer Objekte aufdecken, sofern sie 
einen Winkel aufspannen, der gleich \/d oder größer ist. 
Rechtfertigen Sie diese Behauptung. 

b) Wenn d % 30 cm ist, so genügen die turbulenten „Luft¬ 
schlieren“ in der Erdatmosphäre, die einen von der um¬ 
gebenden Luft verschiedenen Brechungsindex haben, um 
für zwei Luftwege, zwischen dem astronomischen Objekt 
und den beiden Spalten, einen Phasenunterschied von der 
Größenordnung n zu erzeugen. (Die Luftwege sind dann 
durch die ganze Atmosphäre hindurch ca. 30 cm vonein¬ 
ander entfernt.) Zeigen Sie, daß daraus für das Auflösungs¬ 
vermögen, mit sichtbarem Licht an der Erdoberfläche, ein 
Grenzwert von ungefähr 2 ß rad folgt. 

c) Wir ersetzen nun die beiden optischen Spalte durch zwei 
Radioantennen, die Wellen der Wellenlänge 30 cm nachwei- 
sen. Anstelle der Linse, die wir benutzt hatten, um die 
Lichtwellen von den beiden Spalten an einem Ort zu sam¬ 
meln und dort zur Interferenz zu bringen, verwenden wir 
nun Koaxialkabel, oder wir strahlen die Signale von den 
beiden Antennen wieder ab, so daß sie durch die Luft zu 
einer Empfangszentrale gelangen. Diese Zentrale ersetzt 
die photographische Emulsion. Zeigen Sie, daß die beiden 
Radioantennen ca. 180 km voneinander entfernt sein müs¬ 
sen, um dasselbe Auflösungsvermögen wie ein Doppelspalt, 
mit einem Spaltabstand von 30 cm, für sichtbares Licht 

zu liefern. 

d) Die turbulenten Luftschlieren messen einige Meter im Durch¬ 
messer. Sobald einmal die Luftwege viele Meter weit von¬ 
einander entfernt sind, sind die auf den beiden Wegen beim 
Durchgang durch die Atmosphäre zustandekommenden zufäl¬ 
ligen Phasenverschiebungen vom gegenseitigen Abstand der 
Wege ziemlich unabhängig. Sie würden also zunächst an¬ 
nehmen, daß die Atmosphäre die beiden 180 km vonein- 

der entfernten Radioantennen ungefähr in gleichem Maße 
beeinflußt, wie die beiden einige Meter voneinander ent¬ 
fernten Spalte für sichtbares Licht. Man könnte also anneh¬ 
men, daß die atmosphärischen Schwankungen des Brechungs¬ 
index die Winkelauflösung der beiden Radioantennen ver¬ 
waschen würden. Die Brechungsindizes der Luft für Radio¬ 
wellen und Licht unterscheiden sich tatsächlich nicht stark 
voneinander. Die relative Phasenverschiebung ist jedoch 
bei 30-cm-Wellen viele tausend Male geringer als für Licht¬ 
wellen. Warum? 

e) Das Radiointerferometer unterliegt keinen atmosphärischen 
Schwankungen des Brechungsindex; wir können die Ent¬ 
fernung zwischen den Antennen auf vielmehr als 180 km 
vergrößern und so ein besseres Auflösungsvermögen als 
mit einem Interferometer für sichtbares Licht bekommen. 
(Natürlich muß das astronomische Objekt 30-cm-Wellen 
und sichtbares Licht aussenden, wenn wir es mit beiden 
Methoden nachweisen wollen.) Wir können uns daher ein 
Radiointerferometer denken, bei dem die eine Antenne in 
New York und die andere Antenne in Kalifornien steht; 
wir hätten dann eine Basislinie (Abstand der beiden 
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Antennen) von ca. 3000km und somit ein Auflösungsvermö¬ 
gen von 10 -7 rad. Leider tritt dabei aber ein neues Pro¬ 
blem auf: die variable Phasenverschiebung der Radiowellen 
bei ihrer Übertragung durch ein Kabel (Temperaturschwan¬ 
kungen!) oder bei ihrer drahtlosen Übertragung von den 
beiden Antennen zur Empfangszentrale, wo die Signale 
zur Interferenz gebracht werden. Die Luftmenge über uns 
entspricht einer gleichmäßigen, ca. 8 km dicken Luftschicht 
von der am Meeresspiegel herrschenden Dichte. Die Luft¬ 
menge zwischen New York oder Kalifornien und einer im 
Mittelwesten liegenden Empfangszentrale ist einige hundert 
Male größer; die Sache wird also nicht funktionieren. Was 
sollen wir tun ? Eine raffinierte Lösung wurde von N. Broten 
und anderen gefunden (N. Broten et al., „Long-Base-line 
Interferometry Using Atomic Clocks and Tape Recorders“, 
Science , 156, 1592 (23. Juni 1967)): Bei jeder Station be¬ 
findet sich eine Atomuhr, z.B. ein Wasserstoff-Maser, der 
mit einer Frequenz von 1000 MHz (also mit 10 9 Hz) 
schwingt. So eine Uhr kann bis auf 1 zu 10 14 stabil gehal¬ 
ten werden; das bedeutet, daß die zufällige Phasenabwei¬ 
chung nur eine Schwingungsperiode pro 10 14 Schwingungs¬ 
perioden beträgt. Zeigen Sie, daß eine solche Uhr während 
einer Zeitspanne von der Größenordnung eines Tages stabil 
ist (um weniger als eine Schwingungsperiode abweicht). 

f) Angenommen, wir wollen die von einem Stern bei einer 
mittleren Frequenz vq = 1000 MHz (das entspricht 30-cm- 
Wellen) mit der Bandbreite Av = 1 MHz ausgesandten Radio¬ 
wellen messen. Dann wird der Oszillator jeder Station mit 
vq = 1000 MHz betrieben. Diesen Oszillatoren wird jeweils 
das Antennensignal überlagert. Liefert der Oszillator den 
Strom coscjQt, und liefert die Antenne den Strom 

A cos (cjt + </>), dann gibt der über eine schnelle Schwin¬ 
gungsperiode (bei 1000 MHz) genommene Mittelwert des 
Quadrats der Überlagerung der beiden Ströme die Leistung 
P = I 2 R mit der Zeitabhängigkeit 
P = 1 + A 2 + 2A cos [(cjq ~ w)t - y] 
mal einer Konstanten. Begründen Sie diese Gleichung. 

g) Ist vot für t = 1 Tag genauer als bis auf 1 Periode bekannt, 
dann ist auch P bei der niedrigeren „Schwebungsfrequenz“ 
i >0 — v für t = 1 Tag genauer als bis auf 1 Periode bekannt. 

Die Frequenz v 0 des Oszillators wird auf die Mitte des 
gewünschten Bandes eingestellt. Dann ist der Mittelwert 
der Größe v 0 — v im gesamten Frequenzband der aufge¬ 
fangenen Signale gleich Null. Die Bandbreite Av ist unge¬ 
fähr 1 MHz. Das Signal P mit seinen von Null bis hinauf 
zu ca. 1 MHz reichenden Frequenzen wird in jeder Station 
auf Magnetband aufgezeichnet. (Die beim Fernsehen ver¬ 
wendeten Video-Bandgeräte haben eine für diesen Zweck 
genügend große Bandbreite.) Nachdem beide Stationen 
eine Zeitlang (weniger als einen Tag) Aufnahmen gemacht 
haben, können die beiden Bandgeräte, z.B. per Flugzeug, 
von den beiden Antennen zum Arbeitsort des Physikers 
befördert werden. Die beiden Bandgeräte werden dann 
synchronisiert und zusammen abgespielt, so daß sich die 
Signale überlagern. Damit, bezüglich der Phase, keine In¬ 
formation verlorengeht, darf auf keinem Band auch nur 
eine Schwingungsperiode ausgelassen werden, und keines 
der beiden Geräte darf auch nur um eine Periode außer 
Tritt geraten (eine Periode bei der Schwingungsfrequenz 
des Signals P auf jedem der beiden Bandgeräte). Dieses 
Signal besteht aus Frequenzkomponenten von Null bis et¬ 
wa 1 MHz, da dies die ursprüngliche Bandbreite ist. Daher 
müssen die beiden Magnetbänder genauer als bis auf 1 ms 
miteinander synchronisiert werden. Die Anfertigung der 


Bandaufzeichnungen bei den beiden Antennen erfordert 
auch Zeitmarken, so daß der Physiker weiß, zu welchem 
Zeitpunkt die aufgefangenen Signale gleichzeitig ankamen. 
Die Zeitmarken auf dem Magnetband müssen bis auf weni¬ 
ger als 1 ms genau sein. Die Synchronisierung und das Auf¬ 
bringen von Zeitmarken, mit einer Genauigkeit bis auf 
weniger als 1 ms, ist aber bei gewöhnlichen Videoband¬ 
geräten ein einfaches Standardverfahren ! Daher ist ein 
Sterninterferometer denkbar, das aus einer in New York 
stehenden Radioantenne, einem Wasserstoff-Maser-Signal 
und einem Magnetbandgerät sowie einer analogen Station 
in Kalifornien besteht. Mit der Erddrehung bestreicht das 
Interferometer den Himmel. Die „Phasenkonstante“ v? 
bei den Antennenströmen ist gleich kr, wobei r im wesent¬ 
lichen die Entfernung zwischen Antenne und Stern ist. In 
der Antenne 1 in New York fließt also der Strom 
Ai cos(cjt + kri), der von dem gegebenen Stern ausgesandt 
wird; derselbe Stern erzeugt in der Antenne 2, in Kali¬ 
fornien, für dieselbe Frequenzkomponente gj des Signals 
den Strom A 2 cos (cjt + k^). Nehmen Sie der Einfachheit 
halber an, die beiden Antennen seien gleich gebaut und die 
empfangenen Amplituden seien gleich groß: A\ = A 2 = A. 
Zeigen Sie, daß die bei der Überlagerung der Leistungen ?i 
und P 2 der Bandgeräte entstehende resultierende Leistung 
?i + ? 2 dem Ausdruck 1 + A 2 + 2Acos^ (cjq — w) 
t cos \ k(ri — r 2 ) proportional ist. Quadrieren Sie nun die¬ 
sen Wert und mittein Sie ihn dann über eine Periode der 
Frequenz vq — v. Zeigen Sie, daß das daraus resultierende 
Zeitmittel der Leistung der Größe (1 + A 2 ) 2 + A 2 [ 1 + 
coskOr — r 2 ]) proportional ist. Jedesmal, wenn sich Kali¬ 
fornien einem punktförmigen Stern um 15 cm nähert, 
während gleichzeitig New York von diesem Stern um 
15 cm weiter wegrückt, durchläuft die Größe cosk(rj — r 2 ) 
eine Periode (wenn \ gleich 30 cm ist). Existiert an dem 
„Punkt“ ein zweiter Stern, so wird er aufgelöst, wenn sein 
Wert der Größe k(ri — r 2 ) von dem des ersten Sterns, z.B. 
um 7 r, verschieden ist, d.h. vorausgesetzt, sein Winkelab¬ 
stand vom ersten Stern ist von der Größenordnung \/d. 

h) Es gibt noch andere technische Probleme, die wir nicht er¬ 
wähnt haben. Z.B. gibt es viele Radiosterne; wir wollen 
aber beide Teleskope nur auf ein und denselben kleinen 
Bereich des Himmels richten, so daß wir uns nur um einen 
Stern zu kümmern brauchen. Wie erreichen wir das? 
(Nehmen Sie an, jedes der beiden Teleskope habe einen 
Durchmesser von 50 m.) 

i) Ein anderes Problem: Wir möchten gerne den „zentralen“ 
Interferenzstreifen erkennen können, um die genaue Rich¬ 
tung des Sterns zu bestimmen. Warum? ( Anleitung: Der 
zentrale Interferenzstreifen ist nicht leicht auszumachen, 
wenn man eine Punktquelle, die z.B. grünes Licht aussen¬ 
det, durch einen Doppelspalt betrachtet. Dasselbe gilt 
natürlich auch für rotes Licht. Wenn Sie aber weißes Licht 
nehmen, das sowohl Rot als auch Grün enthält, dann ist 
der zentrale Interferenzstreifen leicht zu unterscheiden.) 
Zeigen Sie, wie Sie bei jeder der beiden Antennen zwei 
Frequenzbänder verwenden (das ist dasselbe wie die Ver¬ 
wendung von rotem und grünem Licht), sie beide mit dem 
Signal des zur Antenne gehörigen Oszillators mischen, 
dann die entsprechenden Magnetbänder für jedes Frequenz¬ 
band separat „zusammenspielen“ und schließlich die re¬ 
sultierenden Ausgangssignale von den Magnetbändern für 
die beiden Frequenzbänder mischen könnten. 

Diese Art von Sterninterferometer für Radiosterne wird 
vielleicht einmal für sehr genaue Messungen der Schwankun¬ 
gen der Erdumdrehungsdauer verwendet werden. (Siehe 



312 


9. Interferenz und Beugung 


T Gold, Science, 157, 302 (21. Juli 1967) und G. J. F. 
MacDonald, Science, 157, 304 (21. Juli 1967)). 

58. Umwandlung der Amplitudenmodulation in eine Phasenmodu¬ 
lation bei FM Radiosendem. (Diese Aufgabe ist mit Übung 59 

eng verknüpft.) 

a) Eine amplitudenmodulierte Spannung hat die Form 
U(t) = Uo( 1 + a(t)l cos cj 0 t> 

dabei ist coq die Trägerfrequenz und a(t) der modulierte 
Anteil der Amplitude. Eine phasenmodulierte Spannung 
hat die Form 

U(t) = U 0 cos [cj 0 t + <p(t)], 

dabei ist <p(t) die modulierte (d.h. zeitabhängige) „Phasen¬ 
konstante“. Zeigen Sie, daß die momentane Kreisfrequenz 
dieser phasenmodulierten Welle durch 
w(t) = u)q + d</?(t)/dt 

gegeben ist. Man könnte eine solche Spannung also eher 
als frequenzmoduliert (FM) denn als phasenmoduliert 
bezeichnen. 

b) Der modulierte Anteil a(t) der Amplitude bzw. die modu¬ 
lierte Phase </?(t) enthält die Information, die übertragen 
werden soll, z.B. Musik. Wir zerlegen die Musik in Fourier- 
Komponenten und betrachten eine einzelne Komponente 
der Frequenz cj m , wobei der Index m die Modulation an¬ 
deuten soll. Dann ersetzen wir a(t) durch a m cos cj m t. 
(Eigentlich sollten wir auch noch ein Glied mit sin u> m t 
berücksichtigen, tun es aber nicht.) Die amplitudenmodu¬ 
lierte Spannung wird also 

U(t) = U 0 [ 1 + a m cos cj m t] cos u>ot 

-■ Uq cos co q t + Uoa m cos cü m t cos a>ot. 

Diese amplitudenmodulierte Spannung entspricht einer 
Überlagerung von rein harmonischen Schwingungen der 
Trägerfrequenz c oq und der beiden Seitenbandfrequenzen 
u>q + cj m und loq — cj m - Beweisen Sie diese Behauptung, 
indem Sie U(t) explizit als solche Überlagerung schreiben. 
Beim AM-Funk (üblicherweise Lang-, Mittel- und Kurz¬ 
welle) werden diese Frequenzen gesendet und von Ihrer 
Radioantenne empfangen. Blitz und elektrische Rasier¬ 
apparate senden in demselben Frequenzbereich und tragen 
zur Amplitudenmodulation bei, indem sie die Amplitude 
bei einer bestimmten Frequenz plötzlich vergrößern oder 
verkleinern. Die Folge sind dann „atmosphärische Störun¬ 
gen“ und andere Störgeräusche, die die Musikqualität be¬ 
einträchtigen. Die Störungen lassen sich weitgehend unter¬ 
drücken, wenn wir die amplitudenmodulierte Spannung 
in eine phasenmodulierte Spannung umwandeln, weil der 
Blitz den „Fehler“ macht, die Amplitude zu ändern und 
der FM-Empfänger „weiß“, daß das nicht zur Musik gehö¬ 
ren kann, da die Musik ja mit konstanter Amplitude ge¬ 
sendet wurde. Der FM-Empfänger kann daher die plötz¬ 
lichen Amplitudenänderungen, d.h. die Störungen, aus¬ 
filtern. 

Die AM-Spannung kann auf folgende Weise in eine FM- 
Spannung umgewandlet werden: Die AM-Spannung wird 
an den Eingang eines Randpaßfilters angelegt, das nur ein 
schmales Frequenzband durchläßt; dieses Frequenzband 
enthält die Trägerfrequenz t oq, nicht aber die beiden 
Seitenbänder u>q + u> m . Wurde die Trägerfrequenz solcher¬ 
maßen von den beiden Seitenbändern getrennt, so wird 
sie zeitlich um eine Viertelperiode nach vor oder zurück 
verschoben, d.h. sie erhält eine Phasenverschiebung von 
90°. Dann wird die Trägerfrequenz wieder mit den immer 
noch unveränderten Seitenbändern überlagert. (Wenn wir 
wollen, können wir auch die Amplitude der Trägerfrequenz 


verstärken oder verringern, werden das jedoch nicht tun.) 
Wir können also z.B. in einer Trägerspannung Uocoscjot 
den Kosinus durch den Sinus ersetzen. Nach Phasenver¬ 
schiebung und Wiedervereinigung erhalten wir 
U (t) = Uq sin cj 0 t + Uoa m cos co m t cos cj 0 t. 

Wir geben nun der Größe a m cos cj m t den Namen <^(t); 
diese Größe ist ja unser a(t) von früher für eine gegebene 
Modulationsfrequenz. Der Einfachheit halber nehmen wir 
an, der Betrag von a(t), also von <p(t), sei klein gegen Eins. 
Dann gilt cos</?(t) % 1 und sini£(t) «<p(t). 

c) Zeigen Sie, daß man die obige Spannung in der Form 
ü'(t) = U 0 sin[cj 0 t + *p(t)], ^(t) = a m coscj m t 
schreiben kann. Wir haben also jetzt den Trick heraus, 

AM in FM (oder umgekehrt) umzuwandeln: Phasenver¬ 
schiebung der Trägerwelle um ± 90° gegenüber den beiden 
Seitenbändern. Diese hübsche, vonE. H. Armstrong im 
Jahre 1936 gemachte Erfindung ermöglichte den FM-Funk 
(üblicherweise auf UKW). 

d) Zeigen Sie, daß man AM in FM (oder umgekehrt) auch 
umwandeln kann, indem man eines der beiden Seitenbän¬ 
der um 180° phasenverschiebt und die Trägerfrequenz so¬ 
wie das andere Seitenband unverändert läßt. 

59. Umwandlung von phasenmoduliertem Licht in amplituden¬ 
moduliertes Licht im Phasenkontrastmikroskop. 

a) Wir betrachten zunächst ein gewöhnliches Mikroskop, wo¬ 
bei wir in erster Linie nicht an der Vergrößerung interessiert 
sind; die Vergrößerung sei daher gleich Eins. Dies wird 

auf folgende Weise erreicht: Wir bringen einen gläsernen 
Objektträger an die Stelle z = 0, so daß er in der xy-Ebene 
liegt. Dann bringen wir eine einfache Linse an die Stelle 
z = 2f, wobei f die Brennweite der Linse ist. Einen Schirm 
oder eine photographische Platte bringen wir an difc Stelle 
z = 4f. Dann wird der Objektträger auf dem Schirm abge¬ 
bildet und die Vergrößerung ist gleich Eins. Beweisen Sie 
diese Behauptung. 

b) Nun bringen wir eine Amöbe in einem Wassertropfen auf 
den Objektträger und bilden sie auf dem Schirm ab. Leider 
können wir aber die Amöbe nicht sehen, da sie durchsich¬ 
tig ist und ihr Brechungsindex sich nicht viel von dem des 
Wassertropfens unterscheidet. Also färben wir die Amöbe. 
Nun können wir sie wohl sehen, doch die Farbe hat die 
Amöbe umgebracht, und wir wollten doch ihre Lebens¬ 
vorgänge studieren! 

Die Farbe spielt folgende Rolle: So moduliert die Ampli¬ 
tude des am +z-Ende der Amöbe austretenden Lichts, d.h. 
sie moduliert die Amplitude relativ zu der des Lichts, das 
bloß durch den Objektträger und nicht durch die Amöbe 
tritt. Ist keine Farbe vorhanden, dann ist die Amplitude 
am +z-Ende der Amöbe (an einem gegebenen Punkt mit 
der Querkoordinate x) genauso groß, wie wenn die Amöbe 
nicht vorhanden wäre. Die Phase ist jedoch verschieden, 
da das Licht je nach der x-Koordinate der Durchtrittsstelle 
verschieden dicke Stellen der Amöbe durchlaufen hat, und 
der Brechungsindex der Amöbe unterscheidet sich ja von 
dem des Wassers. Angenommen der Objektträger werde 
von einer ebenen, monochromatischen, in der +z-Richtung 
laufenden Lichtwelle bestrahlt; dieses Licht wurde von 
einer im Brennpunkt einer Linse gelegenen Quelle S emit¬ 
tiert und bildet also ein Parallelstrahlenbündel (Bild 9.37). 
Ohne Amöbe sei das elektrische Feld am Ort z = 0 für 
alle x durch 
E(x, z, t) = Eq sin cjt 
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Bild 9.37. Phasenkontrastmikroskop. Bei diesem Beispiel wurde die Vergrößerung gleich Eins gewählt. Die Gegenstandsebene befindet sich bei 
z = 0, die Bildebene bei z = 4f. Die Brennebene des Objektivs liegt bei z = 3f. 


gegeben. Ist die Amöbe vorhanden, dann herrscht eine 
von x abhängige Phasenverschiebung <p(x). Das elektrische 
Feld des Lichts am Ort z = 0 ist dann durch 
E(x, z, t) = E 0 sin [cjt + <p(x)] 

gegeben. Die ungefärbte Amöbe erzeugt also ein phasen¬ 
moduliertes Licht. Die am Ort z = 2f befindliche Linse 
bildet die Amöbe auf dem Schirm bei z = 4f ab. Das elek¬ 
trische Feld am Schirm ist dasselbe wie bei z = 0 (wenn 
man kleine Verluste vernachlässigt und sich um die Umkehr 
des Bildes - x wäre durch -x zu ersetzen - nicht küm¬ 
mert). Der zeitliche Mittelwert des Quadrats des elektri¬ 
schen Felds ist dann unabhängig von x und gleich j E 2 ; 
wir sehen also kein Bild. Beweisen Sie beide Teile dieser 
Behauptung. 

c) Die Farbe moduliert die Amplitude Eq, tötet jedoch die 
Amöbe. Wir wollen das phasenmodulierte Licht in ampli¬ 
tudenmoduliertes Licht umwandeln. Aber wie? Nehmen 
wir die in Übung 58 besprochene Umwandlung einer AM- 
Spannung in eine FM-Spannung als Vorbild. Wir wollen 
das Problem sozusagen von hinten anpacken und FM-Licht 
in AM-Licht umwandeln. (Es ist jedoch zu beachten, daß 
wir es hier nicht mit einer zeitlichen Phasenmodulation 
<p(t), sondern mit einer räumlichen Phasenmodulation <p(x) 
zu tun haben. Wir machen uns aber darüber vorläufig noch 
keine Gedanken!) Wenn wir zum Ende der Übung 58 zu¬ 
rückkehren, so sehen wir, daß wir dort bei einer Phasen¬ 
modulation <p(t) = a m cos cj m t angelangt waren, da wir von 
einer Amplitudenmodulation a(t) = a m cos cu m t ausgegan¬ 
gen waren. Nun gehen wir von einer Phasenmodulation 
<p(x) aus. Wir nehmen an, der Betrag von <p(x) sei für alle 
x klein gegen 1 rad, d.h. die Amöbe habe beinahe densel¬ 
ben Brechungsindex wie Wasser. Zeigen Sie, daß das pha¬ 


senmodulierte Licht bei z = 0 oder z = 4f (für 1) in 
der Form 

E(x, z, t) = E 0 sin ut + Eq <p(x) cos cot 

geschrieben werden kann. Wir zerlegen nun <p(x) in Fourier- 
Komponenten und betrachten eine herausgegriffene Kom¬ 
ponente mit der Wellenzahl k m . Wir setzen also 
<p(x) = a m cos k m x. Das phasenmodulierte Licht bei z = 0 
oder z = 4f ist somit durch den Ausdruck 

E(x, z, t) = Eo sin cot + E(>a m cos k m x cos cjt 

gegeben. Das ist noch immer das phasenmodulierte Licht, 
von dem wir ausgegangen sind; es gibt also noch immer 
ein „unsichtbares“ Bild bei z = 4f. Nun sehen wir uns die 
Übung 58 noch einmal an. In Analogie dazu bezeichnen 
wir den Beitrag E 0 sin ut als „Trägerlichtwelle“. Wir sehen 
also, daß wir AM-Licht erzeugen können, wenn wir die 
Phase der Trägerlichtwelle gegen das modulierte Licht (das 
Licht mit der Amplitude a m ) um 90° verschieben können. 
Ohne uns darum zu kümmern, wie man das anstellen könn¬ 
te, ersetzen wir im obigen Ausdruck für das Trägerlicht 
einfach sincjt durch coscjt. Für das Licht am Schirm 
(bei z = 4f) haben wir dann 

e'(x, z, t) = Eq cos cot + Eoa m cos k m x cos ut 
= E 0 [ 1 + a m cos k m x] cos cjt 
= E 0 [l + a(x)] coscjt. 

Dieses amplitudenmodulierte Licht ergibt eine Intensität, 
die dem Zeitmittel des Quadrats des elektrischen Feldes 
also der von x abhängigen Größe \ E 2 [l + a(x)] 2 propor¬ 
tional ist; diese Größe zeigt uns, wie die Dicke der Amöbe 
und ihr innerer Brechungsindex von x abhängt. Daher 
können wir die Amöbe sehen. 
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d) Es bleibt nur noch ein „kleineres“ Problem zu lösen: Wie 
können wir die Trägerlichtwelle vom übrigen Licht trennen, 
ihre Phase gegen den Rest der Lichtwelle um 90° verschie¬ 
ben und sie dann mit dem Rest der Welle auf dem Schirm 
vereinigen (zur Überlagerung bringen) - und das alles soll 
zwischen z = 0 und z = 4f geschehen? Bei der Umwand¬ 
lung der AM-Spannung in eine FM-Spannung war der Trick 
der, die Trägerfrequenz cj = gjq durch ein Frequenz-Band¬ 
paßfilter von den Seitenbändern cj = cj 0 ± c*; m zu trennen. 
In Analogie dazu müssen wir daher ein Bandpaßfilter für 
Wellenzahlen suchen, um damit die Wellenzahl k x = ko = 0 
der Trägerwelle von den Seitenbändern k x = k 0 + k m ab¬ 
zusondern. Die zuletzt gemachte Feststellung ist leichter 
verständlich, wenn wir das phasenmodulierte elektrische 
Feld bei z = 0 in der Form 

E(x, z, t) = E 0 sin[cjt - k 0 x] +^E 0 a m cos[cjt-(k 0 +k m )x] 
+ \ E 0 a m cos[cjt-(k 0 -k m )x] 

schreiben; dabei gilt ko = 0; die stehende Welle cosk m x 
cos c*;t haben wir als Überlagerung zweier laufender Wellen 
mit k x = + k m und k x = - k m geschrieben. Beweisen Sie 
diese Gleichung. Wir sehen also, daß die phasenmodulierte 
Schwingung bei z = 0 drei laufende Wellen erzeugt. Für die 
Trägerwelle gilt k x = 0. Die Modulationen ergeben eine 
Welle mit k x = + k m sowie eine Welle mit k x = — k m . 

Der Wert von k z ist im wesentlichen für alle drei laufenden 
Wellen gleich groß und gleich cj/c, da wir annehmen, daß 
k x klein gegen k z ist, d.h., daß alle Wellen hauptsächlich 
in der z-Richtung laufen. Daher ist der Absolutbetrag 
cj/c = V^z + kx des Wellenvektors für alle drei Wellen im 
wesentlichen gleich k z . (Auf k y gehen wir hier nicht ein.) 

e) Das Bild 9.37 zeigt einen gläsernen Mikroskop-Objektträger 
sowie die Fourierkomponente mit der Wellenzahl k m für 
die x-Abhängigkeit der Dicke der Amöbe. Die Trägerwelle 
wird von der Punktquelle S erzeugt; ihre äußersten Strah¬ 
len sind ausgezogen gezeichnet. Das obere Seitenband mit 
k x = + k m ist gestrichelt gezeichnet. (Das untere Seiten¬ 
band mit k x = - k m ist nicht eingezeichnet.) Die Linse 
fokussiert die drei fast ebenen laufenden Wellen in der 
Brennebene, die sich in der Entferung z = 3f befindet, zu 
drei fast punktförmigen Bildern. Die Strahlen gehen wei¬ 
ter bis zum Schirm bei z = 4f, wo sie sich wieder über¬ 
decken. Beachten Sie, daß die drei Wellen in der Brenn¬ 
ebene der Linse (bei z = 3f) räumlich vollkommen getrennt 
sind. Genau da können wir die Trägerwelle bearbeiten, 
ohne die Seitenbänder zu stören! Wir haben somit ein 
räumliches Filter und können so ein gegebenes k x ausson¬ 
dern, ähnlich wie wir mit dem Zeitfilter (Schaltung zur 
Zerlegung in Fourierkomponenten) ein gegebenes u> iso¬ 
lieren können. Nun, da wir die Trägerwelle bei z = 3f von 
den Seitenbändern räumlich getrennt haben, müßte es 
eigentlich leicht sein, die Phase der Trägerwelle um 90 

zu verschieben, ohne die Seitenbänder zu stören. Denken 
Sie sich ein Verfahren aus, mit dem Sie die Phase der Trä¬ 
gerwelle um 90° gegen die Seitenbänder verschieben kön¬ 
nen. Die schöne Erfindung des Phasenkontrastmikroskops 
wurde von F. Zernicke im Jahre 1934 gemacht. 

Auf folgende Weise können wir das Vorangegangene ab¬ 
strakter (und daher auch allgemeiner) beschreiben: Bei 
z = 0 hatten wir die Amplitude und die Phasenkonstante 
einer Schwingung A(x) cos [c*;t + <^(x)] als Funktionen von 
x gegeben. (Beim vorliegenden Beispiel war bei z = 0 keine 
Amplitudenmodulation vorhanden, d.h. A(x) war konstant. 
Bei anderen Beispielen über Beugungsmuster war statt 
dessen ^>(x) konstant.) Wir unterwarfen die x-Abhängigkeit 


einer Fourieranalyse und fanden stehende Wellen bei z = 0. 
Diese wirkten als Quellen laufender Wellen mit bekannten 
Werten von k x und k z . Dann benutzten wir eine Linse und 
wandelten damit eine Abhängigkeit von k x (bei z = 0) in 
eine x-Abhängigkeit (in der Brennebene der Linse, im Ab¬ 
stand f hinter der Linse) um, wobei verschiedene k x bei 
verschiedenen x fokussiert wurden. Die x-Abhängigkeit 
in dieser Brennebene entspricht also der k x -Abhängigkeit 
in eindeutiger Weise. Die x-Abhängigkeit in dieser Brenn¬ 
ebene ist also gleich einer Konstanten, multipliziert mit 
der Fouriertransformierten der x-Abhängigkeit in der 
Gegenstandsebene bei z = 0. Das ist bei keinem anderen 
Wert von z der Fall. Treffen die Wellen schließlich auf 
dem Schirm (in der Bildebene) auf, dann haben sie wieder 
dieselbe x-Abhängigkeit, wie in der Gegenstandsebene 
(wenn man die Substitution von x durch -x sowie eine 
etwaige, von Eins verschiedene Vergrößerung auch außer 
acht läßt.) Beim Übergang von der Gegenstandsebene zur 
Brennebene hinter der Linse und weiter zum Schirm, 
geht also die x-Abhängigkeit von einer x-Abhängigkeit in 
der Gegenstandsebene in eine k x -Abhängigkeit in der 
Gegenstandsebene und dann wieder in eine x-Abhängigkeit 
in der Gegenstandsebene über. Beim Übergang von der 
k x -Abhängigkeit in der Gegenstandsebene zur x-Abhängig¬ 
keit in der Gegenstandsebene wird eine inverse Fourier¬ 
transformation ausgeführt. Wir können also sagen, daß wir 
im Phasenkontrastmikroskop von einer gegebenen x-Ab¬ 
hängigkeit ausgehen, diese einer Fouriertransformation 
unterwerfen, sie dann bearbeiten (die Phase eines Teils der 
Fouriertransformierten verschieben, vielleicht ihre Ampli¬ 
tude verstärken oder abschwächen), und dann die inverse 
Fouriertransformation durchführen. (Wenn wir die inverse 
Fouriertransformation nicht durchführen, d.h. keinen 
„Phasenschieber“ in die Brennebene geben, dann ist das 
Endergebnis genau die ursprüngliche x-Abhängigkeit.) Auf 
diese Weise lassen sich viele bemerkenswerte Effekte er¬ 
zielen; man nennt das Verfahren manchmal auch „Spektro¬ 
skopie durch Fouriertransformation“ oder „Spektroskopie 
in der Brennebene“. 

f) Beschreiben Sie die Umwandlung einer AM-Spannung in 
eine FM-Spannung auf dieselbe allgemeine Weise, wie wir 
eben das Phasenkontrastmikroskop beschrieben haben. 

g) Bei unserer obigen B 

f) Beschreiben Sie die Umwandlung einer AM-Spannung in 
eine FM-Spannung auf dieselbe allgemeine Weise, wie wir 
eben das Phasenkontrastmikroskop beschrieben haben. 

g) Bei unseren obigen Betrachtungen haben wir die Gesamt¬ 
breite der Amöbe (in der x-Richtung) und der Trägerwelle 
nicht berücksichtigt. Die Breite der Trägerwelle sei W, die 
der Amöbe sei w. Wie beeinflussen diese Größen die Än¬ 
derung der Intensität mit x in der Brennebene bei z = 3f, 
d.h. wie (wenn überhaupt) ändern sich unsere obigen Er¬ 
gebnisse ? 

h) Angenommen, wir blenden die Trägerwelle durch ein un¬ 
durchsichtiges Hindernis in der Brennebene vollständig aus 
anstatt ihre Phase um 90° zu verschieben. Wie hängt dann 
die Intensität des Bildes von x ab ? 

60. Zwei dünne Linsen hintereinander. Zwei dünne Linsen mit 
den Brechkräften f j -1 und 1 seien hintereinander auf einer 
gemeinsamen Achse angebracht; ihr gegenseitiger Abstand 
sei s. Beide Linsen seien Sammellinsen. (Das Ergebnis wird 
ganz allgemein gelten, wenn man die Vorzeichen richtig inter¬ 
pretiert.) Betrachten Sie einen achsenparallelen Strahl, der, 
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von links kommend, im Abstand h von der Achse auf die erste 
Linse auftrifft. Die Linsen werden, von links nach rechts, mit 
1 und 2 bezeichnet. Die erste Linse lenkt den Strahl zur Achse 
hin ab. Angenommen, der Strahl trifft auf die zweite Linse, 
bevor er die Linse kreuzt. Bestimmen Sie den Brennpunkt F, 
in dem der Strahl die Achse nach Verlassen der zweiten Linse 
kreuzt. Zeigen Sie, daß die Lage von F (in der Näherung für 
kleine Winkel) nicht von h abhängt. Der Ort H (als Abkürzung 
für „Hauptebene“) sei folgendermaßen definiert: Verlängern 
Sie den einfallenden Strahl nach vorne (nach rechts) und den 
austretenden Strahl (der durch F geht) nach rückwärts bis 
beide sich schneiden. Sie schneiden sich in der Hauptebene H. 
Der Abstand des Brennpunkts F rechts von der zweiten Linse 
sei x. Der Abstand der Hauptebene H links von der zweiten 
Linse sei y. Die Größe x + y ist dann der Abstand von der 
Hauptebene H nach rechts bis zur Brennebene F. Dieser Ab¬ 
stand wird als Brennweite f der Kombination der beiden Lin¬ 
sen bezeichnet; man benutzt ihn so, als wenn sich in der Haupt¬ 
ebene H nur eine einzige dünne Linse befände. Drücken Sie 
x, y und f durch fj, f 2 und s aus. Haben Sie f und H für von 
links nach rechts verlaufende Strahlen gefunden, dann ver¬ 
fahren Sie in gleicher Weise für Strahlen, die von rechts nach 


links laufen. Sind die beiden Brennweiten gleich groß? Be¬ 
finden sich die Hauptebenen an ein und demselben Ort? 
Antwort: Für von links her einfallende Strahlen gilt 

f “ 1 = fr 1 + f ? 1 -sf^fj 1 ; 

X = (1 -sfr')f; 
y = sf^f. 

61. Strahlengang an zwei Linsen. Zwei Linsen mit fj = + 20 cm 
und f 2 = + 30 cm werden 10 cm voneinander entfernt aufge¬ 
stellt. Ein 5 cm hoher Gegenstand befindet sich 30 cm vor 
der ersten Linse. Bestimmen Sie 

a) den Ort, 

b) die Orientierung, 

c) die Größe des Bildes. 

Zeichnen Sie den Strahlengang und bestimmen Sie so die Lage 
des Bildes. 

62. Lochkamera. Ein weit entfernter grüner Gegenstand soll mit 
einer Lochkamera abgebildet werden; der Abstand zwischen 
Loch und Film ist D. Wie groß muß der Durchmesser des Lochs 
ungefähr sein, damit ein Bild maximaler Schärfe erzeugt wird? 



10. Ergänzungen 


10.1. „Mikroskopische" Beispiele für schwach 
gekoppelte gleichartige Oszillatoren 

Es ist ratsam, zuerst den Abschnitt 1.5 über schwach 
gekoppelte gleichartige Pendel einschließlich des letzten 
Absatzes (Esoterische Beispiele) als Einführung zu lesen. 

Wir bringen nun einige Beispiele für schwach gekoppel¬ 
te Oszillatoren aus der Atom- und Elementarteilchen¬ 
physik. In beiden Fällen haben wir es mit „zwei gleichar¬ 
tigen, schwach gekoppelten Freiheitsgraden“ zu tun, so 
daß zwei „Eigenschwingungen“ mit den Frequenzen coi 
und co 2 auftreten. Wir behandeln hier jedoch keine makro¬ 
skopischen mechanischen Systeme. Folglich genügen auch 
die Newtonschen Bewegungsgesetze allein nicht. Zum 
Verständnis solcher „mikroskopischer“ Systeme braucht 
man die Quantenmechanik. Immerhin ist das mathemati¬ 
sche Verhalten mikroskopischer Systeme, wie wir sie hier 
beschreiben, ziemlich analog dem Verhalten zweier 
schwach gekoppelter Pendel. Die physikalische Interpre¬ 
tation ist jedoch grundverschieden. Bei den gekoppelten 
Pendeln ist das Quadrat der Amplitude eines Pendels pro¬ 
portional seiner Energie (kinetische Energie plus poten¬ 
tielle Energie). Die Energie „strömt“ sozusagen mit der 
Schwebungsfrequenz zwischen den beiden Pendeln hin 
und her. Bei einem quantenmechanischen System gibt 
das Quadrat der Amplitude eines bestimmten Freiheits¬ 
grades (eigentlich der Absolutbetrag des Amplituden¬ 
quadrats, da die Amplituden in der Quantenmechanik 
immer komplexe Größen sind) die Wahrscheinlichkeit 
dafür an, daß sich dieser Freiheitsgrad im „angeregten“ 
Zustand befindet (d.h. die gesamte Energie des Systems 
hat). Hier „strömt“ also diese Wahrscheinlichkeit mit der 
Schwebungsfrequenz rq - v 2 von einem Freiheitsgrad 
zum anderen. Die Energie selbst ist „quantisiert“; sie 
kann sich nicht aufteilen, um zu „strömen“. Bei zwei 
Pendeln ist deren Gesamtenergie konstant. Ähnlich ist 
bei makroskopischen Systemen die Gesamtwahrschein¬ 
lichkeit, daß entweder der eine oder der andere Freiheits¬ 
grad angeregt ist, konstant. (Diese Gesamtwahrscheinlich¬ 
keit ist gleich Eins, solange das System nichts von seiner 
Anregungsenergie verliert.) Die beiden folgenden Beispiele 
sind ziemlich berühmt; Sie werden ihnen beim Studium 
der Quantenmechanik wieder begegnen. 

Das Ammoniakmolekül. Das Ammoniakmolekül (NH 3 ) 
besteht aus einem Stickstoff- und drei Wasserstoffatomen 
(siehe Band 2). Die drei H-Atome bilden ein gleichseitiges 
Dreieck. Wir nennen die Ebene dieses Dreiecks die H 3 - 
Ebene. Wie die beiden Pendel a und b hat auch das N- 
Atom zwei mögliche Lagen, um die es schwingen kann. 

Die eine (Lage a) ist auf der einen Seite der H 3 -Ebene, die 
andere (Lage b) auf der anderen. Das N-Atom kann nicht 
leicht von a nach b bzw. umgekehrt gelangen, da sich 
zwischen a und b ein „Berg“ aus potentieller Energie, 
ein „Potentialwall“, befindet. In der klassischen Mechanik 


sind a und b stabile Gleichgewichtslagen, und ein an der 
Stelle a schwingendes N-Atom kann niemals nach b ge¬ 
langen. (Bei den Pendeln entspricht das dem Wegnehmen 
der Kopplungsfeder. Wenn dann das Pendel a schwingt 
und b in Ruhe ist, so bleibt dieser Zustand aufrecht, vor¬ 
ausgesetzt man vernachlässigt die Reibung.) Die Quanten¬ 
mechanik führt nun eine „Kopplung“ zwischen a und b 
ein und erlaubt ein „Durchdringen des Potentialwalls“ 
Angenommen, das Molekül beginnt seine Bewegung zur 
Zeit t = 0 in einem quantenmechanischen Zustand, für 
den das N-Atom sicher in a ist. Dann sind die Anfangs¬ 
wahrscheinlichkeiten durch |\// a | 2 = 1, |\//b | 2 = 0 gegeben; 
das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit ist Eins, daß das 
N-Atom in der Lage a schwingt, und die Wahrscheinlich¬ 
keit ist Null, daß das N-Atom in b ist. Es stellt sich aber 
heraus, daß dieser Zustand nicht erhalten bleibt. Durch 
Lösen der Schrödinger-Gleichung kann man sich nämlich 
überzeugen, daß die Wahrscheinlichkeiten, das N-Atom 
in a anzutreffen, also |i// a | 2 , bzw. es in b anzutreffen, 
also |i// b I 2 , mit dieser Anfangsbedingung durch 

l^al 2 [1 +cos(co! -co 2 )t], (10.1a) 

l^bl 2 =\ [1 cos(co i ~ co 2 )t] (10.1b) 

gegeben sind; dabei sind coi und co 2 die Eigenfrequenzen. 
Die Gin. (10.1) haben eine bemerkenswerte Ähnlichkeit 
mit den Beziehungen (1.99) im Abschnitt 1.5. Die Gesamt¬ 
wahrscheinlichkeit dafür, daß sich das N-Atom entweder 
am einen oder am anderen Ort befindet, ist natürlich 
gleich Eins, wie man durch Addition der Gin. (10.1) findet. 

Ähnlich, wie die gekoppelten Pendel, läßt sich auch 
ein Ammoniakmolekül „anstoßen“, so daß es die eine 
(oder die andere) Eigenschwingung ausführt. Es stellt sich 
heraus, daß das Molekül instabü ist, wenn es mit der hö¬ 
heren Eigenfrequenz (wir nennen sie Eigenschwingung 2; 
co 2 > cox) schwingt. Es emittiert dabei elektromagnetische 
Strahlung und geht von der Eigenschwingung 2 (dem 
„angeregten Zustand“) in die Eigenschwingung 1 (den 
„Grundzustand“) über. Diese Strahlung läßt sich nach- 
weisen. Ihre Frequenz, die Schwebungsfrequenz v 2 -v x , 
ist 

^Schwebung V 2 ~ % 2 • 10 10 Hz. 

Dies entspricht einer Wellenlänge (X = c/r> S chwebung) von 
ungefähr 1,5 cm, also dem typischen Radar- oder Mikro¬ 
wellenbereich. Wenn man nun Mikrowellen der Frequenz 
2 • 10 10 Hz durch Ammoniakgas schickt, so wird ein Teil 
der Mikrowellen-Photonen Übergänge vom Grundzustand 
(Eigenschwingung 1) in den angeregten Zustand (Eigen¬ 
schwingung 2) auslösen. Durch die Anregung der Mole¬ 
küle wird also Energie zwischen den Mikrowellen und 
dem Gas ausgetauscht. Ähnlich kann auch ein angeregtes 
Molekül in seinen Grundzustand „hinunterfallen“ und so 
ein Photon an den Mikrowellenstrahl abgeben. Auf diesem 
Energieaustausch zwischen Mikrowellen und Ammoniak¬ 
gas beruht das Prinzip der „Ammoniakuhr“ (Atomuhr). 
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Absorption von Energie aus einem Mikrowellenstrahl 
„zieht die Uhr auf‘. Die „Wahrscheinlichkeitsströmung“ 
vom Zustand a nach b und zurück im Rhythmus der 
Schwebungsfrequenz ist die „Hemmung“ der Uhr. Die 
Ammoniakuhr und ihre Abkömmlinge sind die genau¬ 
esten existierenden Mittel zur Zeitmessung. 

Die neutralen K-Mesonen. Ein weiteres, faszinierendes 
System, das sich analog zu schwach gekoppelten Pendeln 
verhält, sind die neutralen K-Mesonen, auch „Strange 
particles“ („merkwürdige Teilchen“) genannt. Sie sind in 
der Tat äußerst merkwürdig und auch noch nicht voll¬ 
ständig erforscht. Dieses System hat, ähnlich wie die 
zwei Pendel, zwei Freiheitsgrade, nämlich das K°-Meson 
und das K°-Meson. Diese sind gekoppelt, weil jedes von 
ihnen (unter anderem) mit zwei 7r-Mesonen in „schwache 
Wechselwirkung“ treten kann. Die 7r-Mesonen (oder kurz 
Pionen) sind das Analogon zur Feder. Daher existieren 
zwei Eigenschwingungen, die man das K? bzw. das K 2 - 
Meson nennt. Zum Unterschied von den vorher bespro¬ 
chenen Eigenschwingungen ist eine dieser Eigenschwin¬ 
gungen, die K?-Schwingung, stark gedämpft. Die andere 
ist schwach gedämpft. (Systeme mit Dämpfung werden 
in Kapitel 3 behandelt.) Beginnt das System zur Zeit 
t = 0 mit der Wahrscheinlichkeit Eins für den Zustand K?, 
so nimmt diese Wahrscheinlichkeit mit der Zeit exponen¬ 
tiell ab: e -t / Tl . Der K 2 -Zustand erfährt eine ähnliche (je¬ 
doch viel geringere) Dämpfung. Der der Dämpfung ent¬ 
sprechende „Verlust an Wahrscheinlichkeit“ ist das Ergeb¬ 
nis des radioaktiven Zerfalls der Zustände in andere Teil¬ 
chen. Der K?-Zustand zerfällt z.B. meistens in zwei 
Pionen; t x ist dabei die mittlere Zerfallszeit für K?. 

Würde das System zur Zeit t = 0 mit der Wahrschein¬ 
lichkeit Eins für den Zustand K° (hier Zustand a genannt) 
beginnen und wäre keine Dämpfung vorhanden, so wäre 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich das System zu einer 
späteren Zeit im selben Zustand (K°) befindet, durch 
Gl. (10.1a) gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, das System 
im Zustand b (K°) vorzufinden, wäre dann durch Gl. 
(10.1b) gegeben. Wegen der Dämpfung müssen diese Glei¬ 
chungen abgeändert werden: 

|i//(K°)| 2 =\ [e" t/r i + e _t/r 2 + 2e _(1/2)(t/Tl+t/T2) 

cos (coj - co 2 )t], (10.2a) 

lv£/(K°)| 2 [e _t/Tl +e _t/T2 - 2e~ (1/2)(t/ri+t/r2) 

cos(co! - co 2 )t]. (10.2b) 

Beachte, daß die Gin. (10.2) für Ti=t 2 =0 ° (keine Dämp¬ 
fung) identisch mit den Gin. (10.1) sind. 

Eine interessante Übung wäre, für die schwach gekop¬ 
pelten Pendel einen Dämpfungsmechanismus, der nur die 
Eigenschwingung 1 bzw. nur die Eigenschwingung 2 
dämpft, zu ersinnen. An die Stelle der Gin. (10.1) für die 
Energie in den Pendeln würden dann ähnliche Ausdrücke 
wie in den Gin. (10.2) treten. 


10.2. Dispersionsrelation für de Broglie-Wellen 


Eine de Broglie-Welle, die ein einzelnes Teilchen be¬ 
stimmter Energie beschreibt, hat die Form 

i//(z, t) = Af(z)e" la; ! (10.3) 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, das Teilchen in einem Inter¬ 
vall dz am Ort z anzutreffen, ist gleich |i//(z, t)| 2 dz und 
ist unabhängig von t. Ist die Energie des Teilchens konstant, 
so haben wir ein „homogenes Medium“ und f(z) ist eine 
sinusartige Funktion von kz: 

i//(z,t) = [Asinkz + B coskz]e" la;t . (10-4) 


Die Dispersionsrelation für ein Teilchen in einem Ge¬ 
biet konstanter potentieller Energie V erhält man, indem 
man W = hco und p = hk (Bohrsche Frequenzbedingungen 
und de Broglie-Beziehung) in den klassischen Ausdruck 
für die Energie einsetzt. Für nichtrelativistische Elektro¬ 
nen der Masse m, lautet die klassische Beziehung zwischen 
Energie W, Impuls p und Potential V 
^2 


W=^- + V, 
2m 


(10.5) 


woraus die Dispersionsrelation für die de Broglie-Wellen 
folgt: 

h 2 k 2 

hco=-^- + V. (10.6) 


Elektronen in einem Kasten. Als Beispiel nehmen wir 
an, das Elektron sei in einem von z = 0 bis z = / reichen¬ 
den eindimensionalen „Kasten“ eingesperrt. Im Kasten 
sei V = Vx (gleich einer Konstanten). Für z kleiner als 
Null oder größer alsj sei V(z) gleich +°°. Das Elektron ist 
also im Kasten „eingesperrt“. Würde sich dieses „gebun¬ 
dene Elektron“ wie ein klassisches Teilchen verhalten, so 
könnte es jede durch 

= w — v i (10.7) 

gegebene kinetische Energie annehmen. Ein wirkliches 
Elektron ist nun aber kein klassisches Teilchen. Die mög¬ 
lichen gebundenen Zustände eines wirklichen Elektrons 
in unserem „unendlichen Potentialtopf ‘ sind gerade die 
Eigenschwingungen der de Broglie-Wellen des Elektrons, 
d.h. sie sind stehende Wellen mit einer durch Gl. (10.6) 
verknüpften Frequenz und Wellenlänge. 


Stehende Wellen von der Form der schwingenden Saite. 

Welche Werte nehmen die Wellenzahlen k für die stehen¬ 
den Wellen an? Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron 
außerhalb des Intervalls 0 < z < / anzutreffen, ist Null. 
Somit ist |i//(z, t)| 2 außerhalb des Potentialtopfs gleich 
Null. Da aber i//(z, t) eine stetige Funktion von z ist, muß 
\jj bei z = 0 und z = / verschwinden. (Das sind dieselben 
Randbedingungen wie für eine bei z = 0 und z = / einge¬ 
spannte homogene Saite. Die stehenden de Broglie-Wellen 
treten daher in derselben Folge von Konfigurationen auf, 
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wie die Schwingungen einer idealen Saite.) Die Rand¬ 
bedingungen bei z = 0 erfordert also B = 0 in Gl. (10.4), 
woraus folgt 

\//(z, t) = e -lüjt A sinkz. (10.8) 

Die Bedingung am Rand z = / erfordert, daß sink/ ver¬ 
schwindet. Die möglichen stehenden Wellen sind also ge¬ 
geben durch: / gleich eine Halb weilenlänge, zwei Halb¬ 
wellenlängen, usw.: 

k x / = 7r, k 2 / = 27r, ..., k n / = n7r, ... • (10.9) 

Befindet sich das Elektron in einem einzigen Schwingungs¬ 
zustand, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, das Teilchen 


pro Längeneinheit (damit sich die Intervallänge dz er¬ 
übrigt) zur Zeit t am Ort z vorzufinden, gleich 

|\//(z, t)| 2 = |e" icJt A sinkzl 2 = |A| 2 sin 2 kz. (10.10) 
Diese Wahrscheinlichkeit ist von der Zeit unabhängig, 
man sagt „das Elektron befindet sich in einem stationären 
Zustand“. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich das 
Elektron irgendwo zwischen z = 0 und / befindet, ist 
gleich Eins. Daraus folgt die „Normierungsbedingung“ 
für |A| 2 : 

i i 

1 = J1 1 //1 2 dz = |A| 2 Jsin 2 kzdz =- |A| 2 /, (10.11) 

o o 



Büd 10.1 

In einem unendlich tiefen Potentialtopf 
gebundenes Elektron. 

a) Potentialverlauf V(z). Die horizontalen 
Linien Wi und W 2 bezeichnen die 
Energien des ersten und des zweiten 
Schwingungszustandes. (Grundzustand 
und erster angeregter Zustand.) Die 
kinetische Energie W n — Vj ist n 2 pro¬ 
portional, so daß (W 2 — Vi) = 4 (Wi Vi); 

b) räumlicher Verlauf der Wellenfunk¬ 
tion des Grundzustandes; 

c) räumlicher Verlauf der Wellenfunk¬ 
tion des ersten angeregten Zustandes. 
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die |A| festlegt. Wenn also 
A= IA|e ia ="|/y e 1 “, 


so ist 


i//(z,t) = y r ye' i(u;t - 0:) sinkz, (10.12) 

wobei a eine unbestimmte Phasenkonstante ist. 

Die Frequenzen der stehenden Wellen sind durch die 
Dispersionsrelation, Gl. (10.6), gegeben: 


hkl 

w n = w° + Wo 


Vj. 

h ‘ 


(10.13) 


Somit ist die Energie W des Elektrons gleich 

h 2 k„ h 2 (m/l) 2 

~ Vi + 


W "= V i + 2m 
für n = 1,2,3,... 


2m 


(10.14) 


Stehende Wellen mit anderen als den Saitenfrequen¬ 
zen. Obwohl die Form der stehenden Wellen dieselbe ist 
wie bei der schwingenden Saite, sind die Frequenzen 
keine „Obertöne“ der tiefsten Schwingungsfrequenz, wie 
das bei der schwingenden Saite der Fall ist. Der Grund 
dafür ist, daß die Dispersionsrelation für de Broglie-Wellen 
von der Dispersionsrelation für die Wellen der schwingen¬ 
den Saite sehr verschieden ist. 

Bild 10.1 zeigt die tiefste Eigenschwingung (den 
„Grundzustand“) und die zweite Eigenschwingung (den 
„ersten angeregten Zustand“). 


Inhomogenes Medium. Ist die Potentialfunktion V(z) 
keine von z unabhängige Konstante, so ist die Form der 
den Eigenschwingungen (d.h. Zustände mit bestimmten 
Schwingungsfrequenzen bzw. bestimmten Teilchenener¬ 
gien) entsprechenden stehenden de Broglie-Wellen keine 
Sinuskurve mehr. Es gibt also auch keine „Dispersions¬ 
relation“ für co als Funktion von k, weil die räumliche 
Abhängigkeit nicht mehr die von Gl. (10.4) ist, und es 
existiert keine einzige Wellenzahl, die der Frequenz co 
entsprechen würde. Statt dessen muß man, um f(z) zu 
erhalten, die Schrödingersche Wellengleichung lösen. Dies 
ist in gewisser Hinsicht analog dem in Abschnitt 2.3 be¬ 
handelten Fall der homogenen Saite. Dort haben wir ge¬ 
funden, daß die Eigenschwingungen nur bei homogenem 
Medium eine sinusförmige Raumabhängigkeit aufweisen. 
Die Raumabhängigkeit für die stehenden Wellen einer in¬ 
homogenen Saite erhält man durch Lösen der Differen¬ 
tialgleichung (2.59) (wir nehmen an, die Spannung 
T 0 (z) = T 0 = const, die Massendichte p 0 (z) sei nicht kon¬ 
stant). 


d 2 f(z) 

dz 2 


^ 2 Po(z) 

T 0 


f(z). 


Ähnlich läßt sich die räumliche Abhängigkeit der stehen¬ 
den de Broglie-Wellen für ein inhomogenes Potential V(z) 
aus der Schrödinger-Gleichung ermitteln; in diesem Fall 
lautet sie 

d d f = |r- [V(z) - h<x>] f 0)- (10.16) 


10.3. Eindringen eines „Teilchens" in ein „klas¬ 
sisch verbotenes" Raumgebiet 


Die Summe aus kinetischer und potentieller Energie 
eines klassischen Teilchens läßt sich (nichtrelativistisch) 
als 

W=^y + v (10.17) 

schreiben; dabei ist p 2 /2m die kinetische und V die poten¬ 
tielle Energie. Angenommen, V habe den Wert Vj zwi¬ 
schen z = 0 und z = / und den Wert V 2 (V 2 > ) von 

z = / bis + 00 und von z = 0 bis — °°. Weiter nehmen wir 
an, daß das klassische Teilchen in dem in Abschnitt 10.2 
beschriebenen Potentialtopf „gebunden“ sei. Dies ist der 
Fall, wenn die Energie W des Teilchens irgendwo zwischen 
Vi und V 2 liegt; wenn sich das Teilchen irgendwie im 
Bereich zwischen z = 0 und z = / befindet, so kann es die¬ 
sen nicht mehr verlassen. Es wird sich vielmehr mit dem 
Impuls p z = ±\/2m(W — Vj) zwischen den Wänden hin 
und her bewegen und dabei jedesmal das Vorzeichen von 
p z wechseln, wenn es von einer Wand abprallt. In die Ge¬ 
biete mit dem Potential V 2 kann es nicht eindringen, weil 
dort seine kinetische Energie negativ würde: 

|- = w-v = w —V 2 =-(V 2 -W), 

für W < V 2 . (10.18) 

Negative kinetische Energie hat natürlich bei einem klas¬ 
sischen Teilchen keinen Sinn. 


Reale Teilchen sind keine klassischen Teilchen. Sie be¬ 
sitzen sowohl Welleneigenschaften als auch „Teüchen“- 
Eigenschaften. Aus den de Broglie-Beziehungen p = hk 
und W = hco folgt die Dispersionsrelation 

hk 2 

co = co 0 (z) + , für co > co 0 (10.19) 

mit 


co 0 (z) = 


V( z ) 

h 


Analogie zu gekoppelten Pendeln. Diese Gleichung 
kann man mit der Dispersionsrelation für gekoppelte Pen¬ 
del (in der Kontinuumsnäherung, siehe Abschnitt 3.5) 
vergleichen: 

K 2 a 2 

co 2 = coq(z) + ~—k 2 , fürco 2 >coo, (10.20) 
mit 

«o(z) = y- 


(10.15) 


( 10 . 21 ) 
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Bild 10.2 

In einem endlich tiefen Potential¬ 
topf gebundenes Elektron. 

a) Potentialverlauf V (z). Die 
Horizontalen Linien Wj und W 2 
bezeichnen die Energien des Grund¬ 
zustandes und des ersten angeregten 
Zustandes; 

b) räumlicher Verlauf der Wellen¬ 
funktion des Grundzustandes; 

c) räumlicher Verlauf der Wellen¬ 
funktion des ersten angeregten 
Zustandes. 


Ist bei den gekoppelten Pendeln co kleiner als co 0 , so sind 
die Wellen nicht sinusförmig, sondern nehmen einen ex¬ 
ponentiellen Verlauf. Man spricht dann von einem reak¬ 
tiven Medium . Die Dispersionsrelation wird hierbei 

kV 


2 2 
CO = COq 


CO 2 < COq, 


worin k die Dämpfungskonstante und 5 = 1/k die Dämp¬ 
fungslänge ist. Ähnlich wird mit co<co 0 die Dispersions¬ 
relation für de Broglie-Wellen 

( \ ft * 2 

co = co 0 (z)- 2 ^, 


m 


( 10 . 22 ) 


CO < CO 0 . 


(10.23) 




10.5. Wellengleichungen für die de Broglie-Wellen 


321 


Somit ist in unserem Beispiel die kinetische Energie W — V 
gleich 


W- Vi = 


h 2 k? 

2m 


und 

W - V 2 = 


hV 2 

2m 


0 < z < / 


überall sonst. 


(10.24) 

(10.25) 


Hat das Teilchen also positive kinetische Energie, so sind 
die entsprechenden de Broglie-Wellen sinusförmig (wenn 
das Medium homogen ist) mit der Wellenzahl k l5 während 
sie bei negativer kinetischer Teilchenenergie exponentielle 
Wellen mit der Dämpfungskonstanten k 2 sind. Die Wellen¬ 
funktionen der möglichen Zustände eines Elektrons, das 
in einem solchen „endlichen Potentialtopf“ gebunden ist, 
sind der Form nach den in Abschnitt 3.5 beschriebenen 
„gebundenen Eigenschwingungen“ gekoppelter Pendel 
ziemlich ähnlich. So ist die Wellenfunktion f(z) des Grund¬ 
zustands im Bereich positiver kinetischer Energie (im 
Dispersionsbereich) sinusförmig und hat solche Wellen¬ 
zahlen, daß kl etwas kleiner als rr ist. Bei z = 0 und z = / 
schließt die sinusförmige Wellenfunktion stetig an die 
Exponentialfunktion an, die in unendlichem Abstand 
vom Dispersionsbereich auf Null abnimmt. (Die beiden 
niedrigsten stationären Zustände sind in Bild 10.2 darge¬ 
stellt.) 

Aus der Zeichnung sehen wir, daß die Wahrscheinlich¬ 
keit, das Teilchen im „klassisch verbotenen“ Gebiet vor¬ 
zufinden, nicht Null ist. Für z kleiner als Null ist die Wahr¬ 
scheinlichkeit proportional |exp[- k 2 (—z)]| 2 , für z größer 
als l ist sie proportional zu |exp[- k 2 (z — /)]I 2 . 

Zu beachten ist, daß k 2 nach Gl. (10.25) unendlich 
wird und die Dämpfungslänge 5 2 gegen Null geht, wenn 
V 2 gegen + 00 geht. Das ist genau der unter Punkt 2 der 
Ergänzungen behandelte Fall. Für ihn können wir sofort 
die Wellenzahlen und erlaubten Eigenschwingungen 
schreiben und erhalten dann die entsprechenden Energien 
aus der Dispersionsrelation. Beim vorliegenden Beispiel 
eines endlichen Potentialtopfes ist es etwas komplizierter, 
die zulässigen Werte von k (im Potentialtopf) und k (außer¬ 
halb des Potentialtopfes) aufzufinden. 


10.4. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit der 
de Broglie-Wellen 

Die Dispersionsrelation für ein nichtrelativistisches 
Elektron der Energie W in einem konstanten Potential¬ 
feld V lautet (siehe Abschnitt 10.2) 


co : 


hk 2 | V 
2m h 


Die Phasengeschwindigkeit ist 


'V(k) = 


CO 


_hk + _V 
2m + hk ‘ 


(10.26) 


(10.27) 


Die Geschwindigkeit eines klassischen Teilchens ist p/m, 
d.h. also hk/m. Somit wird aus Gl. (10.27) 

V (k) - i , (Teilchen) . p(T J chen) . (10.28) 

Dies ist eine recht merkwürdige Beziehung. Glücklicher¬ 
weise läßt sich v^(k) nicht direkt beobachten. Die Geschwin¬ 
digkeit eines quantenmechanischen Teüchens ist statt 
dessen die Geschwindigkeit eines „Wellenpakets“, das 
nicht bloß aus einem, sondern aus mehreren benachbar¬ 
ten Werten von k besteht. Die Ausbreitungsgeschwindig¬ 
keit eines Wellenpakets ist durch seine Gruppengeschwin¬ 
digkeit v g gegeben. Mit Hilfe von Gl. (10.26) finden wir 



(10.29) 


wobei der Index Null andeuten soll, daß die Ableitung 
für den Wert k in der Mitte des Bandes Ak, aus dem das 
Wellenpaket besteht, auszuwerten ist. Daraus sehen wir, 
daß v g = v(Teüchen), wenn die der Mitte des Pakets ent¬ 
sprechende Größe (hk)o als Teilchenimpuls angesehen 
wird. 

Für ein relativistisches freies Teilchen lautet die Be¬ 
ziehung zwischen Energie, Impuls und Ruhmasse m 

W 2 = (mc 2 ) 2 + (cp) 2 , (10.30) 

daraus folgt die Dispersionsrelation (mit W = hco und 
p = hk, was auch bei relativistischer Betrachtungsweise 
korrekt ist) 

h 2 co 2 = (mc 2 ) 2 + (hck) 2 . (10.31) 

Die Phasengeschwindigkeit v^ = co/k hat den Wert 
v^ = co/k = W/p; das ist gleich c 2 /v(Teüchen) und somit 
größer als c. Die Gruppengeschwindigkeit ist 

v(Teilchen) - (10 - 32) 

Die Beziehung zwischen Phasengeschwindigkeit, Gruppen¬ 
geschwindigkeit und Lichtgeschwindigkeit ist dieselbe wie 
die für Radiowellen in der Ionosphäre, nämlich v^v g = c 2 , 
was auf die Ähnlichkeit der Dispersionsrelationen zurück¬ 
zuführen ist. 


10.5. Wellengleichungen für die de Broglie-Wellen 

Eine harmonische de Broglie-Welle (d.h. ein stationä¬ 
rer Zustand) in einem Gebiet konstanten Potentials hat 
die Form 

\p(z, t) = e" iwt (Ae ikz + Be" ikz ). (10.33) 

Daraus folgt 
3\i/(z, t) 

-^^=-ico^(z,t); (10.34) 
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d 2 <Kz, t) 

9t 2 

a^(z,t) 

9z 


d 2 <Kz,t) 

dz 2 


-co 2 iMz,t); 

e _ia,t (ikAe ikz - ikBe‘ ikz ); 
- k 2 ip(z, t). 


(10.35) 

(10.36) 

(10.37) 


Für nichtrelativistische Teilchen lautet die Dispersions¬ 
relation (siehe Abschnitt 10.2) 


* h 2 k 2 

hco = —— + V. 
2m 


(10.38) 


Durch Multiplikation von Gl. (10.34) und ih und Verwen¬ 
dung der Gin. (10.37) und (10.38) erhalten wir 


3id\p(z, t) 
3t 


2m 


9 2 <Kz,t ) 

9z 2 


+ V\p(z, t). 


(10.39) 


Diese Gleichung wurde mit harmonischen Wellen für ein 
räumlich konstantes Potential abgeleitet; daraus folgt 
eine in kz sinusförmige Raumabhängigkeit. Es gibt keinen 
Grund zur Annahme, daß Gl. (10.39) auch dann gilt, wenn 
V = V(z), d.h. wenn V eine Funktion des Ortes ist. Man 
kann jedoch hoffen, daß dies der Fall ist, und genau das 
tat Schrödinger. Er dachte sich, daß die Beziehung (10.39) 
vielleicht sogar für ein zeitabhängiges V(z) gelten könnte. 
Mit V = V(z) nennt man dann Gl. (10.39) die Schrödinger¬ 
gleichung (genauer: Die eindimensionale , zeitabhängige 
Schrödingergleichung). Sie funktioniert tatsächlich in der 
Atomphysik. 

Wenn relativistische Effekte nicht vernachlässigbar 
sind, so kann man weder Gl. (10.38) noch Gl. (10.39) 
verwenden. Für freie relativistische Teilchen lautet die 
relativistische Dispersionsrelation 

h 2 co 2 = h 2 c 2 k 2 + (mc 2 ) 2 . (10.40) 

Durch Multiplikation von Gl. (10.40) mit -h -2 i//(z, t) 
und Verwendung der Gin. (10.35) und (10.37) erhalten 
wir 


d 2 *Kz,t) _ , 3 2 i//(z, t) 
3 t 2 C 3 z 2 


^♦(M). 00.41) 


Das ist die Klein-Gordon-Gleichung. Beachten Sie, daß 
man mit m = 0 die klassische Wellengleichung für Wellen 
der Geschwindigkeit c ohne Dispersion erhält. Dies ent¬ 
spricht der Tatsache, daß Photonen die Ruhmasse Null 
haben. 


und z = + 1/2. Das Elektron möge sich nun zufällig in 
einer Überlagerung von Grundzustand und erstem ange¬ 
regten Zustand befinden: 

i//(z,t) = Mz,t)+ \£/ 2 (z, t), (10.42) 

\pi(z, t) = Axe -1 ^ coskxz, k x l = 7r; (10.43) 

i// 2 (z, t) = A 2 e _ia; 2 t sink 2 z, k 2 / = 2n. (10.44) 

Dann ist die Wahrscheinlichkeit (pro Längeneinheit) 
dafür, daß sich das Elektron zur Zeit t an der Stelle z 
befindet, durch 

|i//(z, t)| 2 = lAxe -1 ^ cosk^ + A 2 e _lt ° 2t sink 2 z| 2 
= A 2 cos 2 kx z + Al sin 2 k 2 z 
+ 2Ax A 2 coskxZ sink 2 zcos(co 2 — cox)t 

(10.45) 

gegeben. Wir sehen, daß die Wahrscheinlichkeit ein Glied 
enthält, das mit der Schwebungsfrequenz zwischen den 
beiden de Broglie-Frequenzen und co 2 harmonisch 
oszilliert. Es ist weiter nicht schwierig, die folgenden Inte¬ 
grationen auszuführen und damit z, den räumlichen Mit¬ 
telwert von z, zu finden: 

1/2 

J |i//| 2 dz = (A 2 + Al)“, 

- 1/2 

1/2 

C 16 / 2 

z|i//| 2 dz = -—2 Ai A 2 cos(cj 2 - coi)t, 

- 1/2 

_ /z |i//| 2 dz 32/ A x A 2 

z * jü^t ‘ ^ ÄfTÄf 

z = (0,36/) V‘ A ?» coi— faj,)t. (10.46) 

Ax "t* A 2 

Warum die Strahlungsfrequenz gleich der Schwebungs¬ 
frequenz ist. Trägt das Elektron die Ladung Q = — e, 
so strahlt es mit derselben Frequenz, mit der es schwingt, 
elektromagnetische Wellen ab. Aus Gl. (10.46) sieht man, 
daß die mittlere (d.h. gemittelte) Lage der Ladung mit 
der Schwebungsfrequenz co 2 - coi oszilliert. Daher ist 
die Strahlungsfrequenz gleich der Schwebungsfrequenz 
zwischen den beiden am „Übergang“ beteiligten statio¬ 
nären Zuständen: 

<^rad =Cd 2 -Cdi. (10.47) 


10.6. Elektromagnetische Strahlung von einem 
eindimensionalen „Atom" 

Zunächst verweisen wir noch einmal auf Abschnitt 10.2. 
Wir nehmen an, die stationären Zustände eines in einem 
eindimensionalen Potentialtopf mit unendlich hohen 
„Seitenwänden“ gebundenen Elektrons seien bei z = - 1/2 


10.7. Zeitliche Kohärenz und optische 
Schwebungen 

Interferenz läßt sich zwischen Wellen verschiedener 
Frequenz erzeugen. Das gilt für optische ebenso wie für 
andere Erscheinungen. Angenommen, wir haben zwei 
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Lichtwellen 1 und 2, die die elektrischen Felder E x und 
E 2 erzeugen und beide längs der x-Richtung polarisiert 
sind. (Dann erübrigt sich die Vektorschreibweise.) Das 
Gesamtfeld bei festem z ist die Überlagerung von Ex und 
E 2 . In komplexer Schreibweise wird das Feld 

E c (t) = E 1 e i “i*e i ^ 1 + Eje^V* 2 . (10.48) 

Die Energiestromdichte läßt sich mit einem Sekundär- 
elektronen-Vervielfacher messen (der von diesem abgege¬ 
bene Strom ist proportional dem einfallenden Energie¬ 
strom). Sie ist proportional dem über eine Periode T der 
„schnellen“ Schwingungen bei der mittleren Frequenz 
genommenen Mittelwert von E 2 (t): 

<E 2 (T)> = |E c (t)| 2 

=4(E? + El + 2E 1 E 2 cos[(coi-co 2 )t + (ipi- 1 p 2 )]j. 

(10.49) 

Man kann also hoffen, am Sekundärelektronen-Verviel¬ 
facher einen Strom zu messen, der mit der relativ langsa¬ 
men Schwebungsfrequenz coi - co 2 variiert. Welche An¬ 
forderungen sind an die Bandweiten zu stellen? Wir er¬ 
innern uns, daß sich die Amplituden und die Phasenkon¬ 
stanten unserer einfachen Anschauung zufolge langsam 
und in nicht vorhersagbarer Weise ändern, wobei (z.B.) 

Vi während eines Kohärenzzeitintervalls (gleich dem Re¬ 
ziprokwert der Bandbreite der Schwingung 1) 

ti(koh) ^(APi)' 1 (10.50) 

t 2 (koh)~(A I ' 2 r 1 (10.51) 

zufällig um einen Betrag von der Größenordnung 2ir wan¬ 
dert (sich verschiebt). Sollen Schwebungen zu beobach¬ 
ten sein, so müssen natürlich die Phasen der einzelnen 
Komponenten während einer Schwebungsperiode wenig¬ 
stens ungefähr konstant bleiben. Um also eine Schwebung 
beobachten zu können, müssen wir verlangen, daß beide 
Kohärenzzeiten lang gegen eine Schwebungsperiode sind, 
d.h. daß beide Bandbreiten klein gegen die Schwebungs¬ 
frequenz sind: 

Av x < \vi - v 2 1 (für beobachtbare 

Av 2 < \vi - v 2 1 Schwebungen) (10.52) 

Außerdem muß man aber auch noch Talent haben, um 
Stromschwankungen von der Schwebungsfrequenz am 
Sekundärelektronen-Vervielfacher zu entdecken. Man 
muß sich dazu schon etwas einfallen lassen. Das Experi¬ 
ment wurde tatsächlich ausgeführt, und es kann sich 
sehen lassen. 1 ) 


1 ) A. T. Forrester , R. A. Gudmundsen und P. O. Johnson , 
„Photoelectric Mixing of Incoherent Light“, Phys. Rev., 99, 
169 (1955). 


10.8. Warum ist der Himmel hell? 

Bei der Behandlung der Farbabhängigkeit der Streuung 
des Lichts an einzelnen Luftmolekülen (Abschnitt 7.5) 
hatten wir herausgefunden, warum der Himmel blau ist. 
Doch nun ein Einwand, der zu beweisen scheint, daß der 
Himmel eigentlich unsichtbar sein sollte: Wir betrachten 
irgendeine monochromatische Komponente des Sonnen¬ 
lichts. Das elektrische Feld stößt ein bestimmtes Luft¬ 
molekül an. Jedes schwingende Elektron dieses Luftmole¬ 
küls strahlt Wellen nach allen Richtungen ab, einige davon 
werden das Auge eines bestimmten Beobachters erreichen. 
Für ein gegebenes Molekül (wir nennen es Nr. 1) gibt es 
aber sicher ein anderes (Nr. 2), das gerade eine halbe Wel¬ 
lenlänge weiter vom Beobachter entfernt ist. Werden 
beide Moleküle mit derselben Amplitude und derselben 
Phasenkonstanten angestoßen, so sollten sich ihre Wellen 
überlagern und am Ort des Beobachters Null ergeben. Für 
Streuung in der Nähe von 90° lassen sich diese Bedingun¬ 
gen für Phase und Amplitude offensichtlich erfüllen, vor¬ 
ausgesetzt die Zahl der Luftmoleküle pro Volumeneinheit 
ist groß genug, so daß es für jedes Molekül „Nr. 1“ fast 
immer ein Molekül „Nr. 2“ gibt. (Für Streuung in der Nähe 
von 0° werden Moleküle, die vom Beobachter eine halbe 
Wellenlänge weiter entfernt sind, eine halbe Periode früher 
angeregt. Sie tragen daher zur Auslöschung nichts bei.) 
Unter Normalbedingungen ist die Teilchendichte in Luft 
ungefähr 3 • 10 19 Moleküle pro cm 3 . Ein Würfel der Kan¬ 
tenlänge 5 • 10~ 5 cm (Wellenlänge des blauen Lichts) ent¬ 
hält somit ca. 4 • 10 6 Moleküle oder ungefähr 100 Mole¬ 
küle längs jeder Kante. Das scheint mehr als genug zu 
sein, um fast vollständige Auslöschung durch Interferenz 
zu geben, sogar dann noch, wenn man den exponentiellen 
Abfall der Luftdichte mit steigender Entfernung von der 
Erdoberfläche berücksichtigt. Wir kommen also zu der 
Vorhersage, daß der Teü des Himmels, der einer Streuung 
um ca. 90° entspricht, eher „schwarz“ als hellblau sein 
müßte! 

Diese Vorhersage steht offenbar in krassem Widerspruch 
zur Erfahrung. Die beobachtete Intensität ist vielmehr 
nahezu diejenige, die aufgrund einer Streuung an einzel¬ 
nen Luftmolekülen zu erwarten wäre, wenn man die Teü- 
chendichte in Betracht zieht und die von den einzelnen, 
unabhängigen Molekülen beigesteuerten Intensitäten auf¬ 
summiert. Aus irgendeinem Grund tritt die vorausgesagte 
Auslöschung durch Interferenz nicht ein. Aber warum 
nicht? 

Hier noch eine andere ähnliche Tatsache: Nehmen wir 
Glas oder reines Wasser statt Luft, so tritt die vorherge¬ 
sagte Auslöschung durch Interferenz für Streuung um 90° 
tatsächlich auf. Aus diesem Grunde dringt auch der Strahl 
einer Taschenlampe mit vernachlässigbarem Verlust an 
Intensität (außer der Zerstreuung des Strahls durch 
Beugung) durch reines Wasser. Die Luftmenge über der 
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Erdoberfläche ist gewichtsmäßig und annähernd auch 
nach der Zahl der Moleküle einer ca. 10 m hohen Wasser¬ 
menge äquivalent. Dennoch ist die von einem Taschen¬ 
lampenstrahl beim Durchgang durch 10 m reines Wasser 
um 90° gestreute Lichtmenge sehr klein im Vergleich zur 
Streuung des Sonnenlichts beim Durchgang durch die 
Atmosphäre. Bei Wasser addiert man die Amplitude für 
Streuung um 90° und erhält die erwartete Auslöschung 
durch Interferenz. Bei Luft scheinen sich die Intensitäten 
zu addieren. Warum? 

Die Antwort liegt in der Gleichmäßigkeit der Abstände 
zwischen den Wassermolekülen im Vergleich zu den Ab¬ 
ständen zwischen den Luftmolekülen. (Das hat mit dem 
Unterschied zwischen Luft- und Wassermolekülen nichts 
zu tun: Wasserdampf verhält sich wie gasförmige Luft; 
flüssige Luft verhält sich wie flüssiges Wasser.) Die Wasser¬ 
moleküle stehen miteinander „in Berührung“, die Abstän¬ 
de zwischen ihnen sind überaus gleichmäßig. Es gibt ga¬ 
rantiert immer ein Molekül „Nr. 2“, das den Beitrag des 
gegebenen Moleküls „Nr. 1“ auslöscht (bei der Überlage¬ 
rung ihrer Strahlungsfelder am Ort des Beobachters). 

Bei Luft existiert nur im Mittel ein Molekül „Nr. 2“ für 
jedes Molekül „Nr. 1“, es ist also manchmal eines da, 
manchmal aber auch nicht. Die Schwankungen (der Gleich¬ 
mäßigkeit der Anzahl der Luftmoleküle pro Volumen¬ 
einheit) zerstören die Kohärenz. Die „erwartete“ Aus¬ 
löschung der Amplituden für 90°-Streuung tritt nicht ein. 
Statt dessen ist die Gesamtintensität gleich der Summe 
fax Einzelintensitäten der beteüigten Quellen (wie dies 
bei inkohärenten Quellen immer der Fall ist). 

Im folgenden bringen wir eine einfache Ableitung: 

Wir betrachten einen winzig kleinen Raumbereich, den 
wir Bereich 1 nennen. Dann wählen wir irgendeinen an¬ 
deren Bereich (Nr. 2) derselben Größe, der denselben Ab¬ 
stand von der Sonne hat, aber vom Beobachter eine halbe 
Wellenlänge weiter entfernt ist. (Wir betrachten nur eine 
monochromatische Komponente des Sonnenlichts.) Jeder 
dieser beiden Bereiche soll sehr klein im Vergleich zu 
einer Wellenlänge sein. Dann werden alle Moleküle im 
Bereich 1 phasengleich angestoßen. Jedes trägt am Ort 
des Beobachters ein Feld Ej bei. Sind im Bereich 1 zu 
einer gegebenen Zeit n! Moleküle vorhanden, so ist das 
von diesen Molekülen beim Beobachter erzeugte Feld 
gleich n! Ej. In gleicher Weise ist das aus dem Bereich 2 
stammende Feld n 2 E 2 . Das gesamte, von diesen beiden 
Bereichen stammende Feld ist die Überlagerung 
E = n! Ej + n 2 E 2 . Da aber die beiden Bereiche jeweüs 
phasengleich angestoßen werden und in der Richtung 
zum Beobachter eine halbe Wellenlänge voneinander ent¬ 
fernt sind, ist E 2 gleich -E x . Somit ist zu dem gegebenen 
Zeitpunkt 


Das Feld Ej ist das von einem angestoßenen Luftmolekül 
ausgestrahlte Feld. Es läßt sich auch schreiben als (wir 
gehen von der Vektorschreibweise ab, da uns die Polarisa¬ 
tion nicht interessiert) 

E! = A! cos(cot + \p). (10.54) 

Daher ist das von den beiden Bereichen 1 und 2 stammen¬ 
de Feld gleich 

E = A cos (cot + </>), (10.55) 

wobei 

A = (n! - n 2 )Ai. (10.56) 

Wie groß ist nun der durchschnittliche oder der „zu er¬ 
wartende“ Wert der Amplitude A? Manchmal ist n! 
größer als n 2 und manchmal kleiner. Im Mittel werden 
n! und n 2 gleich sein. Daher wird A im Mittel verschwin¬ 
den. Würden n! und n 2 ihre durchschnittlichen Werte un¬ 
veränderlich beibehalten, so wäre E dauernd Null und wir 
hätten keinerlei Streuung bei 90°. Wie wir jedoch sehen 
werden, ist dies nicht der Fall. 

Die Intensität der gestreuten Strahlung ist proportional 
dem Quadrat des abgestrahlten elektrischen Feldes. Wir 
bilden den Mittelwert über eine Schwingungsperiode. 

(Eine Periode dauert ungefähr 10“ 15 s; während dieser 
kurzen Zeitspanne ändern sich n! und n 2 nicht.) Die 
Streuintensität ist dann proportional dem Quadrat der 
Amplitude A. Abgesehen von hier uninteressanten Kon¬ 
stanten gilt also 

Intensität = A 2 = (n! - n 2 ) 2 A \. (10.57) 

Nun betrachten wir den Einfluß der Schwankungen 
von n! - n 2 . Mitteln wir über ein genügend langes Zeit¬ 
intervall, so daß unsere Bereiche 1 und 2 Zeit haben, die 
sich ständig ändernde Teüchendichte „auszuprobieren“, 
so sehen wir, daß die über die Zeit gemittelte Intensität 
aus den beiden Bereichen gerade gleich dqm Mittel von 
(n! - n 2 ) 2 mal der Intensität ist, die wir von einem ein¬ 
zelnen, im Bereich 1 verbleibenden Molekül erhalten wür¬ 
den. Bezeichnen wir das zeitliche Mittel der Intensität 
aus den beiden Bereichen mit I, so ist 

I = (n, — n 2 ) 2 Ii, (10.58) 

dabei ist l x die Intensität eines einzelnen Moleküls (das 
im Bereich 1 verbleibt); der Querstrich soll die Mittelung 
über die Zeit andeuten. Der Mittelwert rii von n! ist nun 
gleich dem Mittelwert n 2 von n 2 . Daher ist 

(nj-nj) 2 =t(n 1 -n 1 )-(n 2 -n 2 )] 2 
= (n 1 -n 1 ) 2 +(n 2 -n 2 ) 2 

- 2(n,-n!Xn 2 -n 2 ). (10.59) 

Durch Mittelung finden wir 

( n i — n 2 ) 2 =(n 1 -n 1 ) 2 +(n 2 -n 2 ) 2 

- 2(n, -üi)(n 2 - n 2 ). 


£ = 11 ^,+ n 2 E 2 = (n x -n 2 )E x . 


(10.53) 


(10.60) 
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Bis hierher gelten alle unsere Ausführungen für Luft und 
für Wasser. Doch nun kommen wir zum entscheidenden 
Unterschied. Bei Luft sind die beiden Bereiche 1 und 2 
vollkommen unabhängig voneinander. Das bedeutet, daß 
die Schwankungen von n x (zu einem gegebenen Zeitpunkt) 
unabhängig von den Schwankungen von n 2 sind, weil die 
Moleküle im Bereich 1 diejenigen im Bereich 2 nicht direkt 
beeinflussen. (Bei Wasser ist die Sache anders. Hier be¬ 
rühren sich alle Moleküle. Will man ein Molekül auf einer 
Seite in den Bereich 1 hineinschieben, so muß erst Platz 
geschaffen und ein Molekül auf der anderen Seite entfernt 
werden. Dabei werden sogar Moleküle durch den Bereich 2 
durchgeschoben.) Daher ist für Luft der Mittelwert des 
Produkts von (n x - n x ) und (n 2 - n 2 ) gleich dem Produkt 
der beiden unabhängigen Mittelwerte: 


Wären n x und n 2 immer genau gleich, so hätten wir „voll¬ 
kommen starres und homogenes Wasser“, was die Inten¬ 
sität Null ergeben würde. 

In einem ebenso einfachen wie genialen Experiment 
hat 7?. W. Wood gezeigt, daß die Intensität des an Luft 
um 90° gestreuten Lichts proportional der Anzahl der 
beteiligten Moleküle ist, wie dies von Gl. (10.64) vorher¬ 
gesagt wird. Dieses Experiment läßt sich leicht durch¬ 
fuhren. Der Leser sei hier z.B. auf die Beschreibung in 
M. Minnaert, Light and Colour , §§172 und 174 (Dover 
Publications, Inc., New York, 1954) verwiesen. 

10.9. Elektromagnetische Wellen in materiellen 
Medien 


( n i - ni)(n 2 - n 2 ) = (n x - n x ) • (n 2 - n 2 ) = 

= (hi - hi) • (h 2 -n 2 ) = 0. (10.61) 

(Der entscheidende Schritt war die Erkenntnis, daß bei 
Luft die Schwankung von n x unabhängig von der Schwan¬ 
kung von n 2 ist.) Als nächstes werten wir die mittleren 
Schwankungsquadrate von n x und n 2 um ihre Mittelwerte 
aus. Bei Luft ist „genug Platz“ im Bereich 1 (oder Be¬ 
reich 2), die Moleküle sind nicht zusammengepfercht. 
Sollte in irgendeinem Augenblick ein Überschuß an Mole¬ 
külen im Bereich 1 herrschen, so hat das keinen Einfluß 
darauf, ob noch ein Molekül hinein kann oder nicht. Da¬ 
bei stellt sich heraus (wie Sie in Band 5 sehen werden), 
daß für die Anzahl der Moleküle im Bereich 1 (oder 2) 
eine Wahrscheinlichkeitsverteüungsfunktion (die soge¬ 
nannte „Poisson-Verteilung“) gilt, für die das mittlere 
Abweichungsquadrat von n x von seinem Mittelwert gleich 
dem Mittelwert selbst ist: 

(n x - hi) 2 =hi, (n 2 -n 2 ) 2 =n 2 . (10.62) 

Diese Beziehung gilt für die Luftmoleküle. Sie güt jedoch 
nicht für die Wassermoleküle, weü hier schon ein kleiner 
Überschuß das Eindringen eines weiteren Moleküls stark 
behindert. Statt dessen ist für Wasser 

(n x - hi) 2 «*hi, (n 2 -n 2 ) 2 <n 2 . (10.63) 

Das zeitliche Mittel der Intensität aus den beiden Berei¬ 
chen ist somit für Luft 

I ^nt-nQ 2 !! _ 

= (n! -ni) 2 l! + (n 2 -n 2 ) 2 I, +0 

= hili +n 2 Ii 

= hili + n 2 I 2 . (10.64) 

Diese Intensität ist gerade die Summe der von den Luft¬ 
molekülen aus Bereich 1 und Bereich 2 stammenden In¬ 
tensitäten. Für Wasser gilt statt dessen 

I = (n! -n 2 ) 2 I, «njlj +n 2 I 2 . (10.65) 


Unsere Darlegung wird hier allgemeiner sein als im 
Haupttext. Wir werden weder die Besprechung des Ab¬ 
sorptionsteils der Dielektrizitätskonstanten noch die Ver¬ 
wendung komplexer Zahlen vermeiden. 

Die Maxwellschen Gleichungen. Wir beginnen damit, 
daß wir die Maxwellschen Gleichungen in ihrer allgemein¬ 
sten Form wiedergeben (in elektrostatischen Einheiten): 


V • B = 0 

V * E = 47rp ges = 47rp f re i - 4 tt V • P 

V7VR-47T, + iül . 

vX B - c Jges+ c 9t c -»frei 


vx E = - 


1 dB 
c dt ' 


( 10 . 66 ) 

(10.67) 


( 10 . 68 ) 

(10.69) 


(Zu Gl. (10.66) siehe Band 2, Gl. (10.1); zu Gl. (10.67) 
siehe Band 2, Gl. (9.57); zu Gl. (10.68) siehe Band 2, 

Gl. (9.79) für M gleich Null bzw. Gl. (10.50) für dP/dt 
und dE/dt gleich Null; zu Gl. (10.69) siehe Band 2, 

Gl. (10.30).) 

Anders geschrieben lauten die Gin. (10.66) bis (10.69) 
wie folgt: 

V • B = 0 (10.70) 

V-{E + 4ttP| =47rp frei (10.71) 

VX{B —4ttM} =^{E + 4rrP)+yJ frei (10.72) 

VXE = —(10.73) 

Die Summe E + 47rP bezeichnet man als D, die Kombi¬ 
nation B — 47 tM als H: 


E + 4ttP = D, B-4ttM = H. (10.74) 

Wir werden die Symbole D und H jedoch vermeiden. 

Lineares isotropes Medium. Die Kraft auf eine Punkt¬ 
ladung Q an einem gegebenen Punkt x, y, z zur Zeit t ist 

F = QE + Q(v/c) X B, (10.75) 
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wobei E und B die momentanen lokalen Felder sind. Bei 
der Behandlung „kontinuierlicher“ Medien benutzen wir 
die über ein kleines Volumenelement gemittelte, mittlere 
Kraft pro Ladungseinheit, um die räumlichen Mittelwerte 
von E und B zu definieren. Wir nehmen an, daß diese Fel¬ 
der auf eine „mittlere“ Ladung wirken, deren Ladung 
und Geschwindigkeit die Mittelwerte über das Volumen¬ 
element sind und der Ladungs- und Stromdichte in dem 
Volumenelement entsprechen. 

Die auf die Ladungen und Ströme im Medium wirken¬ 
den Kräfte rühren von den Feldern E und B im Medium 
her. Diese Kräfte ändern die Ladungs- und Stromvertei¬ 
lung und liefern einen Beitrag zu P und M. Das Medium 
heißt isotrop , wenn die Polarisation P längs +E und die 
Magnetisierung M längs +B gerichtet ist. Das bedeutet also 
auch, daß P verschwindet, wenn E Null ist, und daß M 
verschwindet, wenn B Null ist. Es bedeutet aber auch, 
daß (z.B.) P x nur von E x , nicht jedoch von E y oder E z 
abhängt. (Wirkt bei manchen Kristallen eine Kraft pro¬ 
portional zu E auf die Atomelektronen ein, so ist deren 
Verschiebung - die Quelle von P - nicht längs E gerich¬ 
tet, da die Zwangskräfte im Kristall derart wirken, daß 
die Elektronen in bestimmten Richtungen leichter zu be¬ 
wegen sind als in anderen.) So haben wir für ein isotropes 
Medium z.B. 

P x = XE X + <*E X + 0E X + ... . (10.76) 

Für genügend schwache Felder können quadratische und 
höhere Glieder in Gl. (10.76) vernachlässigt werden. Dies 
ist bei den üblichen elektromagnetischen Feldstärken in 
gewöhnlicher Materie der Fall. (Bei genügend starken Fel¬ 
dern, wie sie mit einem Rubinlaser im Impulsbetrieb her¬ 
gestellt werden können, können die nichtlinearen Anteüe 
von P nachgewiesen und untersucht werden.) Ein Medium 
heißt linear , wenn man die Terme aE x und j3E x usw. in 
Gl. (10.76) vernachlässigen kann. Wir finden also, daß 
„lineares Verhalten“ nicht nur eine Eigenschaft des Me¬ 
diums, sondern auch der Intensität der vorhandenen Fel¬ 
der ist. 

Die Definitionen von x, Xm« € und M fr r statische 
Felder. Für zeitunabhängige Felder ist die elektrische 
Suszeptibilität x und die magnetische Suszeptibilität x m 
eines linearen isotropen Mediums definiert durch 

P x (x, y, z) = x(x, y, z)E x (x, y, z) (10.77) 

Xm 

M x (x,y,z)= — B x (x, y, z). (10.78) 

Die Dielektrizitätskonstante e und die magnetische Per- 
meabüität p sind definiert durch 

E x +47rP x = eE x (10.79) 

Bx-4ttM x = -B x . (10.80) 


Durch Kombination dieser Definitionsgleichung finden 
wir 

l+47rx = e (10.81) 

1_4 V = £- ( 10 - 82 > 

(Zu Gl. (10.79) siehe Band 2, Gl. (9.38). Zur Ableitung 
von Gl. (10.80) siehe Band 2, Gl. (10.55) für die Gleichung 
M = x m H und Gl. (10.52) für die Definition H = B- 47 tM. 
Die weitere Definition H = B//z ergibt Gl. (10.80).) 

Die Suszeptibilitäten für zeitabhängige Felder. Wir 
wollen nun diese linearen Beziehungen so erweitern, daß 
sie auch für zeitabhängige Felder in einem linearen iso¬ 
tropen Medium gelten. Wir könnten uns der Hoffnung 
hingeben, daß wir nach Messung beispielsweise von x 
für statische elektrische Felder die Gl. (10.77) einfach so 
zu verallgemeinern brauchen, daß wir P x (x, y, z, t) = 
xE x (x, y, z, t) schreiben, wobei x der aus den statischen 
Messungen ermittelte Wert ist. Wie wir jedoch sehen 
werden, erfüllt sich diese Hoffnung nicht. Im allgemeinen 
müssen die Felder einer Fourier-Analyse unterworfen und 
in die einzelnen Frequenzkomponenten aufgespalten 
werden. Elektrische und magnetische Suszeptibilität hän¬ 
gen von der Frequenz ab. Folglich gibt es auch kein 
„Gesamt“-x, das als Summe der Beiträge zu P von den 
verschiedenen Frequenzen zusammengesetzt werden 
könnte. 

Nun da wir gefunden haben, daß die Suszeptibilitäten 
von der Frequenz abhängen, könnten wir erwarten, daß 
sich Gl. (10.77) auf die Form 

Px(x, y, z, wt) = x(x, y, z, w) E x (x, y, z, cot) (10.83) 

verallgemeinern läßt, wobei ein ähnlicher Ausdruck für 
M x anzusetzen wäre. Wir würden jedoch finden, daß 
Gl. (10.83) eine zu große Vereinfachung darstellt, da sie 
die Aussage beinhaltet, P x sei in jedem Augenblick pro¬ 
portional zu E x , d.h. P x sei in Phase mit E x (abgesehen 
von einem möglichen Minuszeichen). Allgemeiner müssen 
wir die Möglichkeit mit einbeziehen, daß P x auch eine 
Komponente mit +90°-Phasenverschiebung zu E x hat. 

Wir werden finden, daß derjenige Teil von P x , der mit E x 
in Phase ist, keine Absorption elektromagnetischer Ener¬ 
gie durch das Medium hervorruft. Daher werden wir den 
phasengleichen Anteil von P x als „elastischen“ oder 
„dispergierenden“ Anteil bezeichnen. Der zu E x um 90° 
phasenverschobene Anteil von P x verursacht Absorption 
von Energie und wird daher „absorbierender“ Anteil von 
P x genannt. P x (x, y, z, cot) läßt sich als Summe eines ela¬ 
stischen und eines absorbierenden Teüs schreiben. Für 
ein lineares isotropes Medium ist der elastische Anteü 
proportional zu E x (x, y, z, cot); die Proportionalitäts¬ 
konstante ist Xei(x, y, z, co). Der absorbierende Teil ist 
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proportional zu E x (x, y, z, cot - \ 7r) mit der Proportiona¬ 
litätskonstanten Xab ( x > Y> z » w): 

P x (x, y, z, cot) = Xei(x, y, Z, co)E x (x, y, z, cot) 

+ Xab(x,y,z,co)E x (x,y,z,cot- (10.84) 


Schwingungsenergie von m mit der Frequenz co enthalten, 
sondern sie findet sich in Form von Translations- und 
Rotationsenergie der Atome und als „statistisch verteilte“ 
Schwingungen in anderen Frequenzen wieder, man nennt 
sie Wärme. 


Wir betrachten einen festen Ort, damit wir x, y, z nicht 
mehr mitzuschleppen brauchen. An diesem Ort sei 

E x (cot) = E 0 cos (cot — <p). (10.85) 

Dann folgt aus Gl. (10.84) 

PxM) = XeiE x (cot) + XabE x (cot- \lt), (10.86) 

d.h. 

Px(«t) = XelEo COS (cot -ip) + XabEo sin(oot - <p). 

(10.87) 

Ein einfaches Modell für ein lineares isotropes Medium. 
Wir nehmen an, daß Medium enthalte in einer kleinen 
Umgebung eines gegebenen festen Punktes N neutrale 
„Atome“ pro Volumeneinheit. Jedes Atom bestehe aus 
einem Teilchen (einem „Elektron“) der Masse m und 
Ladung Q (Q sei algebraisch, d.h. in Bezug auf das Vor¬ 
zeichen beliebig), das mit einer Feder der Federkonstan¬ 
te mo an einen viel schwereren „Kern“ mit gleich großer, 
aber entgegengesetzter Ladung gebunden sei. (Wir schlie¬ 
ßen auch den Fall co 0 = 0 ein. Dann haben wir ein neu¬ 
trales „Plasma“.) Wir vernachlässigen die verhältnismäßig 
kleine Bewegung des Kerns und somit auch seinen Bei¬ 
trag zu P. Das Atom soll kein magnetisches Moment be¬ 
sitzen und es sollen auch keine magnetischen Momente 
durch irgendwelche Magnetfelder induziert werden. Dann 
ist die Magnetisierung Null. Wir vernachlässigen die 
Schwankungen und Unregelmäßigkeiten der Bewegung 
der einzelnen Teilchen und nehmen an, daß sich jedes 
Teilchen wie ein fiktives „Durchschnittsteilchen“ verhält. 
Auf das Teilchen m wirken die Feder, das elektrische 
Feld E x (cot) an seinem jeweiligen Ort und eine „Dämp¬ 
fungskraft“, die den Energieverlust des Teilchens an seine 
Nachbarn durch Stöße (oder durch Strahlung) darstellt. 
Wir vernachlässigen die auf das Teilchen m wirkende 
Kraft Q(v/c) X B gegenüber der Kraft QE, da wir anneh¬ 
men, daß keine statischen Magnetfelder vorhanden sind 
und v/c immer sehr klein ist. (Das trifft sogar für die star¬ 
ken, von einem Rubinlaser im Impulsbetrieb erzeugten 
elektrischen Felder zu.) Daher gilt für die x-Komponente 
der Bewegung von Q 

mx = - ma>oX — mTx + QE X , (10.88) 

mit 

E x (cot) = E 0 cos (cot — <p). (10.89) 

Die Dämpfungskraft — mTx beschreibt die Energie¬ 
übertragung von der schwingenden Ladung auf das Me¬ 
dium. Diese Energie ist nicht mehr in den Komponenten 
des elektrischen Feldes der Frequenz co oder in der 


In Gl. (10.89) gehen wir davon aus, daß die Amplitude 
E 0 und die Phasenkonstante nur von der Gleichgewichts¬ 
lage der Ladung Q, nicht aber von deren momentaner 
Verschiebung (Auslenkung) aus dieser Gleichgewichtslage 
x(t) abhängt. Wir nehmen daher an, die Schwingungs¬ 
amplitude von Q sei klein im Vergleich zur Wellenlänge 
der elektromagnetischen Wellen, die die Raum- und Zeit¬ 
abhängigkeit von E x angeben. Andernfalls müßten wir 
in E 0 und eine x-Abhängigkeit berücksichtigen. 


Das in Gl. (10.88) auftretende „lokale Feld“ E x soll 
für die Bewegung unseres „Durchschnittsteilchens“ der 
Ladung Q dasselbe sein wie das über den Raum gemittelte 
Feld E x in Gl. (10.86). Das trifft für Gase und bestimmte 
Kristalle fast zu. (In vielen Kristallen wird das auf eine 
gegebene Ladung wirkende Feld von einem Nachbarn der 
näheren Umgebung bestimmt. Im allgemeinen ist das 
mittlere lokale Feld nicht dasselbe, wie das über den 
Raum gemittelte Feld.) 


Laut Abschnitt 3.2 hat die stationäre Lösung der 
Gl. (10.88) die Form 

x(t) = A e i cos (cot -</?) + A ab sin (cot — <p), 


dabei ist A e i cos (cot — <p) der elastische Anteil der Ver¬ 
schiebung x, d.h. der mit der treibenden Kraft phasen¬ 
gleiche Anteil, und A ab sin (cot — <p) ist der absorbierende 
Anteil der Verschiebung, d.h. der Anteü, der gegenüber 
der treibenden Kraft eine Phasenverschiebung von 90° 
aufweist. Die elastische und die absorbierende Amplitude 
sind gegeben durch 


QEp (cQq co 2 ) _ 

m (cog -CO 2 ) 2 +r 2 co 2 


(10.90) 


A a b “ 


QEp 

m 


fco 


(cog - CO 2 ) 2 +r 2 co 2 


(10.91) 


Die Polarisation P x ist gleich der Teilchendichte n 
multipliziert mit dem Dipolmoment Qx, das einer Ver¬ 
schiebung x der Ladung Q aus ihrem Gleichgewicht ent¬ 
spricht. Somit ist 

P x (t) = nQx(t), (10.92) 

d.h. 


P x (t) = nQA e i cos (cot -</?) + nQA ab sin (cot - <p), 

(10.93) 

bzw. 


PxM) = 


nQAei 

E 0 


ExM) 


+ 


nQA ab 

E 0 


E x (cot 2 7r) . 

(10.94) 
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Durch Vergleich der Gl. (10.94) mit Gl. (10.86) finden 
wir 


nQA el 

nQ 2 

(c4 - CO 2 ) 

(10.95) 

Xei " r ” 
Eo 

m 

(C0o — CO 2 ) 2 + r 2 co 2 

nQA ab 

nQ 2 

Voj 

(10.96) 

Xab ~ c - 
Eq 

m 

(C0o “ CO 2 ) 2 + r 2 co 2 ’ 


Die Verwendung komplexer Größen in den Maxwell- 
schen Gleichungen. Die Maxwellschen Gleichungen ent¬ 
halten keine Quadratwurzel aus —1. Das gilt auch für die 
beobachtbaren Größen wie E, B, P oder M. Die zur Be¬ 
schreibung elektromagnetischer Wellen in absorbierenden 
Medien verwendete Algebra läßt sich jedoch durch Ver¬ 
wendung komplexer Zahlen stark vereinfachen. 

Kann die Absorption vernachlässigt werden, so nimmt 
Gl. (10.86) die einfachere Form P x (cot) = x(co)E x (cot) 
an, wobei x(co) gleich x e i ist. Dieselbe Form hat auch 
Gl. (10.83), die wiederum so aussieht wie die lineare Be¬ 
ziehung für statische Felder (Gl. (10.77)). In diesem Fall 
können die durch die Gin. (10.77) bis (10.82) gegebenen 
Definitionen der Dielektrizitätskonstante und der magne¬ 
tischen Permeabilität auch für zeitabhängige Felder benutzt 
werden. 

Kann die Absorption nicht vernachlässigt werden, so 
muß Gl. (10.83) durch den komplizierteren Ausdruck 
(10.86) ersetzt werden, weil dann der um 90° phasen¬ 
verschobene und der phasengleiche Anteil von P (ebenso 
wie von M) berücksichtigt werden muß. Dabei müssen 
wir E(cot), E(cot — \ 7r), B(cot), B(cot — \i r) ebenso wie 
die entsprechenden (in Bezug auf E(cot) und B(cot)) pha¬ 
sengleichen und um 90° phasenverschobenen Polarisa¬ 
tionen und Magnetisierungen einzeln verfolgen. 

Eine solche „Buchführung“ läßt sich mit Hilfe kom¬ 
plexer Größen auf sehr praktische Weise bewerkstelligen; 
wir nennen diese Größen E, B, P und M und verstehen 
darunter, daß nur die Realteile dieser „komplexen Felder“ 
die physikalischen Felder sind. Für die Zeitabhängigkeit 
jedes dieser komplexen Felder wird die Form exp(-icot) 
angenommen. Das Minuszeichen entspricht der in der 
Optik üblichen Bezeichnungsweise. (In der Elektrotech¬ 
nik wird gewöhnlich exp(+icot) vereinbart, in der Quanten¬ 
mechanik immer exp(—icot.) Wir führen nun die ortsab¬ 
hängige komplexe Größe 

E x (wt) = Eoe^e' 1 “* = E 0 cos(cot - <p) 

— iE 0 sin (cot — <p) (10.97) 

ein. Der Realteil des komplexen Feldes E x stellt das ent¬ 
sprechende physikalische Feld dar, das laut Gl. (10.97) 
also gleich E 0 cos (cot - y) ist. 

Die Vereinfachung durch die Verwendung einer kom¬ 
plexen Zeitabhängigkeit exp(—icot) besteht darin, daß 


einer Phasenverschiebung um 90° einfach eine Multi¬ 
plikation mit i entspricht: 

e -i[cJt-(l/2)7r] _ e i(l/2)7r e -iüJt_ jg-icjt 

Daher ist 

E x (cot — \n) = iE x (cot). (10.98) 

Komplexe Suszeptibilität. Ob wir nun komplexe Fel¬ 
der benutzen oder nicht - die physikalische Polarisation 
ist mit dem physikalischen elektrischen Feld (für ein iso¬ 
tropes Medium) immer durch die lineare Beziehung 

Px(^t) = XelExM) + XabE x (cot -\it) (10.99) 

verknüpft; alle Größen darin sind reell und daher physi¬ 
kalisch. Wir benutzen nun das in Gl. (10.97) gegebene 
komplexe E x (cot) und interpretieren Gl. (10.99) neu mit 
komplexem P x und E x (x e i und x a b sind immer noch reell): 

PxM) = XelE x (cot) + Xab E x (cot ~\ir) 

= XeiE x (cot) + iXabE x (cot), 

d.h„ 

Px(cot) = x(co)E x (cot), (10.100) 

wobei 

X(co) = Xel + iXab- (10.101) 

Der Realteil der durch Gl. (10.100) gegebenen komple- 
xen Größe P x ist die physikalische Polarisation in der x- 
Richtung. Sie beinhaltet sowohl den Realteil x e i als auch 
den Imaginärteil x a b der komplexen Suszeptibilität 
Xei + iXab • (Die Größen Xei und Xab selbst sind natürlich 
beide reell.) Z.B. (mit ^ = 0 in Gl. (10.97)) ist 

E x = E 0 e " lu)t = E 0 cos cot — iE 0 sin cot (10.102) 

Px = XE X = (Xei + iXab)(E 0 cos cot - iE 0 sin cot) 

= XelEo cos cot + XabEo sin cot + i - (Imaginärteil). 

(10.103) 

Der Realteil von P x folgt aus Gl. (10.103), der Realteil 
von E x aus Gl. (10.102) und die reellen Größen Xei und 
Xab genügen der Gl. (10.99), die für die physikalischen 
(also reellen) Felder gilt. 

Komplexe Dielektrizitätskonstante. Mit den von uns 
eingeführten komplexen Feldern E x und P x konnten wir 
den sehr einfachen Ausdruck (10.100), P x = xE x , anstelle 
des komplizierteren Ausdrucks (10.99) erhalten. Der 
Preis dafür ist, daß nun in Gl. (10.101) eine komplexe 
Suszeptibilität x(co) auftritt. Da Gl. (10.100) dieselbe 
Form wie Gl. (10.77) (die für statische Felder gilt) hat, 
können wir die in den Gin. (10.77) bis (10.82) gegebenen 
Definitionen so erweitern, daß sie auch für zeitabhängige 
Felder gelten. Das heißt, wir müssen eine komplexe 
Dielektrizitätskonstante und eine komplexe magnetische 
Permeabilität verwenden, wenn wir wollen, daß die 
Gin. (10.77) bis (10.82) auch dann noch gelten, wenn die 
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Absorption nicht vernachlässigt werden kann. Aus den 
Gin. (10.81) und (10.101) erhalten wir dann 

e = 1 + 47rx = 1 + 47TXei + i47rx a b- (10.104) 

Also ist 


e = Re e + i Im e, 
wobei 

Re e = 1 + 47TXei (10.105) 

Ime = 47TXab- (10.106) 

Für co = 0 reduzieren sich alle Größen auf ihre statischen 
Werte. 


Die komplexe Dielektrizitätskonstante eines linearen 
isotropen Mediums. In unserem einfachen Modell gilt 
M = 0. Damit folgt aus den Gin. (10.78), (10.80) und 
(10.82) Xm = 0undp = 1. Aus den Gin. (10.95) und 
(10.96) folgen der reelle (d.h. elastische) und der imagi¬ 
näre (d.h. absorbierende) Teil der elektrischen Suszeptibi¬ 
lität. Damit ergibt Gl. (10.104) 

4?rnQ 2 (cog - co 2 ) 

6 m ' (co 2 -w 2 ) 2 +T 2 co 2 


47rnQ 2 Tco 

+ 1 m (a>g -a > 2 ) 2 +r 2 a > 2 


(10.107) 


Wenn wir uns einmal entschlossen haben, komplexe 
Zahlen zu verwenden, wird die Lösung der Bewegungs¬ 
gleichung (10.88) für Q ziemlich einfach: 

X + rx + u>lx = §- E x = ^- E 0 e' iwt , (10.108) 


dabei ist E 0 komplex. Mit dem Ansatz x = x 0 exp(—icot) 
wird x = — icox und x = — co 2 x. Durch Einsetzen in 
Gl. (10.108) ergibt sich: 

(- co 2 - kor + cog)x = ^ E x 
und weiter 

(10.109) 


Die komplexe Suszeptibilität wird dann 

, N p x n Q x n Q 2 

X(co) = =---— 


1 


E„ E y m _ j^p 


( 10 . 110 ) 


Die komplexe Dielektrizitätskonstante ist 


e = 1 + 47rx = 1 + 


47rnQ 2 

m 


1 


(co 2 — co 2 ) — icoT 


( 10 . 111 ) 


Durch Multiplikation des Zählers und Nenners von e — 1 
(in Gl. (10.111)) mit (coq — co 2 ) + icoT läßt sich leicht 
nachprüfen, daß die Gin. (10.111) und (10.107) äquiva¬ 
lent sind, so daß e als Summe von Re e + ilme geschrie¬ 


ben werden kann. Es ist aber manchmal praktischer, e in 
der Form der Gl. (10.111) zu belassen. 

Die Maxwellschen Gleichungen für ein lineares isotro¬ 
pes Medium. Wir beginnen mit den allgemeinen Maxwell¬ 
schen Gleichungen (10.70) bis (10.73). Dann nehmen wir 
an, daß zwischen P x und E x sowie zwischen M x und B x 
der durch die Gin. (10.77) bis (10.82) beschriebene line¬ 
are Zusammenhang besteht. Für reelle Größen gelten diese 
Beziehungen nur für co = 0. Wie wir gesehen haben, gelten 
sie für eine beliebige Frequenz co nur, wenn alle Größen 
komplex angenommen werden. Wir erhalten also die 
Maxwellschen Gleichungen für die komplexen Felder B 
und E (deren Realteile die physikalischen Felder sind): 


V • B = 0 

(10.112) 

V • (eE) = 4tt p frei 

(10.113) 

VX(B/„).i £ 

(10.114) 


(10.115) 


Im allgemeinen Fall hängen e und p von der Frequenz ab; 
dann beziehen sich alle diese Gleichungen auf eine gege¬ 
bene Frequenz co. Da die physikalischen Größen Pf re i 
und Jf re i teilweise auch proportional zu cos cot und sin cot 
sein können, sind sie im allgemeinen die Realteile der 
komplexen Größen, die in den obigen Gleichungen auf- 
treten. Bei einem Medium mit frequenzunabhängigem e 
und p sind natürlich alle Größen reell. 


Die Maxwellschen Gleichungen für ein neutrales, 
homogenes, lineares, isotropes Medium. Dielektrizitäts¬ 
konstante und magnetische Permeabilität in den Gin. 

(10.113) und (10.114) sind komplexe Funktionen der 
Frequenz co und ebenso Funktionen von x, y, z, da wir 
ja nicht angenommen haben, daß die Eigenschaften des 
Mediums an jedem Ort gleich sind. Bei unserem einfachen 
Modell können wir z.B. davon ausgehen, daß die Teilchen¬ 
dichte eine Funktion des Ortes ist, also n = n (x, y, z). 

Wir betrachten nun den besonders einfachen und wich¬ 
tigen Fall eines homogenen Mediums, d.h., p und e sollen 
nicht von x, y und z abhängen. Unter dieser Annahme 
sind e und p in den Gin. (10.113) und (10.114) konstant. 
Wir nehmen weiter an, daß das Medium neutral ist, d.h., 
sowohl p fre i als auch Jf re | ist gleich Null. (Unser einfaches 
Modell stellt ein neutrales Gas, einen amorphen Festkör¬ 
per oder ein Plasma dar.) Die Maxwellschen Gin. (10.112) 
bis (10.115) werden dann 


V* 

V- 


VXE 


0 

(10.116) 

0 

(10.117) 

pe 9E 
c 9t 

(10.118) 

_i 9B 
c 9t ' 

(10.119) 
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Zu beachten ist, daß man mit p = 1 und e = 1 die Max- 
wellschen Gleichungen für das Vakuum erhält. In den uns 
interessierenden Fällen sind p und e im allgemeinen kom¬ 
plex, so daß E und B komplex sind. Bei unserem einfa¬ 
chen Modell seien beispielsweise ju = 1 und e ist komplex. 
Damit sind E und B komplex, ihre Realteile sind die 
physikalischen Felder. 

Die Wellengleichung. Die Gin. (10.116) bis (10.119) 
sind lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. Die 
Gin. (10.118) und (10.119) sind „gekoppelte“ Gleichun¬ 
gen, die B und E miteinander verknüpfen. Entkoppelte 
Gleichungen zweiter Ordnung lassen sich auf folgende 
Weise ableiten: Wir bilden die Rotation der Gl. (10.118) 
und verwenden dann Gl. (10.119): 

VX(VXB)=^(V XE) = -^|^.(10.120) 

Ebenso wenden wir die Operation rot auf Gl. (10.119) an 
und verwenden dann Gl. (10.118): 

VX(VXE)=-^|(VXB) = - ^|^.(10.121) 


Jetzt benutzen wir die Vektoridentität 
(Anhang, Gl. (A.39)). 

VX (VX C) = V(VC)-V 2 C. (10.122) 

Wir wenden sie auf die linken Seiten der Gin. (10.120) 
und (10.121) an, wobei wir berücksichtigen, daß sowohl 
V • E als auch V • B Null ist. Dann erhalten wir 


V 2 B 


jue 9 2 B 


9f 


T = 0, V 2 E 


fp = 0. (10.123) 


Die Gin. (10.123) bestehen eigentlich aus sechs einzelnen 
Gleichungen von der Form 


V 2 i//(x,y,z,t) 


/xe a 2 i//(x,y,z,t) 
c 2 3t 2 


(10.124) 


y, z, t) bedeutet hier irgendeine der sechs Größen 
E x , E y , E z , B x , B y , B z . 

Im Sonderfall, e und p sind reell, positiv und frequenz¬ 
unabhängig, ist Gl. (10.124) die klassische Wellengleichung 
für Wellen ohne Dispersion. Das trifft für das Vakuum zu, 
wo p = e = 1. Uns interessiert hier der allgemeine Fall 
eines homogenen, neutralen, isotropen, linearen Mediums, 
in dem e und p komplex sind und von der Frequenz ab- 
hängen. Dabei nehmen wir E und B als komplexe Größen 
mit der Zeitabhängigkeit exp(—icot) an. Dann ist für alle 
sechs, durch i//(x, z > t) dargestellten Größen 

>Kx, y, z, t) = <p(x,y, z)e’ lu,t (10.125) 

=-oj 2 \p. (10.126) 


Wir setzen Gl. (10.126) in Gl. (10.124) ein, kürzen durch 
exp(—icot) und finden so die Differentialgleichung für den 
räumlichen Verlauf von v?(x, y, z): 

V 2 </?(x,y,z) + k 2 <p(x,y,z) = 0, (10.127) 


wobei wir die komplexe Konstante k 2 durch 
o co 2 

k 2 =/jl€~^2 (10.128) 

definiert haben. 

Komplexer Brechungsindex. Die komplexe Konstante 
n 2 , das Quadrat des komplexen Brechungsindex , definie¬ 
ren wir als 

n 2 = pe. (10.129) 

Damit ist 

k 2 =n 2 -^ = pe ^2 . (10.130) 

c c 

Beachten Sie, daß auch k 2 und n 2 komplex sind, wenn e 
und p komplex sind. Aus k 2 oder n 2 können wir die Qua¬ 
dratwurzel ziehen. Die Quadratwurzel aus einer komple¬ 
xen Zahl ist wieder eine komplexe Zahl. Somit haben wir 
ein komplexes k und einen komplexen Brechungsindex. 

Lösung durch ebene Wellen. Die allgemeine Lösung 
der Gl. (10.127) läßt sich als Überlagerung von Gliedern 
der Form 

<p(x,y,z) = e lkr = expi(k x x + k y y + k z z) (10.131) 
schreiben, dabei ist 

k x + k 2 + k z = k 2 = n 2 = pe . (10.132) 

Die allgemeine Lösung der Gl. (10.124) läßt sich dann als 
Überlagerung von laufenden ebenen Wellen der Form 

\//(x,y,z, t) = e _l(cjt " k ’ r) (10.133) 

mit komplexem k 2 wiedergeben. 

Ebene Wellen in der z-Richtung. Als Spezialfall be¬ 
trachten wir den Zustand, daß nur k z von Null verschie¬ 
den ist. Die allgemeine Lösung besteht dann aus einer 
nach +z und einer nach -z laufenden ebenen Welle: 

t//(z,t) = [A + e +ikz + A"e~ ikz ]e~ iu,t , (10.134) 

dabei sind +k und —k die beiden Wurzeln aus k 2 ; A + und 
A~ sind komplexe Konstanten. Da exp[i(kz — cot)] eine in 
der positiven z-Richtung laufende Welle darstellen soll, 
nehmen wir für k die Wurzel aus k 2 mit dem positiven 
Realteil, vorausgesetzt, k hat überhaupt einen Realteil. 

Ist k rein imaginär, so bezeichnen wir mit k diejenige 
Wurzel aus k 2 , die gleich +i|k| ist. 

Verknüpfung zwischen E und B für eine ebene Welle. 

Gl. (10.134) muß für jede der sechs Größen E x , E y , E z , 
B x , B y , B z gelten, da alle diese Größen der Wellenglei¬ 
chung (10.124) genügen. Bei der Ableitung der Wellen¬ 
gleichung (Differentialgleichung zweiter Ordnung!) haben 
wir einen Teil der in den Maxwellschen Gleichungen 
(erster Ordnung) enthaltenen Information verloren. Daher 
kehren wir jetzt wieder zu den Maxwellschen Gleichungen 
zurück und versuchen, diese Information mit einzube¬ 
ziehen. Aus V • B = 0 und V • E = 0 schließen wir, daß 
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B z und E z konstant sind (wenn k in der z-Richtung liegt). 
Da wir den Sonderfall verschwindender Frequenz nicht 
betrachten, müssen diese Konstanten gleich Null sein. 
Somit brauchen wir nur E x , E y , B x und B y zu berück¬ 
sichtigen. Der Einfachheit halber betrachten wir nur 
linear polarisierte Felder, wobei E x von Null verschieden 
und E y gleich Null sein soll. Aus Gl. (10.134) finden wir 
dann 

E x (z,t) = (E + e ikz +E'e' ikz )e~ iu,t , (10.135) 

wobei E + und E" komplexe Konstanten sind. Aus den 
Maxwellschen Gleichungen (10.118) und (10.119) folgt 
dann, daß B x gleich Null ist, während B y und E x durch 
die Beziehungen 

dB y _ jue 3E X 
3z c 3t 


3B y 3E X 
3t C 3z 


(10.136) 


miteinander verknüpft sind. Wenn wir jetzt noch berück¬ 
sichtigen, daß B y die Form der Gl. (10.134) hat, und 
außerdem Gl. (10.136) verwenden, so finden wir 

B y (z, t) = n(E + e ikz - E~ e “ ik2 )e- lwt . (10.137) 

Ist also E x gegeben (siehe Gl. (10.135)), so ist B y voll¬ 
ständig bestimmt (durch Gl. (10.137)). Analoge Ergeb¬ 
nisse erhält man, wenn man E y von Null verschieden an¬ 
nimmt. Das allgemeine Ergebnis ist, daß B und E für 
Komponenten, die sich längs der + z-Richtung ausbreiten, 
durch die Beziehungen 

B + = + z X (nE + ), B~ = -z X (nE~) (10.138) 

miteinander verknüpft sind; die oberen Indizes beziehen 
sich auf die Ausbreitung längs +z bzw. längs -z. In allen 
diesen Beziehungen sind n und k im allgemeinen komplex. 


Ein numerisches Beispiel für komplexen Brechungs¬ 
index. Angenommen, für ein Medium sei ß = 1,0 und 
e = 1 + i y/3 (bei einer gegebenen Frequenz co). Dann ist 

n 2 = 1 + i \f?> = 2 exp(i| 7r) 

n=>/2 expi= y/2 (\ y/3 +\i) = 1,225 +0,707i 

k = n^= 1,225 ^ + 0,7071^. (10.139) 

Die Welle soll nun längs x linear polarisiert sein und sich 
in der + z-Richtung ausbreiten. Dann ist E“ = 0. Wir setzen 
E + = E 0 (mit reellem E 0 ). Somit 

E x =E 0 e^ kz-a;t ) = E oe _ 0 » 707 ( üJ / c ) z e itJ [ 1 » 225z / c ) _t l 

B y = nE x =\/2E x exp (i |). 

In diesem Beispiel breitet sich die Welle in der +z-Rich- 
tung aus. Ihre Wellenlänge (Strecke, auf der die Phase bei 
festgehaltenem t um 2 tt anwächst) ist (1,225)" 1 mal der 
Wellenlänge im Vakuum. Die Wellenamplitude nimmt 


mit der Entfernung exponentiell ab. Das Magnetfeld ist 
um den Faktor \J 2 größer als das elektrische Feld und 
hinkt um 60° dahinter her. 

Reflexion und Durchgang ebener Wellen. Die Medien 1 
und 2 seien zwei verschiedene, homogene Medien, die 
durch die Ebene z = 0 voneinander getrennt sind. Medi¬ 
um 1 soll den gesamten Halbraum mit negativem z, Me¬ 
dium 2 den gesamten Halbraum mit positivem z einneh¬ 
men. Bei z = — 00 wird eine ebene Welle erzeugt. Das gibt 
im Medium 1 eine in der +z-Richtung hereinlaufende 
Welle. Die Unstetigkeitsfläche erzeugt eine reflektierte 
und eine durchgehende Welle. Der Einfachheit halber be¬ 
trachten wir nur senkrechten Einfall. Die einfallende Welle 
soll längs x linear polarisiert sein und für E x die kom¬ 
plexe Amplitude Eins haben. Sind R 12 und T 12 die kom¬ 
plexen Amplituden des reflektierten bzw. durchgehenden 
Anteils von E x , so erhalten wir 

E x (l)=l •e i(k i 2 '“ t) +R 1J e- i(klZ + lJt) (10.140) 

E x (2) = T ia e i(k * z " wt) , (10.141) 

wobei E x (l) das gesamte (d.h. einfallende plus reflek¬ 
tierte) Feld E x im Medium 1, E x (2) das gesamte (d.h. 
durchgehende) Feld E x im Medium 2 und R i2 und T 12 
die zu bestimmenden unbekannten komplexen Konstan¬ 
ten sind. 

Wenn E x bekannt ist, so läßt sich B y in beiden Medien 
aus Gl. (10.137) finden: 

B y (l) = n 1 e i(klZ_wt) (10.142) 

B y (2) = n 2 T 12 e i(k2Z ”‘‘ ,t) . (10.143) 


Randbedingungen bei z = 0. Da bei z = 0 eine Un¬ 
stetigkeit vorhanden ist, dürfen wir die Maxwellschen 
Gleichungen nicht für ein homogenes Medium verwenden, 
wenn wir den unmittelbar an die Ebene z = 0 angrenzen¬ 
den Bereich betrachten. Statt dessen verwenden wir die 
Maxwellschen Gin. (10.112) bis (10.115) für ein lineares 
isotropes Medium. Wir nehmen an, beide Medien seien 
elektrisch neutral und in der Unstetigkeitsfläche existie¬ 
ren weder Flächenladungen noch Ströme. Die beiden hier 
interessierenden Maxwellschen Gleichungen sind 

VX(B/|i) = ~-^^ = -i-€E (10.144) 

' 7XE = -?f ■ i “ B ' <ltU45) 

wobei in unserem Problem E = xE x und B = y B y . Nach 
dem Stokesschen Satz gilt für jeden Vektor C 

J(V X C) • dA = <j) C • dl, (10.146) 

dabei ist dA ein Oberflächenelement, und dl ein Linien¬ 
element längs der Kontur, die die geschlossene Fläche 
begrenzt. Wir wenden Gl. (10.146) auf C = y(B y //z) an 
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und ziehen unsere Kontur längs der positiven y-Richtung 
auf der einen Seite der Ebene z = 0 und zurück längs der 
negativen y-Richtung auf der anderen Seite der Ebene, 
wobei wir einen kleinen Zwischenraum Az zwischen die¬ 
sen beiden Ästen freilassen. Geht nun Az gegen Null, so 
geht auch die von der Kontur umschlossene Fläche gegen 
Null, folglich auch das Flächenintegral auf der linken 
Seite der Gl. (10.146), vorausgesetzt, daß V X C nicht 
unendlich ist. (Das ist nicht der Fall.) Daher ist das Linien¬ 
integral auf der rechten Seite von Gl. (10.146) gleich Null. 
Infolgedessen ist die Tangentialkomponente von C auf 
beiden Seiten der Grenzfläche gleich groß. Wir finden 
also, daß die Tangentialkomponente von B/p auf beiden 
Seiten der Grenzfläche denselben Wert hat, sie ist „stetig“ 
bei z = 0. In gleicher Weise folgt auch die Stetigkeit der 
Tangentialkomponente von E bei z = 0. 


• Beispiel: 1. Ein einfaches Modell für die Dispersions¬ 
relation eines Leiters. Wir nehmen an, wir können unser 
einfaches Modell hier anwenden und setzen die Feder¬ 
konstante mcoo gleich Null. Das bedeutet, daß die „mitt¬ 
leren Ladungen“ der Bewegungsgleichung 

x + r >c = ^E x (10.154) 


genügen. Zunächst betrachten wir ein stationäres elektri¬ 
sches Feld, das bei t = 0 plötzlich eingeschaltet wird. Die 
Geschwindigkeit x nimmt mit der Zeit exponentiell zu, 
bis sie ihren „Endwert“ erreicht hat; dieser folgt aus der 
Gl. (10.154) mit x = 0. Für ein konstantes Feld, das bei 
t = 0 eingeschaltet wird, lautet die Lösung der Gl. (10.154) 


x = 


QEx 

Lm 


(l-e- rt ), 


Stetigkeit von E x bei z = 0 gibt (mit den Gin. (10.140) 
und (10.141)) 

1+R 12 =T 12 . (10.147) 

Stetigkeit von H y = B y /ju bei z = 0 ergibt (mit den Gin. 
(10.142) und (10.143)) 

-Ri 2 )=^T 12 . (10.148) 



wenn t> T -1 


(10.155) 


Die Größe T, die die Dimension einer Frequenz hat, gibt 
also die Geschwindigkeitsrate für das Erreichen der End¬ 
geschwindigkeit an. Anders gesehen ist T" 1 die mittlere 
Relaxationszeit der „Übergangsströme“, wenn das Feld 
plötzlich auf einen anderen konstanten Wert geändert 
wird. • 


Definieren wir eine charakteristische Impedanz (abgesehen 
von einem konstanten Proportionalitätsfaktor) durch 


<> oi49 > 

und lösen die Gin. (10.147) und (10.148), so finden wir 
Rl2= z 2 +zl ’ T * = 1+R »- (10.150) 


Im Sonderfall, daß die magnetische Permeabilität p gleich 
Eins ist, erhalten wir Z = n _1 . Dann wird aus Gl. (10.150) 

= t 12 = i + r 12 . (io.i5i) 


Ist nun Medium 1 das Vakuum mit n l = l und hat Me¬ 
dium 2 den komplexen Index n = n R + in l5 folgt aus 
Gl.(10.151) 


Rl2 ~ 


1-n 
1 + n 


(1 -niQ-in! 

(1 +n R ) + in I 


= |R|expi<p. (10.152) 


Die Amplitude der reflektierten Welle ist gleich |R| mal 
der Amplitude der einfallenden Welle. Die Zeitabhängig¬ 
keit exp(—icot) der einfallenden Welle wird zu 
exp(—icot + i<p) für die reflektierte Welle, so daß die Phase 
nach der Reflexion um nachhinkt. Die Teilintensität 
|R 12 I 2 ist nach Gl.(10.152) gleich 


IRi 2 I 2 = 


U — n R ) 2 + n; 
(1+ n R ) 2 +m 2 • 


(10.153) 


Der „rein resistive“ Frequenzbereich. Bei kleinem c o 
(wenn co klein im Vergleich zu T ist) werden sich die 
Ladungen im wesentlichen immer auf der dem momen¬ 
tanen Feld E x zukommenden Endgeschwindigkeit befin¬ 
den. Die Phasenbeziehung zwischen x und E x ist dann 
praktisch dieselbe wie bei der Frequenz Null (d.h. bei 
Gleichstrom). Man bezeichnet dann das Medium als rein 
resistiv bzw. man sagt, das Medium besitzt nur einen Wirk¬ 
widerstand (Ohmschen Widerstand). Aus Gl. (10.155) 
folgt 

QE x (t) 

x(t) = Tin ’ “ <F - (10.156) 

Die Stromdichte J x ist dann proportional zu E x . (Dies 
ist die Aussage des Ohmschen Gesetzes.) Die „rein resi¬ 
stive“ Leitfähigkeit a ge hängt mit T wie folgt zusammen: 

/QE X \ 

J x =nQx = nQ^—) = a ge F x (10.157) 

oder 

nO 2 

Oge^, (10.158) 

Bei einer beliebigen Frequenz wird die Geschwindig¬ 
keit x nicht, wie bei Gleichstrom, nur eine mit E x phasen¬ 
gleiche, sondern auch eine gegen E x um 90° phasenver¬ 
schobene Komponente besitzen. Wir verwenden kom¬ 
plexe Größen mit der Zeitabhängigkeit exp(-icot). Die 
stationäre Lösung von Gl. (10.154) ist leicht zu finden. 
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(Durch Nullsetzen von co 0 in Gl. (10.109.) Die komplexe 
Leitfähigkeit a(co) ist dann durch 

J x = nQx = nQ(-icox) = - icoP x 

= — icoxE x = a(co)E x (10.159) 

definiert. Somit ist 

ff(w) = - icox = - iw(Xel + iXab) 

= <^Xab - i^Xel- (10.160) 


Man sieht also, daß x mit E x in Phase ist, wenn a(co) 
reell ist; o ist dem absorbierenden Teil der elektrischen 
Suszeptibilität proportional. 


Weniger umständlich ist es, x(^) bzw. a(co) wie in 
Gl. (10.110) mit komplexem Nenner zu schreiben, anstatt 
sie in Real- und Imaginärteil aufzuspalten. Setzt man in 
Gl. (10.110) co 0 = 0, dann ist 

1 


X(w) = “ 


~<jj — icof 


(10.161) 


a(w) = - icoxlw) = 


nQ 2 

m 


ico 

co 2 + icor 


(10.162) 


Im Grenzfall co < T ist c o 2 gegen cor vernachlässigbar, so 
daß bei reinem Wirkwiderstand oder bei Gleichstrom 

X(w) = i ~^p, (10.163) 

und 

rv2 

a(co) = = a (0) = OgQ , co<T (10.164) 


gilt. Man sieht also, daß a(co) im rein resistiven Frequenz¬ 
bereich 0 < co r reell und gleich dem Gleichstromwert 
(Frequenz Null!) a(0) ist. Die Geschwindigkeit x ist dann 
mit E x in Phase. 


Nach Gl. (10.163) ist die komplexe elektrische Suszep¬ 
tibilität x(^) für co < T rein imaginär. Das komplexe 
Quadrat des Brechungsindex n 2 ist dann für co < T gleich 


n 2 = 1 + 47rx = 1 + i 


47rnQ 2 1 


co; 


m 


wr 1 + 1 cor’ 


wobei 


co 2 = 


47rnQ 2 

m 


(10.165) 


(10.166) 


Es gibt zwei Arten eines „rein resistiven Mediums“ 
mit qualitativ verschiedenen physikalischen Eigenschaf¬ 
ten: 


Fall 1 : Das „dünne resistive Medium“. Dies bedeutet, 


daß co, T und co p den Beziehungen 


COp 

co p <r, 

(10.167) 

genügen. Aus Gl. (10.165) folgt dann 


r / ,2 —.1/2 , , ,2 

. . i.l- 

n= l+i—— ~ 1 + i— w , 

L coDJ 2 cor 

(10.168) 


wobei Glieder höherer Ordnung vernachlässigt wurden. 
Somit ist 

2 

CO CO 1 CO n CO ? Tri 

k = nr = r+ii-^- = - + -^%ge. (10.169) 


Hier wurden nach dem letzten Gleichheitszeichen die 
Gln.(10.166) und (10.158) berücksichtigt. Der Realteil 
von k ist wie im Vakuum gleich co/c. Der Imaginärteil ist 
viel kleiner als der Realteil; er stellt eine exponentielle 
Schwächung einer laufenden ebenen Welle dar. Die mitt¬ 
lere Schwächungslänge ist groß im Vergleich zu einer 
Wellenlänge. Die Intensität der ebenen Welle ist dem Ab¬ 
solutbetrag des Quadrats der komplexen Amplitude pro¬ 
portional. Sie unterliegt daher mit wachsender Entfernung 
einer exponentiellen Abschwächung um den Faktor 
exp(-2kiz), wobei der Imaginärteil von k ist. Die Ent¬ 
fernung d = (2k!)" 1 , nach der die Intensität auf 1/e 
abgenommen hat, ergibt sich aus Gl. (10.169) 


d s2k > = 


47T 


“'ge 5 


Pge 

“T= -T- 


4tt 

c 


(10.170) 


Der „Flächenwiderstand“ einer aus einem dünnen resi¬ 
stiven Medium bestehenden quadratischen Platte der 
Dicke d und der Kantenlänge l ist gleich dem Gleichstrom¬ 
widerstand, dividiert durch d. Nach Gl. (10.170) ist das 
gleich 47t/c = 377 pro Flächenteil. Sie werden sich er¬ 
innern, daß 377 n auch die charakteristische Impedanz 
für „idealen Abschluß“ einer elektromagnetischen Plan¬ 
welle ist (siehe Kapitel 5). Natürlich wird die Welle nicht 
schon nach einer einzigen Schwächungslänge d sondern 
erst allmählich absorbiert; sie wird jedoch praktisch über¬ 
haupt nicht reflektiert. 

Da der Real teil von n im wesentlichen gleich Einsund 
der Imaginärteil klein gegen Eins ist, ist die reflektierte 
Teilintensität einer aus dem Vakuum senkrecht einfallen¬ 
den Planwelle genauer durch 


(n R - l) 2 + n\ 0+n x 2 

(n R + l) 2 +n r 2 2 + nj 


n? 


<« 1 (10.171) 


gegeben. Mit den Gin. (10.168) und (10.170) wird daraus 

i = /AA 


IR|, "i?e) ;{h) 


1. 


(10.172) 


Die Größe X = C/co bezeichnet man als „reduzierte“ 
Wellenlänge im Vakuum. 

Fall 2 : Das „dichte resistive Medium “ Dies bedeutet 


co<co p , col^co 2 . (10.173) 

Nach Gl. (10.165) ist n 2 hier im wesentlichen rein ima¬ 
ginär. Beim Ziehen der Quadratwurzel aus n 2 benutzen 
wir die Beziehung, daß die Quadratwurzel aus i gleich 
[exp(i^7r)] 1/2 = expO^tf), also gleich 2"( 1 /2)(l + i) ist. 
Dann ist 


n 


co, 


2 —. 1/2 


L corJ 



(1 + 0 


= |n| 


0+0 

V2 


(10.174) 
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und 


k 



OJ 

c 

CO 

c 



1/2 

(l+i) 


277Ogg 

c 


1/2 

) (l + i). 


(10.175) 


Real- und Imaginärteil von k sind also gleich groß. Jeder 
dieser Teile ist groß gegen den Vakuumwert von k (also 
gegen co/c). Die mittlere Eindringtiefe kf 1 für die Am¬ 
plitude ist klein im Vergleich zur Vakuum weilenlänge. 
Eine aus dem Vakuum auf ein dichtes resistives Medium 
auftreffende ebene Welle wird also praktisch ohne Ab¬ 
sorption reflektiert, weil die Eindringtiefe so gering ist, 
daß relativ wenige Ladungen überhaupt etwas vom elek¬ 
trischen Feld zu spüren bekommen. Diejenigen Ladungen, 
die etwas davon merken, sind auf ihrer Endgeschwindig¬ 
keit und mit E x in Phase, absorbieren also Energie. Ihre 
Anzahl ist jedoch so gering, daß ihnen die Welle ohne 
merklichen Intensitätsverlust „entschlüpft“. 

Genauer ist die Teilintensität durch 


verhält sich z.B. jeder Leiter wie ein dichtes resistives 
Medium, wenn co genügend klein ist. Andererseits kann 
ein Leiter bei keiner Frequenz ein dünnes resistives Me¬ 
dium sein, wenn nicht T > co p . Ist diese Bedingung erfüllt, 
so verhält sich der Leiter nur in dem durch Gl. (10.167) 
gegebenen Frequenzbereich wie ein dünnes resistives 
Medium. 

Der rein elastische Frequenzbereich. Gl. (10.154) ist 
die Bewegungsgleichung für eine alleinstehende durch¬ 
schnittliche Ladung. Für komplexe Zeitabhängigkeit 
exp(-icot) wird aus dieser Gleichung 

—icox + Tx = —- E x . (10.177) 

Im obigen behandelten rein resistiven Frequenzbereich 
konnte co gegenüber F vernachlässigt werden. Im rein 
elastischen Frequenzbereich ist co sehr groß gegen T, es 
gilt also 

X = ^-E x) «>I\ (10.178) 


2 = ( n R - l ) 2 + n i _ Inl 2 ~ 2n R 
(n R + l) 2 + ni |n| 2 + 2n R 

_ |n| 2 -V2|n| 2y/2 

|n| 2 + y/2 |n| |n| 

1/2 

= l-2V2^j (10.176) 

gegeben. Somit gilt also |R| 2 « 1, da coT < cOp. 

Die Schwächungslänge d = (2ki) _1 für die Intensität 
folgt aus 


d = X 


cor 

2co£ 




Obwohl d klein gegen die Wellenlänge ist, ist es doch um 
den Faktor (X/2d) größer als die Dicke, aus der für Gleich¬ 
strom 377 pro Flächeneinheit folgt. Die Impedanz ist 
also klein im Vergleich zu derjenigen Impedanz, die idea¬ 
len Abschluß ergibt. Das ist der Grund, warum E x bei 
Reflexion auch das Vorzeichen wechselt. 


Wir sehen, daß zwischen einem dünnen und einem 
dichten resistiven Medium ein großer qualitativer Unter¬ 
schied besteht. Ein dünnes resistives Medium ist im we¬ 
sentlichen „schwarz“. Es absorbiert fast vollständig. Im 
Gegensatz dazu wirkt ein dichtes resistives Medium wie 
eine „Anhäufung“ einer sehr geringen Impedanz. Es 
reflektiert fast vollständig. 

Zum Schluß müssen wir uns noch erinnern, daß unsere 
anschaulichen Begriffe nur Namen für die in den Unglei¬ 
chungen (10.167) und (10.173) ausgedrückten Zustände 
sind. Die wichtige Tatsache, daß ein gegebener Leiter 
verschiedene, frequenzabhängige Eigenschaften haben 
kann, ist darin nicht berücksichtigt. Nach Gl. (10.173) 


Die Geschwindigkeit ist dann gegen die Kraft um 90° 
phasenverschoben, so daß während einer Periode keine 
Arbeit an der Ladung verrichtet wird. Es existiert keine 
Absorption. Die komplexe Leitfähigkeit ist eine rein ima¬ 
ginäre Größe und (mit Gl. (10.178)) durch 

nQ 2 _ 

J x = nQx = i — E x = a(co)E x 


gegeben, d.h. 

nO 2 

a(co) = i “, co >F (10.179) 

(siehe auch Gl. (10.162), wobei coF gegen co 2 zu vernach¬ 
lässigen ist). 


Das Quadrat des komplexen Brechungsindex ist gleich 


n 2 = 1 + 47rx = 1 — 


477 nQ 2 


mco 


= 1 


co>T. 

(10.180) 


Es gibt zwei qualitativ verschiedene, rein elastische 
Frequenzbereiche: 

Fall 1: Der dispersive Frequenzbereich. Das bedeutet 

r<co p <co. (10.181) 

Aus Gl. (10.180) folgt dann 

0 < n 2 < 1, (10.182) 

also 

0<n<l. (10.183) 

Im dispersiven Frequenzbereich eines Leiters ist also sein 
Brechungsindex n reell und liegt zwischen Null und Eins. 
Das Medium ist durchsichtig. Es gibt keine Absorption. 

Die Phasengeschwindigkeit ist größer als c. Die reflektierte 
Teilintensität ist gleich (n — l) 2 /(n + l) 2 . 
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Fall 2: Der reaktive Frequenzbereich. Das bedeutet 
r<co<co p . (10.184) 

Aus Gl. (10.180) folgt 



(10.185) 


Also ist n 2 negativ und n somit rein imaginär: 

*2 n 1/2 


n 

und 


ilnl = i 


Wn 


CO 


-1 


k = n^ = i^|ni = i|k| . 


Eine ebene Welle in einem reaktiven Medium hat die 
Form 

E x = [A + e" ,k,z + A"e +,klz ]e" ia,t . 

Erstreckt sich das Medium bis z = + °°, so ist A" gleich 
Null. Eine aus dem Vakuum auf ein solches Medium auf¬ 
treffende ebene Welle muß also vollkommen und ohne 
Absorption reflektiert werden. Die reflektierte Teilinten¬ 
sität folgt genauer aus 

|R , ( n R ~ l) 2 + nj , 1 + n? 

(n R + l) 2 +m 2 ~ 1 + nf ' 

Im Haupttext wurde die Behandlung des komplexen 
Brechungsindex und komplexer Wellenzahlen k vermie¬ 
den, da dort keine absorbierenden Medien besprochen 
wurden. Für den reaktiven Frequenzbereich wurde anstelle 
des Absolutbetrages |k| des komplexen k das Symbol k 
benutzt. Im dispersiven Bereich wurde k verwendet. Dies 
entspricht dem hier verwendeten komplexen k, wenn es 
reell ist. 

Überblick über die Eigenschaften der Leiter. Wir kön¬ 
nen nun die Eigenschaften eines beliebigen Leiters zu¬ 
sammenfassen (soweit unser einfaches Modell anwendbar 
ist): 

1. Bei genügend niedriger Frequenz ist jeder Leiter ein 
dichtes resistives Medium. Die Reflexion ist praktisch 
vollständig, die Absorption sehr gering. 

2. Bei genügend hoher Frequenz ist jeder Leiter ein disper¬ 
gierendes Medium. Er ist dann durchsichtig. 

Die Leiter können grob in drei Klassen eingeteüt wer¬ 
den, je nach dem Verhältnis von T (Rate, mit der die 
Endgeschwindigkeit erreicht wird) zur Plasmafrequenz co p . 
1. Ein Leiter mit T > co p besitzt einen Frequenzbereich, 
in dem er ein dünnes resistives Medium ist. In diesem 
Bereich kann er eine Welle ohne Reflexion absorbieren. 
Ein solcher Leiter hat keinen rein reaktiven Frequenz¬ 
bereich. Daher kann bei keiner Frequenz vollständige 
Reflexion auftreten. 


2. Ein Leiter mit F<c o p besitzt einen Frequenzbereich, 
für den er ein rein reaktives Medium ist. In diesem Be¬ 
reich reflektiert er vollständig ohne Absorption. Er 
verhält sich in keinem Frequenzbereich wie ein dünnes 
resistives Medium. Er kann daher auch keine ebene 
Welle ohne Reflexion absorbieren. 

3. Ein Leiter mit T ^ co p ist in keinem Frequenzbereich 
ein dünnes resistives Medium oder ein rein reaktives 
Medium. Er hat aber natürlich immer noch die allge¬ 
meine Eigenschaft, für genügend niedere co ein dichtes 
resistives und für genügend hohe co ein durchsichtiges 
Medium zu sein. 


• Anwendungsbeispiele: 1. Festes Silber. Angenommen, 
festes Süber läßt sich durch unser einfaches Modell ange¬ 
nähert beschreiben. Die beweglichen Ladungen sind „Lei¬ 
tungselektronen“, die von den „Valenzelektronen“ der 
Süberatome zur Verfügung gestellt werden. Die Wertig¬ 
keit ist Eins, das Atomgewicht ist 107,9g/Mol, die Dichte 
ist 10,5 g/cm 3 . Die Avogadrosche Zahl ist 6 * 10 23 pro Mol. 
Somit ist n gleich 6 • 10 23 -10,5/107,9= 5,8 • 10 22 . Sind m 
und Q die Masse bzw. Ladung eines freien Elektrons, so 
ist 

C0p =]/^= 1,36 ■ 10 16 rad/s. 


Der spezifische Gleichstromwiderstand Pq beträgt 
1,59 * 10 _6 ncm. Nun sind 30 Fl gleich c" 1 statohm, wo¬ 
bei c = 3 • 10 lo cm/s. Somit ist der spezifische Widerstand 
gleich 1,81 • 10" 18 statohm • cm. Die Anwachsrate T bis 
zur Endgeschwindigkeit ist dann 


r = 


ne 

ma G i 


Pgi = 2,7 • 10 13 s~ 1 . 


Für festes Silber gilt also T < co p . Für co < 2,7 • 10 13 rad/s 
ist Silber nach unserem Modell ein dichtes resistives Me¬ 
dium. (Das trifft z.B. für Mikrowellen zu.) Für 
co > 2,7 • 10 13 rad/s ist Süber rein elastisch. Im rein ela¬ 
stischen Bereich mit co < 1,36 • 10 16 rad/s ist es rein reak¬ 
tiven diesen Bereich fällt auch das sichtbare Licht.) Im 
rein elastischen Bereich mit co > 1,36 • 10 16 rad/s ist es 
durchsichtig. (Das ist der kurzwellige Ultraviolett- und 
Röntgenbereich.) Wirkliches Süber stimmt natürlich nicht 
vollkommen mit diesem Modell überein. (Wir haben z.B. 
die Beiträge von den „gebundenen“ Elektronen vernach¬ 
lässigt.) • 


• 2. Graphit. Wir nehmen an: Wertigkeit 4, 

Dichte 2,0 g/cm 3 , Atomgewicht 12 g/mol. Unser einfa¬ 
ches Modell gibt dann 

co p = 0,36 • 10 17 rad/s. 

Der spezifische Gleichstromwiderstand Pgi ist 
1,57 • 10" 15 statohm cm. Daraus folgt 

T= 1,6 • 10 17 s _1 . 
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10. Ergänzungen 


Für co < 1,6 • 10 17 rad/s ist Graphit rein resistiv, wie sich 
aus dem Modell ergibt. Für co < 8 • 10 15 rad/s ist er ein 
dichtes resistives Medium. Für 8 • 10 15 co < 1,6 • 10 17 
ist er ein dünnes resistives Medium. Da dieser Frequenz¬ 
bereich nur um den Faktor 20 variiert, können nicht beide 
Ungleichungen gleich gut erfüllt sein; Graphit ist also bei 
keiner Frequenz besonders dünn und daher auch bei kei¬ 
ner Frequenz „vollkommen schwarz“. Graphit hat keinen 
reaktiven Frequenzbereich. Nach dem Modell ist er für 
co> 1,6 • 10 17 durchsichtig. 

Wir wollen nun das Reflexionsvermögen |R| 2 von 
idealisiertem Graphit für sichtbares Licht Vorhersagen. 

Für grünes Licht der Vakuum-Wellenlänge 5500 Ä = 

550 nm ist co = 2 • 3,14 • 3 • 10 10 /5,5 • 10' 5 = 3,42 • 10 15 
rad/s. Das liegt nicht im „dichten resistiven“ Frequenz¬ 
bereich, der durch co < 8 • 10 15 gegeben ist. Daher erwar¬ 
ten wir auch keine nahezu 100%ige Reflexion. Wir er¬ 
warten aber auch keine extrem geringe Reflexion. Wir 
haben 


n 2 — e — Cr + iej, 

, 2.2 _ . .2 


COp(CO 0 - CO ) = 


co; 


= l - 


(c0q -0) l y + T i 0) i 
36 2 


co 2 + r 2 


3,42 2 + 160 : 


= 0,951 


ei 


cOpTco _ co 2 (r/co) 
(co 2 -co 2 ) 2 + r 2 co 2_ co 2 +r 2 

160 36 2 _ 

3,42 3,42 2 + 160 2 


n 2 = 0,951 + 2,36i = 2,55 exp i^, 


wobei 


* = arctan |||j- * 68 deg. 

Somit ist 

n = y/2,55 exp(i \ip)=l ,60 (cos 34° + i sin 34°) 
= 1,33 + i 0,90 

und 


(n R - l) 2 + n? _ Q,33 2 + 0,90 
(n R + l) 2 + nf ” 2,33 2 + 0,90 2 


Dem Modell zufolge reflektiert also eine polierte Graphit¬ 
platte ungefähr 15 % der Intensität von senkrecht einfal¬ 
lendem, sichtbarem grünem Licht. 
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A.l. Die Taylor-Reihe 


Wir nehmen an, f (x) lasse sich als unendliche Reihe 
der Form 

f(x) = c 0 + Ci(x - x 0 ) + C 2 (x - x 0 ) 2 

+ c 3 (x - x 0 ) 3 + ... (A.l) 


schreiben; c 0 , Ci ... sind dabei Konstanten. Man sagt 
dann, f (x) wird im Punkt x 0 „entwickelt“. Um c 0 zu 
finden, setzen wir x = x 0 ; dann verschwinden alle Glie¬ 
der auf der rechten Seite mit Ausnahme des ersten. Somit 
ist also c 0 = f (x 0 ). Um c t zu finden, differenzieren wir 
Gl. (A.l) nach x und setzen wieder x = x 0 . Alle Glieder, 
mit Ausnahme des Gliedes mit c x , verschwinden; daraus 
finden wir c x = (df/dx) 0 , wobei der untere Index Null 
bedeutet, daß df/dx an der Stelle x = x 0 zu nehmen ist. 
Ebenso ist 


(d m f/dx m ) 0 = rn!c m 


(A.2) 


und Gl. (A. 1) wird zu 

f(x) = f(x 0 ) + (x-x 0 )^) o 


(x - x 0 ) 2 
2! 



+ (x-x 0 ) 3 
3! 



(A.3) 


A.2. Häufig gebrauchte Reihen 

sin x und cos x. Wir verwenden d(sin x)/dx = cos x, 
d(cos x)/dx = — sin x, cos (0) = 1, sin (0) = 0 und x 0 = 0 
in Gl. (A.3) und erhalten 

X 3 , X 5 SK A\ 

sinx = x- —+ —— ..., (A.4) 

cosx= 1 - -|j-+ -^jr- ... • (A.5) 


Exponentialfunktion e“. Wir verwenden in Gl. (A.3) 


d(e ax )/dx = ae ax , e° = 1 und x 0 = 0 und erhalten 

ax , . a 2 x 2 , a 3 x 3 , a 4 x 4 

e ax = 1 + ax + ~ + -TT- + 


2 ! 


3! 


4! 


(A.6) 


sinh x und coshx. Diese Funktionen lassen sich durch 
d(sinhx/dx = coshx, d(coshx)/dx = sinhx, sinh(0) = 0, 
cosh (0) = 1 und Gl. (A.3) mit x 0 = 0 definieren; man 
erhält 


X X 

sinh x = x + -jj- + -jj - + 

(A.7) 

2 4 


coshx = 1 + ^r + ^7 + ••• • 

(A.8) 

23 Berkeley Physik Kurs III 



Beziehungen zwischen der Exponentialfunktion und 
anderen Funktionen. Setzt man in Gl. (A.6) a = + 1 bzw. 
a = - 1 und vergleicht mit den Gin. (A.7) und (A.8), so 
erhält man 

e x = cosh x + sinh x, (A.9) 

e" x = cosh x - sinh x; (A. 10) 


diese Beziehungen können aufgelöst werden und ergeben 
dann 


cosh x = 


sinhx = 


(A. 11) 
(A.l 2) 


Setzen wir a = + i = + \/-T in Gl. (A.6) ein, so finden wir 

(Al 3) 


ix ... x 2 ix 3 x 4 ix 5 x 6 
e + 6T + 


Ebenso erhält man mit a = — i aus Gl. (A.6) 

-ix , • x 2 ix 3 x 4 ix 5 x 6 

e = l-ix- 2 T + 3 T + ^— 5T-eT + -• 

(A.l 4) 

Durch Addition bzw. Subtraktion der Gin. (A.l3) und 
(A.14) und Vergleich mit den Gin. (A.4) und (A.5) ergibt 
sich: 

ix , -ix 


2 =cosx, 

(A.l 5) 

ix -ix 


e — e 

= sin X: 

2i 

(A.l 6) 

nach Auflösung folgt 


e lx = cos x + i sin x, 

(A.l 7) 

— 1Y • • 

e = cos x — i sin x. 

(A.l 8) 


tan x. Wir benutzen tan x = sin x/cos x, d(sin x)/dx = 
cos x und d(cosx)/dx = — sin x und finden d(tanx)/dx = 
(cosx) -2 , d 2 (tanx)/dx 2 = 2 sin x (cos x)' 3 , d 3 (tanx)/dx 3 = 
2(cosx)~ 2 — 6 sin 2 x(cosx) -4 , usw. Dann setzen wir in 
Gl. (A.3) x 0 = 0 und erhalten 

x 3 2x 5 

tanx = x + — + -jy + .... (A.19) 

Binomialreihe (1 + x) n . Wir benutzen d(l + x) n /dx = 
n(l + x)”" 1 , d 2 (l + x) n /dx 2 = n(n- 1)(1 +x) n “ 2 , 
d 3 (l + x) n /dx 3 = n(n - lXn - 2X1 + x) n “ 3 usw., und 
Gl. (A.3) mit x 0 = 0. Dann ergibt sich 

(l + x) n = , . . iOL__lV + 

+ .... (A.20) 

Die Gl. (A.20) gilt für beliebiges positives oder negatives n; 
sie gilt ebenfalls für beliebiges positives oder negatives x, 
wenn x der Bedingung x 2 < 1 genügt. 
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A.3. Überlagerung harmonischer Funktionen 

Bei Wellenerscheinungen begegnet man häufig den fol¬ 
genden Überlagerungen von N harmonischen Funktionen: 

u(t) = cos t + cos (cox + a)t + cos (coi + 2 a)t 

+ ... +cos[cox + (N—l)a]t; (A.21) 

u(z) = cos kz + cos (kz + ß) + cos (kz + 2/3) 

+ ... + cos [kz + (N - 1)0]. (A.22) 

Beide haben die Form 

u = cos 01 + cos ( 0 i + 7 ) + cos ( 01 + 2 y) 

+ ... + cos [0i +(N — 1 ) 7 ]. (A.23) 

Wir suchen nun einen bequemen Ausdruck für Gl. (A.23). 
Dabei bemerken wir, daß wir u als Realteil einer Größe v 
schreiben können; diese Größe ist gleich 

v = e i0 i + e K01 + 7) + e K01+27) + + e i[0i+(N-l)7] 

= e i 0 *S, (A.24) 

S ist hier eine geometrische Reihe mit N Gliedern: 

S=l + a + a 2 + a 3 + ... + a N_1 , mit a = e‘ 7 .(A.25) 

Zunächst multiplizieren wir S mit a. Dann subtrahieren 
wir S gliedweise von aS und erhalten 

aS — S = a N - 1 , (A.26) 

d.h. 

a N -l _ e iNT — 1 
a — 1 e iy — 1 
e (l/2)iN 7 ( e (l/ 2 )iNT _ e -(l/2)iN 7 ) 

~ e (l/ 2 )i-y ( e (l/ 2 )i-y _ g -(l/ 2 ) i-y^ 

= e (i/ 2 )i(N-i ) 7 sin i N7 . (A.27) 

sin -3 7 


7 = (02 - 0 1 )/(N — I) (siehe Gl. (A.30)) schreiben wir 
Gl. (A.29) in der Form 


U = COS 0 mit 


sin N(0 2 - 0 1 )/(N — 1)] 
sin[i (02 “ 0 1 )/(N — 1)] 


(A.32) 


Gl. (A.29) zeigt deutlich den Zuwachs 7 zwischen den 
Argumenten der aufeinanderfolgenden Glieder der Sum¬ 
me in Gl. (A.23). Die Gin. (A.32) und (A.29) sind äqui¬ 
valent, doch ist der erste und der letzte Beitrag sowie 
deren Mittel aus Gl. (A.32) besser ersichtlich. Beachten 
Sie, daß 0mit eine harmonische Schwingung darstellt. 
Ihre Form ist dieselbe wie die der einzelnen Glieder in 
Gl. (A.32); anstelle der Amplitude Eins hat sie jedoch 
die Amplitude A(0 1 , 0 2 , N), die durch den Ausdruck 


A(0i,0 2 ,N) = 


sin [2 N(0 2 ~0i)/(N — 1)] 
sin [i( 02 - 0 i)/(N-l)] 


(A.33) 


gegeben ist. Unser Resultat lautet also kurz 

u = A(0 1 ,0 2 , N) cos 0^. (A.34) 

Bei zeitlichen Schwingungen (Gl. (A.21)) entspricht 
N = 2 einer „Schwebung“, bei räumlicher Schwingung 
(Gl. (A.22)) entspricht dieser Fall dem Doppelspalt-Inter- 
ferenzmuster. Größeres N gibt bei zeitlichen Schwingun¬ 
gen „Modulationen“, die im Grenzfall N * 00 ein „pulsie¬ 
rendes“ Verhalten von u(t) bewirken. Bei räumlichen 
Schwingungen ergibt größeres N das Mehrspalt-Interferenz¬ 
muster, und im Grenzfall N -> 00 erhält man das Interferenz¬ 
muster eines viele Wellenlängen breiten Einzelspalts. 


A.4. Vektoridentitäten 


Beim letzten Rechenschritt haben wir Gl. (A.16) benutzt. 
Durch Einsetzen von Gl. (A.27) in Gl. (A.24) erhalten wir 

v = e i[0 1+ (i/2)(N-i) 7 ] sin * Ny . (A.28) 

sini 7 

Der Realteil davon liefert uns das gewünschte Ergebnis: 

. sin ^7 , 

u = cos [0 1 + ~ (N - 1 ) 7 ]- : -. (A.29) 

sin j 7 

Diese Gleichung läßt sich in eine andere nützliche Form 
bringen. In Gl. (A.23) ist 0 1 das Argument des ersten 
Gliedes; das Argument 0 2 des letzten Gliedes ist 

0 2 =0i + (N — 1 ) 7 . (A.30) 

Das Mittel aus dem ersten und dem letzten Argument 
(also aus 0 i und 0 2 ) ist dann 

0mit = |(Öi+ö 2 ) = |öi+i0 1 +i(N-l)r (A.31) 

Der erste Faktor in Gl. (A.29) ist also gerade gleich 
cos 0mit • Damit und unter Berücksichtigung der Gleichung 


Wir verwenden die Buchstaben A, B und C für skalare 
Funktionen von x, y und z, also für A(x, y, z), B(x, y, z) 
und C(x,y, z). Analog verwenden wir A, B und C für Vek¬ 
torfunktionen von x, y und z. Das Symbol A bedeutet 
also xA x (x, y, z) + yA y (x, y, z) + zA z (x, y, z), wobei 
x, y und z Einheitsvektoren sind. Wir wollen nun lernen, 
wie man mit dem Nabla-Operator V, der sowohl ein Vek¬ 
tor als auch ein Operator für einmalige Differentiation 
ist, umgeht. Der Trick dabei ist, die Gleichungen, in denen 
der Nabla-Operator steht, so zu schreiben, daß sowohl die 
Vektoreigenschaft als auch die Differentiation zur Gel¬ 
tung kommt. Z.B. kommt in 

V(AB) = (VA)B + A(VB) = BVA + AVB (A.35) 

das erste Gleichheitszeichen von der Produktregel der 
Differentiation: Zuerst wird B und dann A konstant ge¬ 
halten. Nach dem zweiten Gleichheitszeichen werden die 
Klammern beseitigt, da die Differentiation des Nabla- 
Operators laut Übereinkunft nur das betrifft, was rechts 
vom Operator steht. Wir schreiben einstweilen symbolisch 
V a , wenn die Differentiation nur A (oder A) betrifft, 
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bzw. V b , wenn der Nabla-Operator nur auf B (oder B) 
wirken soll. Auf diese Weise sind wir sicher, daß wir die 
Produktregel einhalten. Dann vertauschen wir die Opera¬ 
toren und Vektoren so, daß Größen, die nicht differen¬ 
ziert werden sollen, auf der linken Seite des Nabla-Opera¬ 
tors „in Sicherheit“ sind, wobei wir aber dafür sorgen 
müssen, daß wir die Vektorregeln nicht verletzen. Zum 
Schluß lassen wir die Indizes weg. So ist 

V(AB) = V a (AB) + V b (AB) = BV a A + AV b B 

= BVA + AVB (A.36) 

und ebenso 

V X (AB) = V a X (AB) + V b X (AB) 

= BV a X A-A X V b B = BV X A - A X VB. 

(A.37) 

Mit etwas Übung brauchen Sie dann die Zwischenschritte 
nicht mehr mitzuschreiben. 

Wir wollen nun eine Identität für V X (V X C) ableiten. 
Wir setzen die Identität 

A X (B X C) = B(A • C) - C(A • B) (A.38a) 

= B(A • C) - (A • B)C (A.38b) 


als bekannt voraus. Wir können diese Regel anwenden, 
wenn wir sowohl für A als auch für B den Nabla-Operator 
setzen. Wir müssen jedoch beide Nabla-Operatoren auf der 
linken Seite von C halten, weil beide auf C wirken sollen. 
Wir können daher Gl. (A.38a) nicht benutzen, sondern 
müssen Gl. (A.38b) verwenden. Damit erhalten wir 

V X (V X C) = V(V • C) - (V • V)C. (A.39) 

In Komponenten nach x, y und z lautet Gl. (A.39) 

[V X (V X C)] x = a( J x C) - v 2 C x , (A.40) 

mit analogen Ausdrücken fiir y und z; dabei ist 


V 2 


8 2 a 2 a 2 

3x 2 3y 2 3z 2 


(A.41) 
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harmonische Funktionen, Überlagerung 338 

- Schwingung 1, 5, 164 

- ebene Welle 191 

- laufende Welle 94, 206 

- stehende Welle 206 
harmonischer Oszillator 8, 10, 70 

- -, gedämpfter 175 
harmonisches Frequenzverhältnis 34 
Hauptmaximum 263, 284 

-, Winkelbreite 284 
Hauptrichtung des Strahlenbündels 273 
Helmholtz-Resonator 128 
Hertz 2 

Hi-fi-Lautsprecher 119 
Hochpaßfilter 77, 82 
Hohlspiegel, sphärischer 292 
homogene Differentialgleichung 7 
homogenes dispergierendes Medium 179 

- System 43 f. 

Huygenssche Konstruktion 275 
Huygenssches Prinzip 276 


ideale Abschließung 13 2 ff. 

- Widerstandsanpassung 138 
idealer Polarisator 235 
ideales Wasser 200 
Ionosphäre 84, 110 
Impedanz des Stoßdämpfers 132 
Impuls 163, 165, 179, 184, 207 
Impulsaufbau 161 
Impulsdauer 163 
Impulsmodulation 159 
infinitesimaler Raumwinkel 215 
inhomogene Differentialgleichung, 

lineare 8 

- Saite 43 

inhomogenes Medium 319 
inkohärente Quellen 267 
Inkohärenz 268 

Intensität der Interferenzlinie 146 
Interferenz 147 f., 260, 274, 310 
—, Auslöschung durch 260 
-, Verstärkung durch 260 
Interferenzlinie 145 
—, Intensität der 146 
Interferenzlinien, Fabry-Perotsche 147 f. 
Interferenzmaximum 260 
Interferenzminimum 260 
Interferenzmuster 260, 265, 274, 303, 309 
interferometrische Multiplex Fourier 
Spektroskopie 188 
internationaler Ton 56 
internationales Einheitensystem XIII 
isotropes Medium 326 

Joule XIII 
Kalkspat 257 

Kapillarwelle 183, 203, 223 
Kilogramm XIII 

klassische Wellengleichung 33, 58, 179 f., 
193, 204 

- Punktquelle 269 
klassischer Elektronenradius 218 

- Streuquerschnitt 218 
Klavierakkord 40 

Klein-Gordon-Wellengleichung 81, 322 
K-Mesonen, neutrale 317 
Knoten 30 

koaxiale Fernleitung 127 
Koaxialkabel 127, 134 
kohärente Quellen 259 

- -, transversale Ortsabhängigkeit 281 
Kohärenz 301, 303, 322 
Kohärenzbedingung 271 
Kohärenzzeit 247, 249, 267 
Kombinationsfrequenz 25 
Kombinationston 25 

komplexe Amplitude 230 

- Dielektrizitätskonstante 328 

- Felder 328 

- Schreibweise 230 

- Suszeptibilität 328 

- Wellenfunktion 230 
komplexer Brechungsindex 330 f. 
kontinuierlich verteilte Parameter 49 
kontinuierliche Näherung 80 

- Saite 36,44,114,132,136 
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kontinuierlicher Grenzfall 47 
kontinuierliches System 29, 55 
Kontinuitätsgleichung 200 
Koordinatendrehung 12 
Kopplung 205 
Krafteinheit XIII 
Kraft, rücktreibende 2 
Kreisbewegung, gleichförmige 22 
Kreisfrequenz 2 
Kreiswellenzahl 34 
kritische Dämpfung 91 
kritisch gedämpfte Schwingung 63 
Kugelkoordinaten 214 
Kugellinse 298 
Kugelspiegel 302 
kurzgeschlossenes Ende 142 

Ladung, bewegte 210 
-, Erhaltung der 210 
Ladungsschicht, Feld einer dünnen 221 
\/2-Plättchen 243 f., 250, 252 f. 
\/4-Plättchen 242 ff., 250, 252 
langsame Achse 241 
Längsschwingung 4 
laufende harmonische Welle 206 

- sinusförmige Welle 95, 97 

- Wasserwelle 203 

- Welle 94, 179 

- —, Divergenz eines Bündels 271 

- -, harmonische 94 

- -, linear polarisierte 227 

- -, zirkular polarisierte 228 
laufendes Wellenpaket 167 
LC-Kreis lf., 6, 22, 27, 50, 78, 90 

- -, gekoppelte 9, 16 
Lecherleitung 135 
Leeuwenhoeksches Mikroskop 300 
Leistung 89 

—, zeitlicher Mittelwert der 64 

Leiter 335 

Leuchtdichte 124 

Licht, amplitudenmoduliertes 312 

-, linear polarisiertes 252 

-, phasenmoduliertes 312 

-, polarisiertes 231 

—, unpolarisiertes 250 

—, zirkular polarisiertes 209, 252 

Lichtausbeute 130 

Lichtgeschwindigkeit 181 

Lichtstärke 124 

Lichtstrom 124 

Linearität 7 

linear polarisierte laufende Welle 227 

- — stehende Welle 227 

- polarisiertes Licht 252 
lineare Differentialgleichung 7 

- homogene Differentialgleichung 7 

- inhomogene Differentialgleichung 8 

- Polarisation 31, 205, 226 
lineares Medium 326 
Linienbreite 177 

-, natürliche 175, 216 
Linienform, Lorentzsche 177 
Linse 293 
-, dünne 293 


Linsengleichung 294 f. 

Lloydscher Spiegel 303 
longitudinale Schwingung 4, 13, 31, 49 
longitudinale Welle 98,116 
Lorentz-Kraft XIII, 113 
Lorentz-Linienform 68, 177 
Lorentzscher Elektronenradius 218 
Luftspiegelung 223 
Lumen 124 
Lupe 297, 306 f. 

Lux 124f. 

Lyot-Filter 253 


Massendichte 31 

Maxwellsche Gleichungen XIV, 204, 210, 
223, 325, 328, 330 
mechanisches Bandpaßfilter 77, 90 f. 

- Filter 75,90 

— Tiefpaßfilter 77 

Medium, dispergierendes 44, 137 
-, dispersionsbehaftetes 44 
—, dispersionsfreies 44 
-, dispersives 84 

-, homogenes dispergierendes 179 
-, inhomogenes 319 
—, isotropes 326 
-, lineares 326 
-, reaktives 84, 320 
—, rein resistives 332 
Mehrfachübertragung 188 
Meter XIII 
Meßzeit 248 f. 

Michelsonsches Interferometer 189 
Mikroskop 298 
—, Leeuwenhoeksches 300 
Mischtyp aus laufender und stehender 
Welle 193 

mittlere Frequenz 17 

- Relaxationszeit 111 

- Zählrate 123 

- Zerfallszeit 246 
MKSA-System XIII f. 

Modulation 17, 155 
Modulationsamplitude 18, 157 
Modulationsfrequenz 18 
Modulationsgeschwindigkeit 156 
Modulations-Kreisfrequenz 17 
modulierte Welle 155 
Multiplexschaltung 188 
Multiplexübertragung 188 
Multipolstrahlung 233 

Nachweisempfindlichkeit 123 
Näherung für kleine Schwingungen 6 

— — stark gedehnte Federn 5 

— — schwache Reflexion 144 
Nahfeld 215, 261, 301 
natürliche Linienbreite 175, 216 

— Schwingung 1 
Neon-Stroboskop 149 
neutrale K-Mesonen 317 
Newton XIII 
Newtonsches Modell 98 
nichtlineare Differentialgleichung 7 
Nichtlinearität 186 


nicht phasengleiche Schwingungsquellen 265 
Normalintensität für Schall 118 
Normalkerze 124 
Normalkoordinaten 11 
Nullpunktsmessung 56 

obere Grenzfrequenz 75 
Oberflächenhelligkeit 124f. 
Oberflächenwelle 92, 160 
Oberschwingung 26, 42 
Oberton 48, 56, 151 
Objektiv 298 
offenes Ende 141 f. 

- System 94 
Ohm XIII 
Ohr 41 
Okular 298 

Optik, geometrische 287 
optische Achse 241 

— Aktivität 244, 257 

- Vereinbarung 228 

— Widerstandsanpassung 144 
ordentliche Richtung 244 
orthonormale Wellenfunktion 230 
Oszillator, gedämpfter 62 

—, gedämpfter harmonischer 175 
-, harmonischer 8, 10, 70 
-, überkritisch gedämpfter 63 
—, unterkritisch gedämpfter 63 
Oszülatoren, gekoppelte 20 
-, schwach gekoppelte 316 

Parabolspiegel 291, 302 
Paralleldrahtleitung 127 
Parallelplattenleitung 103, 120, 127, 

133, 142 

Parameter, diskret verteüte 49 
-, kontinuierlich verteilte 49 
Paßband 76, 87 
Pendel 1, 3, 90 

-, gekoppelte 9, 20, 26, 52, 59, 71, 73, 

75, 79 f., 82, 86, 91 
—, sphärisches 9 f. 

Periode 2 

periodische Funktion 37 
Periodizitätsbedingung 36 
Perlenschnur 29, 44, 46 
Phase 192 
Phasenbeziehung 94 
Phasenfunktion 95 

Phasengeschwindigkeit 95, 98, 101, 109, 
126, 155, 183, 192, 195, 219, 321 
phasengleiche Schwingungsquellen 265 
Phasenkonstante 2 
Phasenkontrastmikroskop 312 
Phasenkopplung 184 
Phasenmodulation 155, 187, 312 
phasenmoduliertes Licht 312 
Phasenunterschied 264 
Phasenverschiebungsplättchen 241, 243 
Photonenstrom 264 
Photonenzähler 123 
physikalische Felder 328 
Plasmafrequenz 53, 84 
Plasma, quasineutrales 54 
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Plasmaschwingung 53 
Polarisation 222, 253, 255 
-, elliptische 205, 229 
-, lineare 31, 205, 226 
-, teilweise 251 
-, transversale 229 
-, zirkulare 227 
Polarisation von Licht 251 
Polarisationsebene, Drehung der 252 
Polarisationssinn 228 
Polarisationszustand 225 
Polarisationszustände, transversale 229 
Polarisator, idealer 235 
Polarisatoren, gekreuzte 235 
polarisierte transversale Welle 232 
polarisiertes Licht 231 
Polaroidfilter 234 
Potentialtopf 318 f. 

Potentialwall 199 
Poynting-Vektor 206 f. 

Prinzip der kürzesten Laufzeit 290 
Prisma 106, 292 
Punktladung 220 
—, effektive 226 
-, Feld einer 210 
Punktquelle, klassische 269 

quadratische Charakteristik 41 
Quadrupolstrahlung 308 
quasineutrales Plasma 54 
Quelle, einfache ausgedehnte 269 
-, reelle 289 

-, transversale Ortsabhängigkeit einer 
kohärenten 281 
virtuelle 289 
Quellen, inkohärente 267 
-, kohärente 259 
-, unabhängige 267 
Quellterme 210 

Radio wellen, amplitudenmodulierte 157 
Randbedingung 34 
Raumakustik 154 
Raumtuch 134 

Raumwinkel, infinitesimaler 215 
Rayleighsches Kriterium 281 
reaktive Exponentialwelle 98 
reaktiver Bereich 87, 91, 109, 335 
reaktives Medium 84, 320 
rechteckiges Frequenzspektrum 173 
Rechteckimpuls 59, 174, 184 
reduzierte Wellenlänge 202 
reelle Quelle 289 
reeller Bildpunkt 295 
reelles Bild 295 

Reflexion 136, 147 f., 196, 288 

- an Metall 245, 256 

-, Näherung Für schwache 144 

- von Schallwellen 140 
reflexionsfreie Schicht 143 

- Vergütungsschicht 151 
Reflexionsgitter 288 

Reflexionskoeffizient 137, 142, 152, 224 
Regenbogenlicht 240 
Reihen 338 


rein elastischer Frequenzbereich 334 

- resistives Medium 332 
relative Frequenzbandbreite 164 
Relaxationszeit, mittlere 111 
Resonanz 65, 70, 85, 89, 186 
Resonanzbreite 65 
Resonanzfrequenz 71 
Resonanzkurve 66, 69, 177 

-, Breit-Wigner- 68 
Resonanznenner 67 
retardierter Zeitpunkt 213 
Richtung, außerordentliche 244 
-, ordentliche 244 
Rückstrahler, Scotchelite 300, 306 
rücktreibende Kraft 2 

Saite 31 ff., 48, 56, 126 
—, inhomogene 43 

—, kontinuierliche 36, 44, 114, 132, 136 
Sammellinse 295 
Schalleistung 119 

Schallgeschwindigkeit 100, 127, 129 
Schallintensität 118 
Schalltrichter, exponentieller 145 
Schallwelle 49, 117, 160 
-, Reflexion 140 
Schallwellenwiderstand 118 
Schallwiderstand 131, 198 
Schärfentiefe 308 
Schatten 286 
schnelle Achse 241, 257 
Schraubenfeder 50, 55, 89, 126 
Schraubenvereinbarung 228 
Schreibweise, komplexe 230 
Schrödingergleichung 322 
schwach gedämpfte Schwingung 63 

- gekoppelte Oszillatoren 316 
Schwächung pro Längeneinheit 82 
Schwächungskonstante 82 
Schwächungslänge 83, 202 
Schwächungstiefe 202 
schwappende Schwingung 27 
Schwebung 17 ff., 68 f., 89, 91, 155, 322 
Schwebungsfrequenz 19, 23 
Schwerewelle 183, 202 
Schwingung, erzwungene 62, 71, 79, 89, 

176 f. 

-, fast harmonische 18, 156 
-, freie 1, 62, 177 
-, gedämpfte 3 
-, harmonische 1,5, 164 
-, kritisch gedämpfte 63 
-, longitudinale 4, 13, 31,49 
-, Näherung für kleine 6 
-, natürliche 1 
—, schwach gedämpfte 63 
-, schwappende 27 
-, stationäre 63 
—, transversale 4L, 15, 31,44 
Schwingungsenergie 89 
Schwingungsquellen, nicht phasengleiche 
265 

-, phasengleiche 265 
Scotchlite Rückstrahler 300, 306 
Seiches 28 


Seichtwasserwelle 60, 92, 182, 199, 202 

Seitenband 159 

Seitenvergrößerung 295 

Sekunde XIII 

selektive Absorption 233 

- Emission 232 
sinusförmige Wellen 81,139 

- -, dispersionsbehaftete 97 

- -, dispersionsfreie 97 

- —, laufende 95, 97 
Sl-System XIII f. 

Snelliussches Brechungsgesetz 198, 238 
Solarkonstante 122, 129 
Spalt 276 f. 

Spektrallinien 304 
Spektroskopie, interferometrische 
Multiplex Fourier 188 
sphärische Aberration 292 
sphärischer Hohlspiegel 292 
sphärisches Pendel 9 f. 

Spiegelreflexion 256 

- des Lichts 239 
Spiegelung 287 
Standardton 56 
stationäre Lösung 63 

- Schwingung 63 

stehende harmonische Welle 206 

- Welle 29, 33, 192, 317 

- —, linear polarisierte 227 

- -, zirkular polarisierte 228 

- Wasserwelle 200 
Sterninterferometer 310 

stetige harmonische Überlagerung 167 

Stimmung, wohltemperierte 56 

Stoff, einachsiger 244 

Stoßdämpfer 132 

Stoßverbreiterung 247 

Strahlenbündel 273 

-, Divergenz 273 

—, Hauptrichtung 273 

Strahlung, elektromagnetische 122, 159, 322 

—, unpolarisierte 248 

Strahlungsdruck 207, 219 

Strahlungsvektor 207 

Streuquerschnitt, klassischer 218 

-, Thomsonscher 218 

-, totaler 217 

Superpositionsprinzip 8, 26, 63 
Suszeptibilität 326 
-, komplexe 328 
System, abgeschlossenes 79 
-, diskontinuierliches 44 
homogenes 43f. 

—, kontinuierliches 29, 55 
—, offenes 94 
—, unbegrenztes 94 


Taylorreihe 81, 337 
teilweise Polarisation 251 
Teleskop 298 
Tesla XIII 

Thomsonscher Streuquerschnitt 218 
Tiefpaß 119 
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Tiefpaßfilter 76, 78 f., 90, 102 
-, mechanisches 77 

Tiefwasserwelle 60, 160, 183, 199,201,222 

Tonleiter, diatonische 58 

-, wissenschaftliche 40 

-, wohltemperierte 58 

-, wohltemperierte chromatische 56 

Tonqualität 42 

Torsions-Wellenmaschine 128 

totaler Streuquerschnitt 217 

Totalreflexion 84, 92, 197 f., 218 

-, Grenz Winkel 197 

Trägerfrequenz 157 

Trägerschwingung 159 

Trägerwelle 165 

Trägheit 2 

Transmission 138 

Transmissionskoeffizient 138, 142, 152 
transversale Eigenschwingung 30 

- Ortsabhängigkeit einer kohärenten 
Quelle 281 

- Polarisation 229 

- Polarisationszustände 229 

- Schwingung 4f., 15, 31, 44 

- Welle 98, 114 

- —, polarisierte 232 
Transversalschwingung 27 
Trüler 182 
Trommelfell 41 

überkritisch gedämpfter Oszillator 63 
Überlagerung harmonischer Funktionen 
338 

-, stetige harmonische 167 
Überlagerungsprinzip 8 f. 

Überschußkraft 136 
Umkehrprisma 197, 218 
unabhängige Quellen 267 
unbegrenztes System 94 
unendliche Dämpfung 138 
unendlicher Wellenwiderstand 142 
unpolarisierte Strahlung 248 
unpolarisiertes Licht 250 
Unsicherheitsbandbreite 164 
untere Grenzfrequenz 76, 82, 111 
unterkritisch gedämpfter Oszillator 63 
Unterton 56 

Vektoridentitäten 338 
veränderlicher Brechungsindex 145 
Vergütungsschicht, reflexionsfreie 151 


Verschiebungsvektor 225, 251 
verschwindende Dämpfung 139 
verschwindender Wellenwiderstand 142 
Verstärkung durch Interferenz 260 
verteilte Belastung 133 
Vielfachreflexion 152 
Vielfachstreuung 236 
virtuelle Quelle 289 
virtueller Brennpunkt 296 
virtuelles Bild 296 
vollständiges Funktionensystem 43 
Vollweggleichrichtung 79 
Volt XIII 

Wasser, ideales 200 
Wasserprisma 127 
Wasserwelle 199, 219, 222, 305 
laufende 203 
-, stehende 200 

Welle, amplitudenmodulierte fast sinus¬ 
förmige laufende 156 
-, dispersionsbehaftete 35 
-, dispersionsbehaftete sinusförmige 97 
-, dispersionsfreie 35, 159, 179, 186 
-, dispersionsfreie sinusförmige 97 
—, Divergenz eines Bündels laufender 271 
-, ebene 121, 135, 206, 330 
-, elektromagnetische 101, 121, 160, 
193, 204, 223, 325 
-, elektromagnetische ebene 204 
-, gerade 134, 199 
-, harmonische ebene 191 
-, harmonisch laufende 94, 206 
—, laufende 94, 179 
-, laufende sinusförmige 95, 97 
—, linear polarisierte laufende 227 
-, linear polarisierte stehende 227 
-, longitudinale 98, 116 
-, Mischtyp aus laufender und 
stehender 193 
-, modulierte 155 
-, polarisierte transversale 232 
-, sinusförmige 81, 139 
-, stehende 29, 33, 192, 317 
-, stehende harmonische 206 
-, transversale 98, 114 
-, zick-zack-förmige laufende 195 
—, zirkular polarisierte 231 
-, zirkular polarisierte laufende 228 
-, zirkular polarisierte stehende 222 
Weilenabschluß 153 


Wellenfront 121, 192 
Wellenfunktion 1 
-, komplexe 230 
-, orthonormale 230 
Wellengeschwindigkeit XIV, 33 
Wellengleichung 321, 331 
-, klassische 33, 58, 179 f., 193, 204 
-, Klein-Gordon- 81 
Wellengruppe 155 
Wellenlänge 33 
-, reduzierte 202 
Wellenleiter 224 

- mit rechteckigem Querschnitt 193 
Wellenpaket 155, 169, 181 

—, laufendes 167 
-, Zerfließen 169 
Wellenvektor 191 
Wellenwiderstand 114, 132 
-, unendlicher 142 
-, verschwindender 142 
Wellenzahl 34 

Widerstandsanpassung 132, 143, 152 
ideale 138 
-, optische 144 

Winkelbreite eines Hauptmaximums 284 
wissenschaftliche Tonleiter 40 
wohltemperierte chromatische Tonleiter 56 

- Tonleiter 58 

- Stimmung 56 

Zählrate 129 
-, mittlere 123 
Zeigerdiagramm 161 
zeitlicher Mittelwert der gespeicherten 
Energie 64 

- - der Leistung 64 
Zeitpunkt, retardierter 213 
Zick-zack-förmige Exponentialwelle 97 

- - - laufende Welle 195 
Zentralmaximum 284 
Zerfallszeit, mittlere 246 
Zerfließen eines Wellenpakets 169 
Zerstreuungslinse 296 
zirkulare Polarisation 227 
Zirkularpolarisator 234, 244, 249, 254 
zirkular polarisierte laufende Welle 228 

- - stehende Welle 228 

- - Welle 231 

- polarisiertes Licht 209, 252 
Zustand, gebundener 86 
Zylinderlinse 298 



Das elektromagnetische Spektrum 


Benennung der elektromagnetischen Strahlung 


praktische Einheiten 


Uv f v , v/c 



Größenordnung 

V 

Hz 


Bremsstrahlung (maximale Energie) von 
E lektro nen- L i nea rbesch I eu n ige r 
Stanford 

typisches Elektron-Synchrotron - 

Gammastrahlen 

Zerfall des neutralen pi-Mesons tt 0 -» 2y 
Abregung eines angeregten Kerns - 




Röntgenstrahlen (angeregte Atome) —— 
oder Elektronenbremsstrahlung 
Ultraviolettes Licht (angeregte Atome) 
Sichtbares Licht, Sichtbarkeitsgrenze 
hei Dunkelblau 

blaues Licht einer Quecksi Iberdampf - 
Straßenlampe 

grünes Licht einer Quecksilberdampf- 
Straßenlampe 

gelbes Licht einer Quecksi Iberdampf- 
Straßen lampe 

rotes Licht eines Neon-Lasers 

Sichtbares Licht, Sichtbarkeitsgrenze — 
bei Dunkelrot 

Infrarot - 


^>100 Ä 

100 eV 

>3900 Ä 

2,5 eV 

4358 Ä 

22 ,940 cm“ 1 

5461 Ä 

18,310 cm“ 1 

5770 Ä 
-6328 Ä 

17,330 cm- 1 
15,800 cm“ 1 

)7600Ä 

1,6 eV 


vorherrschende Wärmestrahlung (hr> 
Sonnenoberfläche (T « 6000 K) - 
Zimmertemperatur (T « 300 K) - 


der Entstehung des Universums her (3 K)- 

Mikrowellen und Radiowellen 

Ammoniakuhr- 

Radar(S-Band)- 


3 kT) von 

- 1 gm 

-20 /jm 

2 mm 


Linie des interstellaren Wasserstoffs 
U H F - F e rnseh -Trägerf req u e n zen 21 — 


< : 


- 1,5 cm 
10 cm 
21 cm 
37 cm 
75 cm 


1 eV 

15,000 GHz 
150 GHz 

20 GHz 
3 GHz 
1,5 GHz 
800 MHz 
400 MHz 


gewöhnliche Fernseh-Trägerfrequ e nzen 
(VHF) 21 -- 


-1,5,..5,5 m 210.,.55 MHz 


Trägerfrequenz des kommerziellen 
UKW-Rundfunks (VHF) 21 - 


Amateurfunkbänder (HF) 21 - 


Trägerfrequenzen des kommerziellen 
MW-Rundfunks (MF) 2 ’ 

Hörfrequenzen (VLF) 21 - 


-2,8...3,4 m 
/10 m 
\100 m 
>200 m 
\600 m 
10 km 
10 4 km 31 


10-6 

IO“ 5 


108..,88MHz 
30 MHz 
3 MHz 
1500 kHz 
500 k Hz 
30 kHz 
30 Hz 


10 16 

10 15 




0,067 F 

18 G eV 

IO- 1 4 

10 24 

IO 10 

— 4 F 

300 M eV 

10-13 

10 23 

10 9 

-19 F 

67 MeV 

10-12 

10 22 

10 8 

100 F 

10 MeV 

10“ 11 

10 21 

10 7 

■ 0,1 Ä 

100 k eV 

10-9 

io 19 

10 5 


10 2 

10 1 


IO“ 4 

10 14 

10° 

IO“ 4 

10 14 

10° 

10-3 

10 13 

10“ 

IO“ 1 

10 11 

10“ 

10° 

io 10 

10“ 

10 1 

10 9 

10“ 

10 1 

10 9 

10“ 

10 1 

10 9 

10“ 

10 2 

10 8 

10“ 

10 2 

10 8 

10“ 

10 2 

10 8 

10“ 

10 3 

10 7 

10- 

10 4 

10 6 

10- 

10 4 

10® 

10- 

10 5 

10® 

10“ 

10 6 

10 4 

10- 

IO 9 

10 1 

10- 


12 








































^ Die „praktischen 1 ' Einheiten werden von den Experimentalphysikern am häufigsten verwendet. Wenn sich verschie¬ 
dene Gebiete überlappen oder die Technik einem raschen Änderungsprozeß unterliegt, so kann es sein, daß für ein- 
und denselben Frequenzbereich verschiedene Bezeichnungen und verschiedene Einheiten verwendet werden. Zum 
Beispiel : Weist man Röntgenwellen mittels Photonenzählern nach, so verwendet man üblicherweise Energieeinheiten 
(eV, keV, MeV). Weist man sie mittels Kristallbeugung nach, so benutzt man gewöhnlich Längeneinheiten (Ä). Ein 
weiteres Beispiel : Laser werden jetzt meist von Elektrotechnikern entwickelt, die vorzugsweise Frequenzeinheiten 
(MHz, GHz uswj verwenden, während Spektroskopiker Wellenlängeneinheiten (Ä, /im usw.) bevorzugen. 

2 * U Ultra, H Hoch, F Frequenz, V Very (sehr), M Mittel, L Low (niedrig). 

3} 

Wellenlängen von Radiowellen mit Hörfrequenzen, nicht von Schallwellen in Luft. 



